Devoir surveillé 04
CORRECTION

1)a) On a clairement : Lq(£,) = [1,n].

1)b) [L; = m] signifie qu’il y a eu soit m fois pile puis face (événement A;), soit m fois face puis pile
(événement Ay). A; et Ay sont disjoints.)

Or P(A;) =p™q et P(Ay) = ¢™p. Ainsi, P(L1 =m) = p™q+ ¢q"p.

1)c) Si m = n, il n’y a eu que des piles ou que des faces. Donc : P(L; =n) = p™ + ¢™.

La quantité Z P(Ly =m) vaut :

m=1

n—1

> Mg+ qmpl +p™ + ¢ = qp

m=1

1_pn—1 1_qn—1
l-p

N’oublions pas que ¢ =1 —p et p =1 — ¢. Et finalement Z P(Ly =m) vaut :

m=1
pA—p" N+ql—¢" ) +p"+¢" =p+q=1

2)a) On a encore clairement : L2(9,,) = [0,n — 1].

2)b) (L1 = m) N (L2 = k) signifie qu’il y a eu soit m piles suivis de k faces et enfin un pile (événement
By), soit m faces suivis de k piles et enfin un face (événement By).
On a (encore une fois, By et By sont incompatibles :

Bi=Pi NPy Fpg1 N O Fop O P 1.
De méme,
Bo=Fy 01 Fyy 0 Pyt (oo O Pk N Fopo 1.
Ainsi :
P(B1) = p™¢"p et P(B>) = q"p"q.
Donc : P((Ly =m) N (Ly = k)) = p™High + ¢mHpk.
2)c) L’événement (L; = m) N (Ly = k) est la réuunion disjointe de Cy et Cs :

C’lzPlﬂﬂPmﬂFm+1ﬂﬂFm+k
OQZFlmmmePm+1mum+k

11 reste :
P((L1 =m)N (L2 = k)) = p™¢" + q"p".
2)d) N’oublions pas que k > 0. On a :
P(Ly=k)= Y _ P(Ly=k,L =m).
meN*
Sik=1,mvariede1l an— 1.

Pour k > 1, m varie de 1 & n — k (ainsi si K =n — 1, m vaut seulement 1.)
n—~k

Donc : P(Ly =k) = »  P(Ly =k, L1 =m).

m=1



C’est-a-dire :

n 1

—k—
P(Ly=k) = Z [pm“qk _i_qm-l-lpk} +pn—qu _i_qn—kpk'

m=1
1— pnkarl 1— qn—k—l B B
Et P(LQZk):pzqkﬁ-Fqukil_q +p" qu+q" kpk.
reste : P(Ly = k) = p°¢" " +¢*p* ' +p" ¢ g —p) +¢" " (0 — 0).

On remarque enfin que P(Ly = 0) = P(L; =n) = p" + ¢™.
n—1

Remarque : on peut retrouver ce résultat avec P(Ly =0) =1 — Z P(Ly = k). Faites le car cela permet
k=1

de vérifier les deux questions a la fois!

| Exercice 02 |

On considere ’équation différentielle :
(E) (14t%)y"(t) + 4ty'(t) + 2y(t) = 0.
1) Déterminons les rayons de convergence et les sommes des séries entieres :
D=0 Y (=1 et Y (=1
n>0 n>0 n>0

Pour la premiere série, on pose u,(t) = (—1)"t" et :

= [t].

e (1) ’ _ '<—1>”+1t"+1
un(t) 1)

Si |¢| < 1, la série converge absolument et si [¢| > 1, elle diverge grossierement. Donc R = 1.
Pour la deuxiéme série, on pose v, (t) = (—1)"t?" et :

Uni1(t) ’ _ ’ (—1)n+1g2n+2

wtt) || e | 7

Si |¢] < 1, la série converge absolument et si [¢| > 1, elle diverge grossierement. Donc R = 1.
Pour la troisieme série, on pose wy, (t) = (—1)"t2" ! et :

‘ Wn 1 (1) ‘ _ ‘ (—1)n+1g2n+3

= |t2|.
wn(t) (_1)nt2n+1

Si |¢| < 1, la série converge absolument et si [¢| > 1, elle diverge grossierement. Donc R = 1.
Puis pour tout ¢t €] — 1, 1],

N +oo
1— (_t)NJrl 1
n:O( ) 1+1¢ n:O( ) 1+¢

Toujours pour tout ¢t €] — 1, 1],

al P e o AR ) 1
)M = —————— = )y (—1)" = :
2 (1) O e

Enfin, toujours pour tout t €] — 1, 1],

N “+o0
1 _ (_t2)N+1 t
_qymg2ntl g = _1)ng2ntl _ '
2 e 2 e

—+o0
2) On cherche une solution de (E) developpable en serie entiere, donc de la forme y(t) = Z apt™, ou
n=0

t €] — R, R[, R étant le rayon de cette série entiére que I’on ne peut pas encore expliciter.



—+oo —+oo
On a, pour tout t €] — R, R, ¢'(t) = Z nant™ ' et y"(t) = Z n(n — 1)ant™ 2.
n=1 n=2
On rentre dans (E) :
+00 —+oo +oo
(1+1t2) Z n(n — 1)a,t" 2 + 4t Z nat" ! 42 Z apt™ = 0.
n=2 n=1 n=0
Ce qui donne :
—+oo —+oo —+oo —+o0
Z n(n —1a,t" % + Z n(n — apt™ + Z dna,t"™ + 2 Z ant”™ = 0.
n=2 n=2 n=1 n=0
Cela donne, en changeant d’indice dans la premiere somme :
—+o0 —+o0 “+o0 —+o0
Z(n +2)(n+ Dapgat™ + Z n(n — apt™ + Z dna,t™ + 2 Z ant™ = 0.
n=0 n=2 n=1 n=0
Puis, encore, on a :
—+oo
Z [(n+2)(n+ Dantz +n(n — Day, + 4na, + 2a,] t"™ + 2a2 + 2a0 + (6az + 4a1 + 2a1)t = 0.
n=2
Par unicité du développement en série entiere, on en déduit que a — 2 = —ag, que ag = —a et que, pour
tout n > 2,

(n+2)(n+1)aptat+n(n—1)ap+4na, +2a,+0 = (n+2)(n+1)ap+e = —(n?+3n+2)a, = —(n+1)(n+2)a,.

Ainsi, pour tout n € N, a2 = —ay,.

3) On peut en déduire toutes les solutions développables en série entiere de (E).
—+oo

En effet, si y(t) = Z ant™ est une telle solution, si n = 2p, a, = (—1)Pag et sin =2p+1, a, = (—1)Pay.
n=0

Donc :
400 +00 too +oo
y(t) =ao Y (PP +a1 Y (1P =ag Yy (1P +art Y (—1)PEP.
p=0 p=0 p=0 p=0

aog + ait
1+t

1 . p—
1+t2,0na.y(t)—

Le rayon de convergence est toujours R = 1.

+oo
Comme Z(—l)pt2p =
p=0

Comme I’ensemble des solutions de (F) est un espace vectoriel de dimension 2, et comme ¢ — e et

t
t— 72 sont deux solutions indépendantes, I’ensemble des solutions de (E) sur R sont les fonctions :

A+ pt
’_)—7
1+¢2
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ot (\, i) € R%

1) Prémisse 1. Déterminons le vecteur gradient de f : M +— ||1H>4H2

Onasi M(z,y): f(M) = (x—x4)*+ (y—ya)?. Cest une fonction polynomiale en x et y, donc de classe
C! sur R%,

Et pour tout (z,y) € R?,

%(% y) =2(x —w4) et %(% y) =2(y —ya)



—_— —
Ainsi Grad f(M) = 2(x — x4,y —ya) = 2AM.

2) Prémisse 2. Déterminons le vecteur gradient de g : M — ||Zﬁ\7|\

On a toujours si M (x,y) : g(M) = \/(z —24)2 + (y — ya)2. C’est une fonction composée d’une fonction

polynomiale en z et y, et de u — /u, donc de classe C' sur R*\ {(0,0)}.
Et pour tout (z,y) € R*\ {(z,v4)},

@(x y) = 2(x —x4a) _ T—TA ot

Oa 2\/(x—2a)? +(y—ya)? V(@ —2a)?+(y—ya)?

@(I y) = 2(y —ya) _ Y—ya .

Ox ™ 2\/(x—2a)?+(y—ya)?  V(z—2a)?+(y—ya)?
Ainsi MQ(M) = ﬁ—%

—

3) Prémisse 3. Montrons qu’il existe un seul point G tel que GA + GB + GC =10.
Avec Michel de Chasles, on a :

—_— == = —= = —

GO+ OA + GO+ 0B+ G0+ 0C = 0.

Cela donne : 3(7?): O—/l—l—()—B}—l-O—C)'.

1 1
Cela donne : O—(ﬁ (§(xA +zp +z0), §(yA +yp + yc)> . Le point GG a les mémes composantes.

On dit que G est I'isobarycentre (ou le centre de gravité) des points A, B et C.

4)a) Prémisse 4. Soient trois vecteurs unitaires (donc de norme 1) &, & et & tels que & + & + & = 0.

Comme |le1 || = 1, si 21 est I'affixe de €] alors |21 = 1. Idem pour &, et &s. Il existe (21,12, 23) € ([0,27[)3
tel que les affixes de €7, €5 et €3 soient respectivement e**1, e'*2 et e'*3,
De plus :

€1+ 48 =0= (1) e 4 ¢ 4 ¢its =,

4)b) Calculons cos(ze — 1) + cos(zs — x1) et sin(xe — 1) + sin(zg — x1).
Pour cela, on transforme (1) en divisant par e®! :

(2) 14 eilea—a) 4 gilea=sz) _
On sépare partie réelle et partie imaginaire dans (2) et on obtient :
cos(xa — 1) + cos(xg — 1) = —1 et sin(xy — x1) + sin(xz — 1) = 0.

4)c) La relation sin(xe — 1) + sin(zg — 1) = 0 = sin(xe — 1) = sin(x; — x3).
Cela donne : z9 —x1 =1 —x3+2kmouxs —x1 =7 — 21 + 23+ 2km, 00 k € Z.

Si Pon remplace dans cos(xo — 1) + cos(xz — x1) = —1, 'égalité zo — x1 = 21 — x5 + 2k7, on obtient :
—1
cos(xy — w3 + 2km) + cos(zg — x1) = —1 = 2cos(r3 —x1) = —1 = cos(zz — x1) = -
. . . -1
Cela implique aussi : cos(zz — x1) = -5
Si Pon remplace dans cos(xg — 1) +cos(xs —x1) = —1, 'égalité xo —x1 = m — 21 + x5 + 2k7, on obtient :

cos(m — x1 + w3 + 2km) + cos(xz —x1) = —1= 0= —1.

C’est impossible. On en déduit :

1
cos (zg —x1) = —g =cos (x3 — x3) = cos (x5 — x1).

2w
4)d) On peut dire que les trois angles de vecteurs que forment €}, €3 et €5 ont pour mesures :l:?.
4)e) Réciproquement, soient trois vecteurs €7, €, et €3 tels que :

1 si i=j
T osi i#]

Vi j) € ([L3)2, 6.6 = {



Développons ||&) + €2 + €3]|? en utilisant les produits scalaires des vecteurs é;, €» et €3.
Ona:

I+ +alP= Y @e+ Y. é.é
(4,5),i=3 (1,5),1#37

Ainsi :
— — = 112 1 — — — ~
H61+62+€3H =3x14+6x% —5 =0=e1+eé2+e3=0.

—_— — —
5) Déterminons le vecteur gradient de ¢ : M — || AM||?> + ||BM]||?> + ||CM||>.

- —
On sait que pour tout M, Grad f(M) = 2AM. On en déduit que pour tout M du plan,

P — —_— —_— —
Grady, (M) = 2 (AM + BM + CM) .

D’aprés 3), 'unique point critique, noté G, de vy vérifie :

— =

— .
AG+ BG+CG = 0;

C’est l'isobarycentre des points A, B et C.

Montrons que G correspond & un minimum.

En effet, 11 (M) tend vers +o0o quand |z| + |y| tend vers +oc.

Donc 37 > 0, VM avec |OM|| > r, 11 (M) > 1 (0).

La boule fermée de centre O et de rayon r, notée B est une partie fermée et bornéee de R*. Comme ),
est continue sur B, elle admet un minimum sur B, par exemple le point/V.

Si M € R?, avec OM|| > 1, 41 (M) > 11(0) > ¢1(N) car O € B.

Donc N est un minimum de 4 A la fois sur B et sur son complA@mentaire donc sur R?. Comme N
est unique et est un minimum, c’est un point critique et c’est G car c’est le seul possible.

_— e ———
6) Déterminons le vecteur gradient de 5 : M +— ||AM]||.||BM||.|CM].
Cette fonction est de classe C* sur R*\ (0,0)}. Et d’apres 2),

— — —
AM BM CM

Grad (M) = AM+BM+CM'

—_— = ——

Les trois vect AM BMCM ¢ unitaires et d 0. O t appli 1 tion 4)
es trois vecteurs , , sont unitaires et de somme 0. On peut appliquer la question 4).

| AM’ BM’ CM T e App i

Il existe un seul point critique, c’est le point N de Fermat défini par le fait que les angles de vecteurs
—_ — —_— — —_— — 21

(NA7 NB), (NA7 NC) et (NB7 NC) ont pour mesures :I:?.

En faisant le méme raisonnement qu’a la question précédente, on montre que N est le minimum absolu

de ’lﬂg.

. 7’ . . - e —
7) On n’a pas besoin de déterminer le vecteur gradient de 93 : M — ||AM||.| BM]||.||CM||.
On remarque immédiatement que 13 est a valeurs positives et s’annule pour M = A, M = B ou M = C.
Ces trois valeurs correspondent aux trois minimums.




