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Probleme 01
Partie A

1) Ici X suit une loi de Bernoulli de parametre p € [0, 1].
Alors P(X =1)=pet P(X =0) =1 — p. Donc, pour tout ¢t € R,

Mx(t)=E(X)= Y e*P(X =2)=e""P(X =0)+ "' P(X = 1),
z€X(Q)

c’est-a-dire : My (t) =1 — p+ pet.
1
Ainsi, pour tout t € R*, ¢x(t) = 7 In (1 —-p +pet) .

2) D’apres le théoreme de transfert pour les v.a.r finies,

Vt € R, Mx(t) = E(e!X) = e P(X = xp,).
k=1
o0 u”
Puis, on a le DSE de e* = Z —, valable pour tout u réel.
n!
n=0
D ot k€ [Lr] : etor — S (20"
onc, pour tout k € [1,7] : e —ZO pa

II reste alors a écrire :

ce qui donne :

too n
M (1) Z (Zx _Ik>tn_2%tn

n= 0 n=0

Ainsi Mx est développable en série entiere sur R, ce qui implique que Mx est de classe C*°.

Puis, d’apres le cours sur les séries de Taylor, Vk € N, k'( ) = (k! ) = M)((k) (0) = B(X").

Version sans série entiere. On peut aussi arriver au méme résultat avec la formule de Taylor-Young. En

effet, la relation Mx(t) = Z et P(X = x,) indique que My est une combinaison linéaire de

fonctions de classe C*° sur R, et donc deJa la fonction Mx est de classe C* sur R.
Soit n € N, (en appliquant la formule de Taylor-Young & Mx, de classe C™) pour tout ¢t € R,

n-> %

k=0

—I—ot")

T T n t J
Par ailleurs : Mx(t) = Z e P(X =) = ZP(X =) Z ( x,k) +o(t") | , quand ¢ tend vers 0,

en appliquant un développement limité de ¢ +— €'+, Puis :

Jj=0k ]!

L )
en permutant les deux sommes. Cela donne : Mx(t) = Z — Y P(X =)z, + o(t").
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Il reste & remarquer : E(X7) = P(X = xy)z,, par unicité d’'un développement limité au V/(0).)

Et:

Ainsi, pour tout n € N, M)({n)(O) = E(X™).

2
3) On a, alordre 2 : In(1+u) =u — % + o(u?), quand u tend vers 0.

4) Comme Mx est de classe C°° au V(0), elle est de classe C! au V(0) et pour tout ¢ # 0, (toujours avec
la formule de Taylor-Young),

Mx (t) = Mx(0) + M5 (0)t + o(t).
T
Comme Zpk =1, p1,...,pr ne sont pas tous nuls et il existe kg € [1,r] tel que pg, > 0.
k=1 )
Alors, pour tout t € R, Mx(t) = Zpkem" > Py 0 > 0.
k=1

Ainsi, la fonction ¢ — In(Mx (t)) est définie sur R et la fonction ¢x est bien définie sur R*.
Reprenons pour tout t # 0,

Mx (t) = Mx(0) + M5 (0)t + o(t).
Alors : () = % (M (0) + M (0)t + olt))

Cela donne : (1) = % (1+ BE(X)t +o(t)) = % (E(X) + oft)) .
Puis : ¢x(t) = E(X) + o(1) tend vers F(X) quand ¢ — 0.
Bilan : ¢x est prolongeable par continuité en 0 et ¢x(0) = E(X).

5) La fonction My est de classe C2 au V(0) et on appliquer la formule de Taylor-Young & I'ordre 2,

M// (O)

Mx(t) = Mx(0) + M (0)t + o t2 + o(t?),
quand t tend vers 0.
t) — 0 171
Puis, pour tout ¢ # 0, on écrit : %ﬁx() =7 [; In(Mx(t)) — E(X)} .

(La, on applique la formule de Taylor.)

E(X?
Donc : Mx(t) =1+ E(X)t+ (T)t2 + o(t?), par la question précédente.

On en déduit la quantité In(Mx (t)).

E(X?) 1

m(atx () = (ECor+ Z5e) - 3

E(X?) ,\?
<E(X)t + %ﬁ) + o(t?),
w2
en utilisant In(1 +u) = u — — + o(u?), quand u tend vers 0.

dx(t) — ¢x(0)

La quantité devient :

t—0
2 2 2
% E ((E(X)H— @ﬂ) —% (E(X)t—i— @ﬁ) +0(t2)> - E(X)

M devient d’abord :

Il reste a développer et
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¢x(t) — ¢x(0)

Puis ensuite, devient :
t—0
1 9 9 1
5 (E(X?) — E(X)?) +o(1) = 5V(X) +o(1).
Ainsi, ¢x est dérivable en 0 et ¢’y (0) = HH%J M = %V(X).

6)a) Pour montrer que pour tout u < 0, e* < 1 —l—u—|—%u2, on peut étudier la fonction u +— e —1—u— %uz

et remarquer qu’elle est négative sur R~ ou on peut aussi utiliser la formule de Taylor avec reste intégral :

(0) (1) (2) W ()2
00 | 00, o000y [
0

exp(u) = —, 1! 2

) 12_ O(t_u)2
Donc.e—l—u—§u ——/ 51

Pour lautre inégalité, le plus simple est d’étudier f : u +— In(1 + u) — w.

1
et dt <0.On a bien : Yu <0, e“<1+u+§u2.

u

Cette fonction est dérivable sur | — 1, 4+o00[ et pour tout u €] — 1, +o00[, f/'(u) = — e
u

Donc f est croissante sur | — 1,0[ et décroissante sur R..
Par suite, pour tout u €] — 1, +o0[, f(u) < f(0), ce qui donne le résultat : Vu € R, In(1 + u) < u.

6)b) Supposons que X ne prend que des valeurs négatives ou nulles, alors, pour tout k € [1,7], zx <0
et pour tout ¢ > 0, (car it < 0 et pr > 0), en utilisant la premiere inégalité de la question 6)a), on a la
nouvelle inégalité :

T T

1
Mx(t) = Zpket“ < Zpk <1 + zpt + §(Ikt)2> )

k=1 k=1
Or, Zpk =1, Zpkxk = F(X) et Zpkxi = E(X?).
k=1 k=1 k=1

t2
I reste : Mx(t) < 1+tE(X)+ EE(XQ).

Par croissance de la fonction In, on a, pour tout ¢ > 0,
t2
In(Mx(t)) <In (1 +tE(X) + EE(X2)> .
On utilise maintenant la deuxieéme inégalité de la question 6)a). On a :

(1) W(Mx () <) + S B

Sit=0,ona:¢x(0)=E(X)etona:ox(t) <EX)+ %E(X2).

Sit >0, on divise (1) par t et on a : ¢x(t) < B(X) + =E(X?).

t
2
Donc : Vt > 0, ¢x(t) < B(X) + %E(XQ).

7)a) On suppose 1 < x2 < ... < &, quitte & réindexer.
Supposons que (f1, ..., fr) soit liée.

Il existe donc ay, ..., a, r réels non tous nuls tels que : (vous l’avez compris, on fait un raisonnement par
Pabsurde)

(1) a1 f1+...+a-fr=0.

Prenons ko = min{k € [1,7], ax #0}. Ona: ay = ... = ag,—1 = 0 et ag, # 0.
La relation (1) devient : ag, fk, + --- + arfr = 0. Donc :

Vt € R, ag, e ot + ... + ape®t = 0.

T
Cela donne : Vt € R, ap, = — Z ape(TE—Tro)E
k=ko+1
Comme zj — x, > 0, quand on fait tendre ¢ vers —oo, il reste ag, = 0.

Ce qui est absurde. La famille (f1, ..., f,) est libre.
7)b) Posons F' = X (2) UY (). Cet ensemble est toujours fini et on remarque que si z € X(02) \ Y(Q),
PY=2x)=0etsizeY(Q)\X(Q), P(X=xz)=0.
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Partons maintenant de :
1 1
[Vt e R*, ox = ¢yv] & {Vt € R*, n In(Mx (t)) = n ln(Gy(t))] .

On multiplie par ¢ et on peut étendre a t = 0. Donc :

[Vt eR, Mx(t) = My(t)] 54

VtER, Y P(X =1)e’” = P(Y = x)e“] .

zel TEF

Cest-a-dire : (1) Vt€R, Y (P(X =) — P(Y =) ¢’

zeF
Or t — €' est une fonction du type f,. Comme le nombre de z est fini, la famille (f,).cg est libre et (1)
équivaut a écrire que pour tout = € F,

P(X=2)—-PY =z)=0.

Cela signifie que X (©2) = Y (Q) par conséquent car pour tout € F, P(X = z) = 0 équivaut & P(Y =
x) = 0. On a bien le résultat : X et ¥ ont la méme loi si et seulement si ¢x = ¢y .

tYy

8) On suppose que X et Y sont des v.a.r.d finies indépendantes. Donc, pour tout ¢t € R, !X et e!¥ sont

aussi indépendantes. Donc, pour tout ¢t € R,
Mxyy(t) = E (e!XHY)) = B (etXetY) = E (e!Y) E (efY) .

Ainsi, Mxy (t) = Mx (t)My (t).
On passe au logarithme, on divise par t et on a le résultat : ¢x1yv = dpx + dy.

9) On peut généraliser le résultat de la question 8).
Soit m un entier supérieur ou égal a 2, si Xi,..., X, sont n variables aléatoires réelles mutuellement
n

indépendantes, montrons que ¢x, . +x, = E ox; -
1=1

Le résultat est vrai pour n = 2, d’apres la question 8).

Supposons le résultat vrai jusqu’a 'ordre n. Montrons le résultat a U'ordre n + 1. Soient X1, ..., X;, 41
n + 1 variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes et posons Y = X; + ... + X,,. Les variables
aléatoires réelles X, ;1 et Y sont indépendantes, donc en utilisant 8), on écrit :

¢X1+»»»+Xn+l = ¢Y+Xn+l = ¢Y + ¢Xn+l'

n
En utilisant ’hypothese de récurrence, ¢y = Z ¢x,;,ona:
i=1

n+1

n
¢X1+~~~+Xn+1 = Z¢X1 + ¢Xn+1 = Z ¢Xi'
=1 =1

C’est bien le résultat a l'ordre n + 1.

Lorsque X suit la loi binomiale de parametres s et p, s est un entier naturel non nul et 0 < p < 1, X
s’écrit comme somme 71 + ... + Z5 de s variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant toutes
la loi de Bernoulli de parametre p.

S
Et :VteR, VteR, ¢x(t) = Z ¢z, (), Z1, ..., Zs étant mutuellement indépendantes. Comme pour tout
k=1

t € R*, pour tout s € [1,s], ¢z, (t) = %111(1 —p+pe'), on apour t € R*, px(t) = ;111(1 —p+ peh).
Puissit =0, ¢x(0) = E(X) =
In(1 —p+pe') pourt#0
On peut résumer : ¢x (t) =

Sp pour t =0

10)a) E(S,) = E(X1) + ... + E(X,,) = nm et, comme Xy, ..., X,, sont mutuellement indépendantes,
V(S,) =V (X1) + ... + V(X,) = no?.
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Pour tout t € R,

N 4 Sn—E(Sn) (Sn—nm
Ms:(t) = E (etsn) =F (e VV(Sn) ) =F (e Vno? ) )

pmV/n Sn myn _t P
Et : MS*() - E(etﬁ") =e o E(ex/ﬁvx1 x...xeﬁvx")
= E(efa ) x...xE(eﬁX")

mo/m m t "
— " p (e fﬁvx) X .. XE (e fﬁvx) —e 5 (MX <T>) . (D’apres la linéarité de espérance
no

puis le fait que Xj, ..., X,, sont indépendantes.)
1 my/n
Donc, pour tout ¢ # 0, ¢s: (t) = i In (e_tv ( (T)) )
Cela donne :
L 2 o (1)
" o t

Ou encore :

U0, 0y (1) = Y04 Vi, <0_—35> .

10)b) D’apres la question 5), ¢x est dérivable en 0 et admet donc un DL1(0). On part de :

2

Ox (u) = 6 (0) + ¢ (0)u + o(w) = m + F-u+ ofu),

car E(X)=met V(X) =02
Comme t/(o+/n) tend vers 0 quand n tend vers +oo, alors :

t o\ to t
ox (i) =+ 2w o ovm)
Il reste : ¢s: (1) = m\/_ vn (m—l— OV +o <U\/_>>
+o0 (E> ~ %, quand ¢t — 0. On peut conclure.

Partie B

1)a) Pour tous réels a, b, c tels que a < b < ¢ et tout réel z. Si x > 0, alors bx < cx et comme exp est
croissante, e?® < e°®. Et donc : e < e 4 e°*.

Sixz <0, alors bz < ar et comme exp est croissante, alors eb® < e Donc : e < e 4 e°®,

1)b) On a %X = 1 est une variable aléatoire constante donc elle admet une espérance et donc My : t —
E(e!X) est définie en 0 et par suite 0 € I.

1)c) Soient a € Ix et ¢ € Ix avec a < c. Montrons que si b €a, ¢ alors b € Ix. Puisque a € Ix et
c € Ix, Mx(a) et Mx(c) existent, ce qui signifie que les v.a.r e®X et X admettent des espérances et
eX + X aussi. Et comme X < e4X + X "X admet une espérance. Et Mx (b) existe et donc b € Ix.
Ainsi Ja, ¢[C Ix et donc [a,c] C Ix. Donc Ix est un intervalle de R.

2) Dans cette question seulement, X suit la loi de Poisson de parametre A > 0. Il est clair que X () = N.

Montrons : V¢ € R, Z P(X =n)e'™ est une série absolument convergente.

n>=0
A\ py t\n
Posons u, = P(X =n)e!™ = e A —¢!" = e*)‘( <) .Ona:
n! n!
(et
e A )
Upy1 (n+1)!  Xe
- tyn ’
Up o (Ae?) n+1
n!

quantité qui tend vers 0 (pour ¢ fixé) quand n tend vers +oc.
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Donc Mx (t) = E(e!¥) existe et :

~— ae)n -2 ~— (Ae)" -2 t t
MX(t):Ze —y=e ZTze exp(Ae’) = exp(—A + Ae').
n=0 ’ n=0 ’

La suite du probleme 01 n’a pas été posé au concours blanc 2018.

3)a) Montrons que pour tout ¢ €] — o, af et tout n € N, et®n L elonl,

Comme t €] — a,a, on a : tx, < [tz,| < alz,|. Puis, on utilise la croissance de exp et : et®n < e®l@nl,
Puis, pour tout Vk € N, Vt €] — a, af, Vn € N,

ub (1) = |P(X = zn)aketn| < P(X = ) (|za]) e,

3)b) Soit k € Net f: R — Ra s aFeler)z,
Comme v — p < 0, lim f(z)=0.
Tr——+00
Donc f est bornée au voisinage de +00, par exemple [3, +00[ et comme f est continue sur tout segment,
par exemple [0, 3], f est bornée sur R,.
3)c) Donc, il existe M}, > 0 tel que pour tout = € Ry, f(z) = zFel®=P® < M.
Donc, pour tout = € Ry, 2¥e*® < MeP®. On applique avec z = |z,,| et pour tout k € N, il existe M}, > 0
tel que pour tout t €] — a, af, pour tout n € N,

WP (1) < P(X = zn)|za[Fe®l@n] < P(X = 2,) MyePlonl.

3)d) Montrons que la série Z u® converge normalement sur | — a, o pour tout k € N.
n>=0

Comme —p et p sont dans | — a,a[, £p € Ix et Mx(p) et Mx(—p) existent.

Pour tout n € N, e?l#nl < eP™n 4 e=P%n. On a alors, en utilisant 3)c) :

VkeN, IM >0, Vt €] — o, af, Vn € N, [ull) (t)] < MpP(X = ) (eP™ + e=Pan) |

Or M P(X = x,)e™ est le terme général d’une série convergente (car de somme égale & Mx (p)) et, de
méme, M P(X = x,)e ?*n est le terme général d’une série convergente (car de somme égale & Mx (—p)).
Donc la série numérique ZMkP(X = ) [e”" + e "] est convergente et donc la série Zugf)
n=0 n=0
converge normalement sur | — o, af.
Il reste a remarquer que :
. Z u, converge simplement sur | — a, .
n=0
e u, est de classe C* pour tout n € N sur | — a, af.
e La série Z uslk) converge uniformément sur | — «, af, pour tout k € N*.
n=0
e Conclusion : Mx est de classe C* sur | — «, af et comme « € [0,a[, Mx est de classe C* sur | — a, al.

En particulier, pour tout k € N,

+oo —+o0
k
M (0) = Y ul(0) = 37 PX = za)al = B(XY).
n=0 n=0

Probléme 02

Partie A

1) Montrons que r est un endomorphisme de R, [X].
On a, pour tout P € R, [X] et pour tout Q € R, [X], et pour tout a € R,

r(P+a@Q)(X)=(P+a@Q)(X+1)=P(X+1)+aQ(X +1)=r(P)(X)+ar(Q)(X).
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Puis, comme (X +1)* est un polynoéme de degré k pour tout k, si P(X) est de degré au plus n, P(X +1)
est de degré au plus n.

2) On suppose n = 2 dans cette question seulement. Ecrivons la matrice R de r dans la base canonique
de Ro[X].

R(1)=1,R(X)=1+X, R(X?) =1+2X + X2.

1 1 1

AinsiR=| 0 1 2 |.Onremarque immédiatement que R est inversible (car triangulaire supérieure
0 0 1

a termes tous non nuls sur la diagonale principale).

Donc Kerr = {Og,[x]} et Imr = Ro[X].

3) Exprimons, pour tout polynéme P € R,[X] non nul, le degré et le coefficient dominant de r(P) a
I’aide du degré et du coefficient dominant de P.

Si d est le degré de P, et a le coefficient dominant de P, on a : P = aX?+ Q, ou deg(Q) < d.

Alors 7(P)(X) = a(X + 1) + Q(X+) = aX? + R, ot deg R < d.

En conclusion, 7(P) et P ont le méme degré et le méme coefficient dominant.

4) Soient P € R,,[X] et k € N. Par une récurrence évidente, r*(P)(X) = P(X + k).

5) Donnons la matrice M = (M; ;) de r dans la base canonique de R,,[X].
Le j™¢ vecteur de la base canonique est X7~1, pour tout entier j entre 1 et n+ 1. On a :

j—1 . J . n+l ,.
) , -1 . 7j—1 o j—1 .
Xy =y t=3 (7T )x =) x1=) X!
"t )=y i—0< ¢ P Ul PN 7
J—1 S
en posant | . 1 =0sii>j.

i—
Pour tout (4,5) € ([1,n+1])%, M;; = <]z a i)

6) La matrice M est triangulaire supérieure et n’a que des 1 sur la diagonale principale.

Donc le polynéme caractéristique de r, x,(X) = Det (X I,11 — M) = (X — 1)L,

Ses valeurs propres sont ainsi toutes égales a 1 et si M était diagonalisable, elle serait semblable & I,,41
(et donc égale & I,11), ce qui est absurde.

Et on peut conclure : ’endomorphisme r n’est pas diagonalisable.

7) L’endomorphisme r est un isomorphisme car Detr = Det M = 1.

On peut préciser =1 : P — P(X —1).

On en déduit que pour tout k € N, r=%(P)(X) = P(X — k). L’expression de r* trouvée pour k € N est
donc encore valable pour tout k € Z.

8) Exprimons les coefficients de la matrice M 1.
Pour tout j € [1,n + 1],

j—1

r—l(Xj—l) — (X _ 1)]‘—1 _ Z(_l)j_l_i

)

o (i=1
Pour tout (4,5) € ([1,n + 1])?, M; ;= (—1)i— (3 X
P
k
9)a) On considere une suite (ug)ren. Ve € N: (1) v, = Z < >uj
J

=0
Notons u} = u;—1 et v_u;_1 pour tout ¢ > 1 et alors on a des indices commengant & 1. (1) devient, pour
tout ¢ de 1 an+1,

—(i-1 i1 i1
11;:11141: ( _)u-_ ( )U'1— ( )U/'7

n+1
etona: v, = Z M; ;u;. La matrice Q définie par Q;; = Mj; (Q = MT) est la bonne.
j=1
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On écrit :
Vo Uo
v U
' =MT '
Un Unp

9)b) On écrit alors, d’apres la question précédente :

Uy U1 U1
/ ’ ’
u V. V.
2 2 2
_ Ty—1 _ —I\T
= (M) ) =M1
/ / /
un-l—l vn-i—l vn-i—l

Cela s’écrit, en développant, pour tout ¢ € [1,n + 1],

n+1 . 7 . 1—1 .
i1 —1 (1 —1 1 f1—1
wp =y (~1y <._ 1>”§' => (-1 (-_1)Uj1 = (-1t ( , )Uj-
= J =1 J =0 J

Donc, pour tout i € [0,n], u; = uj,, = Z(—l)j_i (;) vj. C’est bien (2).
Jj=0

9)c) On considere ici un réel A et la suite u définie par uj, = A¥ pour tout k € K. Alors :
"k
Vg = Z (j))\j =(1+ Mk

k
Tk .
La formule inverse est : \F = Z(—l)kj< ) (1+A).
: J
j=0
Elle est vérifiée car c’est le développement de ((1 4 ) — 1)F.

Partie B. Opérateur de différence

1) Montrons rapidement que § est un endomorphisme de R, [X].
On a, pour tout P € R, [X] et pour tout @ € R, [X], et pour tout a € R,

S(P+aQ)(X) = (P+aQ)(X +1) — (P+aQ)(X) =P(X +1) - P(X) + a(Q(X +1) - Q(X)) =
3(P)(X) + ad(Q)(X).

Puis, comme (X + 1)* est un polynéme de degré k pour tout k, si P(X) est de degré au plus n, le
polynéme P(X + 1) — P(X) est de degré au plus n.

2) On suppose n = 2 dans cette question seulement.

Ecrivons la matrice A de § dans la base canonique de Ry[X].

5(1) =0, 6(X) =1, 5(X2) =1+ 2X.

Ainsi :
01 1
A= 0 0 2
0 0 O

On remarque immédiatement que A est triangulaire supérieure a termes tous nuls sur la diagonale princi-
pale). Le rang de A est 2. Donc Ker § est, d’apres le théoréme du rang, de dimension 1 et comme 6(1) = 0,
Kerd est la droite vectorielle Vect (1).

Puis Im § est de dimension 2 et comme §(X) et §(X?) sont de degré au plus 1, Im§ = Ry [X].
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3) Exprimons, pour tout polynéme P € R, [X] non nul, le degré et le coefficient dominant de §(P)
a I’aide du degré et du coefficient dominant de P.

Si P est constant, §(P) est nul et son degré est —co

Si Pestdedegrél, P=aX +bet 6(P)=a(X+1)+b—aX —b=a. Donc §(P) est de degré 0 et son
coefficient dominant est le méme que celui de P.

Passons au cas géneral. Posons encore a le coefficient dominant de P et d > 2 son degré.
Ona:P=aX%+QondegQ < d.

S(P)=a((X+1D)T = XD+ QX +1)-Q(X)=a(dX '+ R) +Q(X +1) - Q(X),

oudeg R < d—2. Comme Q(X +1)— Q(X) lui aussi a un degré < d — 2, on peut en déduire que le degré
de §(P) est d — 1 et son coefficient dominant est ad.

4) Comme 6(1) =0, R [X] C Kerd. Si deg P > 1, alors §(P) # 0. Donc : R1[X] = Keré.

Par le théoreme du rang, Imé est de dimension n + 1 — 1 = n. Le calcul précédent montre que Im§ C
R,—1[X].

En utilisant les dimensions, on peut conclure que : Imé = R,,_1[X].

5)a) Le calcul précédent montre, par une récurrence immédiate, que pour tout j € [1,n], et tout polynéme
P € R, [X] vérifiant deg P > j, on a :

deg(87(P)) = deg P — j.

Si deg P < j — 1, alors §7(P) = 0.

5)b) Alors si deg P > j, 6P(P) # 0 et Ker (67) = R;_1[X].
La méme formule sur les degrés montre que Im (/) C R,,—;[X].
En utilisant encore une fois le théoréme du rang, on conclut : Im (§7) = R,,_;[X].

6) Soient k € N. Les endomorphismes r et —Id commutent, donc :
. k
(r—Id)F =) (=1)kJ ( ,)rj.

Donc, en appliquant pour tout P € R,,[X],

On a donc bien exprimé §%(P) en fonction des 7 (P) pour j € [0, &].
7) Soit P € R, 1[X]

ors =0et: +j) = suffit de prendre X =
Alors §"(P) =0 P(X = 0. Il suffit d dre X = 0.

> (M) pw o

Jj=0

8)a) ¢ et 62 commutent car :
$062 =gopt=¢°=¢*0¢p=56%00¢.
8)b) Comme ¢ et §% commutent, Ker (§2) est stable par ¢. En effet, si P € Ker (62) :
0%(6(P)) = $(6*(P)) = ¢(0) = 0.

Et donc ¢(P) € Ker (6?). Comme Ker (62) = R1[X], le résultat est établi.
On a bien : ¢ (R1[X]) C Ry[X].

8)c)i) On veut montrer ici qu’il n’existe pas de matrice A € M3 (R) telle que A% = ( 8 (1) ) .
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Pour cela, on va raisonner par ’absurde et supposons 'existence d’une telle matrice et appelons f l’en-
domorphisme canoniquement associé a A.
Montrons qu’alors f ne peut étre ni injectif, ni nul et qu’il est de rang 1.

Soit g, 'endomorphisme de R? associé canoniquement & R?. Alors f2 = ¢g. Eton a: gler) =0et g(es) =ey.
Si f est injective, alors f est bijective (endomorphisme en dimension finie), donc f2 = g est bijective, or
e1 € Kerg. Absurde. Donc f n’est pas injective. Il est clair que f n’est pas nul (car g le serait aussi). Le
noyau de f est donc de dimension 1 et d’apres 'incontournable théoreme du rang, le rang de f est 1.

8)c)ii) On veut montrer que Ker f et Im f sont supplémentaires dans E. Im f et Ker f sont deux droites
vectorielles. S’il existe un vecteur non nul commun aux deux, ils sont égaux. Alors f2 = 0 = g. Absurde.
Donc Im f NKer f = {0}. On conclut encore avec le théoreme du rang.

8)c)iii) Rapidement f* = g% = 0.

Soit une base (v1) de Im f et son image par f est f(v1) € Im f. Donc il existe a € R tel que f(v1) = av;.
Comme v; ¢ Ker f, a # 0. Donc f*(v1) = a*v; # 0, ce qui est absurde.

8)d) On considere maintenant ’endomorphisme ¢ induit par ¢ sur Ry[X]. (Il est bien défini car Ry[X]
est stable par ¢.

Notons M la matrice de ¢ dans la base canonique de R;[X].

Alors ¥2 = § et donc M? a pour matrice ( 8 (1) ) . Clest A2,
0

0 0

9)a) Dans cette question, on cherche tous les sous-espaces vectoriels de R, [X] stables par 4.
Soit P un polyndme non nul de degré d < n. Montrons que la famille

Comme il n’existe pas de matrice M telle que M? = < > , on arrive a ’absurdité.

(P, §(P), ..., 5%(P))

est libre. Cette famille est échelonnée en degrés (aucun de ces vecteurs n’est le polynome nul). Et elle est
donc libre.
Comme tous ces vecteurs sont dans Ry[X], alors :

Vect (P, §(P), ..., 0%(P)) C Rq[X].
Comme cette famille libre comporte d + 1 vecteurs et comme dim R4[X] = d + 1, on peut conclure :

Vect (P, §(P), ..., 8%(P)) = Rq[X].

9)b) Soit V est un sous-espace vectoriel de R, [X] stable par § et différent de {GRn [ X]} . Soit d le degré
maximal d’un polynéme appartenant a V' et P est un polynome de degré d appartenant a V. Par stabilité,
les polynomes §*(P), pour tout k € [0,d], appartiennent tous & V donc V contient R;[X] d’apres 9)a).
Comme aucu polynoéme de V' n’est de degré supérieur (strictement) a d, ¢’est méme une égalité.



