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9 PHYSIQUE & TECHNOLOGIE

Epreuve de Mathématiques A

Durée 4 h

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, d’une part il
le signale au chef de salle, d’autre part il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en
indiquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

L’usage de calculatrices est interdit.

AVERTISSEMENT

La présentation, la lisibilité, 1’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la
précision des raisonnements entreront pour une part importante dans I’appréciation des
copies. En particulier, les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte. Les candidats
sont invités a encadrer les résultats de leurs calculs.

Tournez la page S.V.P.

Il est interdit aux candidats de signer leur composition ou d’y mettre un signe quelconque pouvant indiquer sa provenance.



Probléme d’Algébre linéaire

Pour tous entiers strictement positifs n, p, My, ,(R) désigne I’ensemble des matrices a n
lignes et p colonnes & coefficients réels. Pour tout entier n > 1, on note My (R) 'ensemble
des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels. I,, désigne la matrice identité d’ordre n.

Pour une matrice A, *A désigne sa matrice transposée.

Partie I

Soit A la matrice de M3(R) définie par

1 -1 -1
A= -1 1 -1
-1 -1 1
1. Montrer que la matrice A est diagonalisable.
2. Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de A.

3. Déterminer une relation entre A2, A et I3.
En déduire une relation entre A"+, A™ et A”~! pour tout entier n > 1.

4. Montrer par récurrence qu’il existe deux suites (up)nen €t (vn)nen telles que

Un Un Un
VneN, A"=| v, up v,
Un Upn Un

qui vérifient la relation de récurrence

U, = Uy~ 2
Y >1 n+1 n n—1,
Unt1l = Un + 2Up—1.

5. Déterminer, pour tout entier naturel n, ’expression de u, et v, en fonction de n.
Partie II
Dans toute cette partie, on se fixe un entier n > 1. Soit A une matrice de M, (R). On

suppose qu’il existe deux matrices U, V' de M, (R) et deux réels X et u tels que A p # 0 et
A # p, vérifiant :

A=\U+pV (1)
A2 = XU + 2V (2)
A% = \3U + 3V (3)

1. Exprimer U et V en fonction de A et A2

En déduire que
A% = (A4 p) A% - MuA.

2. Montrer que, pour tout entier p > 1,

AP = )PU + yPV.



3. Soit f l’endomorphisme de R™ dont A est la matrice dans la base canonique. On
note fP = fo---o f la p*®™e composée de f. Soit p € N*.

(a) Montrer que Ker f C Ker f?.
(b) Montrer que pour tout z € R”,

ApfPHe) = (A + w) fP(2) — 77 ().

(c) En déduire que Ker f? C Ker f.
(d) Montrer que rg(A) = rg(AP).

Partie IIT

On se donne toujours un entier n > 1 fixé.
U1 V1

Soit U et V les matrices colonnes : U = : V=
Un, Un
On suppose U et V non nulles. Soit a un réel et A la matrice définie par

A=al,+UWV.

1. Montrer que *V U est un réel que 1’on exprimera en fonction des coefficients u; et
V;.

2. Montrer qu'il existe un réel k tel que (U V)2 = k(U V).
En déduire qu’il existe deux réels o et § tels que A% = aA + SI,.

3. On note A = (a4j)1<i,j<n- Donner 'expression de a;; en fonction de a et des coeffi-
cients de U et V.
En déduire que Tr(A) = na +tVU.

4. Exprimer « et 8 en fonction de a et Tr(A).

5. Soit A une valeur propre de A. Montrer que A? est une valeur propre de A2,
En déduire que A vérifie I’équation

M_ar-8=0.
6. Montrer que les seules valeurs propres possibles de A sont
M =a et A=Tr(4) - (n—1a.

7. On suppose que Tr(U'V) # 0 et on considére les sous-espaces vectoriels F; et Fy
définis par
E;,={X e Mp1(R), AX = \;X}.
(a) Montrer que Ey N Ey = {0}.

(b) Montrer par analyse-synthése que, pour tout vecteur colonne X, il existe X; € E;
et Xo € By tels que X = X1 + Xo.

(c) Montrer que la matrice A est diagonalisable.

8. Montrer que la matrice A de la premiére partie est de cette forme.

Tournez la page S.V.P.



Exercice de Probabilités

On rappelle qu’une variable aléatoire X suit une loi géométrique de paramétre p €10, 1]
si
Vn € N*, P(X =n) =p(1-p)" L.
1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p.
(a) Calculer pour tout n € N, P(X > n).

(b) Soit (Xi)ren+ une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme loi de
Bernoulli de paramétre p. On note 7" le rang du ler succés obtenu : 7' = inf{k >
1, Xy = 1}. Montrer que 7' a méme loi que X.

2. Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique de

parametre p.

(a) Calculer la fonction génératrice de X puis de X + Y.

(b) En déduire que pour tout n > 2, (X +Y =n) = p?(n — 1)(1 — p)" 2.
(c¢) Déterminer, pour n > 2, la loi de X sachant X +Y =n.

3. On considére toujours X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi
géométrique de parameétre p. On pose 7' = max(X,Y) et Z = min(X,Y’). On pose
qg=1-p.

(a) Exprimer X +Y et |X — Y| en fonction de Z et T.
p
b) Montrer que P(X =Y ) = ——.
) aue B(X = Y) = £
(c) Montrer que Z suit une loi géométrique de paramétre 1 — ¢?. On pourra carac-
tériser la loi de Z par sa fonction de répartition.

(d) Déterminer la loi de T
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