Centrale TSI Correction Math 1 — 2018

—
Dans les parties | et Il, un vecteur u # 0 est fixé. Afin d'alléger les notations, nous ne noterons pas ce vecteur

systématiquement en indice des applications linéaires et des formes.

Cette lourdeur dans les notations de I'énoncé n’est pas gratuite : elle prendra tout son sens dans les parties suivantes,

ou plusieurs vecteurs sont considérés simultanément.

| — Préliminaires
I-A Endomorphisme associé a un produit vectoriel

Q1. Le produit vectoriel est une application bilinéaire, donc linéaire a droite : g est linéaire.
Par ailleurs c’est une application de R3 dans Iui-méme. C’est donc un endomorphisme de R3.

—

Enfin, g n’est pas I'application nulle : si Vv est un vecteur unitaire appartenant a Py, montrons que g(V) # 0.

On sait que |[g(M)|l = ||| IV|| sin(@,?) (cours de géométrie dans I'espace). Puisque les vecteurs ', V' sont
orthogonaux on a 7,7=§ (écart angulaire), etdonc: |lg(M)| = ||7’|| # 0.

Q2. Noyaude g : x €Ekerg ssi UAX = 0, ssi ¥ € vect (W)

On a montré : kerg = A

Image de g : Pourtout x € R?, g(X") = WAX est un vecteur orthogonal a , d’oti : Im g C Py,. Par ailleurs, le
théoréme du rang donne rg (g) = 2, et le théoreme du supplémentaire donne dim Py = 2. Ainsi Im g, P, sont deux
s.ev,onalm g C PyetonadimIm g = dim P,. On en déduit (théoréme des deux s.e.v.) :

Im 8 =P0.

Q3. Soit un vecteur X et un scalaire A vérifiant g(xX’) = 1.

Ona WAX = A% donc en particulier A X est orthogonal 3 X : (AX|X) =0, ouencore 4| x]|*> = 0.
Onadonc: A=0 ou X =0.

— Sid # 0, alors il vient X = 0, 'ensemble des solutions est donc {6}.

— Sild =0, 'équation est g(X) = 0 et les solutions constituent le noyaude g. Oronavu: kerg = A, (Q2).

Q4. En termes d’éléments propres :
— Aucun réel non nul n’est valeur propre.
— Le scalaire 0 est valeur propre et le sous-espace propre correspondant est ker g = A,,.

Raisonnons par I'absurde et supposons que g soit diagonalisable. Cela signifie que le polyndbme caractéristique de g
est scindé, et que pour toute valeur propre 4, sa multiplicité 7, dans Xq est égale a la dimension du sous-espace propre
E;(g). Ici, g a une unique valeur propre A =0, on a donc ;(g(X) = (X—1)> = X3. On aurait dim Ey(g) = 3, c’est-a-
dire que tout vecteur serait propre pour la valeur propre zéro : tout vecteur serait d’image nulle. C’est absurde, puisque
nous avons justifié plus haut que g n’est pas I'application nulle (question Q1).

Q5. La matrice de g dans la base canonique & de [R3, est la matrice dont les colonnes sont respectivement g(f),
g(j), g (k). Il suffit donc de calculer :

- - 0 - - _y — —_— ﬂ 0 _y ﬁ
gy=uni |7, g(h=uAjlo ., gk)=UAk |-a, dou Gp=|r 0 =-af.
-p a 0 - a O
Q6. La question est triviale, si on se souvient que Im(g) = P, (question Q2). En effet, pour tout V' € P, on a

évidemment g(V') € Im(g), etdonc g(V) € P,
Si la question Q2 n’a pas été traitée; on peut obianir que Im (g) = P grace a la matrice G ci-dessus. En effet, il suffit de
remarquer que les trois vecteurs g (i), g(j), g(k) i.e. les trois colonnes de la matrice G5, sont orthogonaux au vecteur
u = (a,B,y) (onle vérifie « a vue »).
Q7. Puisque le plan P est stable par g, cette application définit bien un endomorphisme de P :
g:xX€eP, » g(xX)EP,

1 —

1
| = (p, —a,0). De fagon que
v a2 +p2 Va2 +p2

(€}, @5, 1) soit une B.O.N. directe de R?, ot %" = %7 , v=A/a?+ B2+ 2 = ||| (lire « nu»), il est

nécessaire et suffisant d’avoir ¢, = u”’A’e}.

Puisque V| = (f3, —a,0) appartient a P, on peut poser ¢} =

a B ay
— — 1 —
Calculons donc : UWANe|=———— |P|A|-a| =7, Br
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Déterminons enfin la matrice de g dans la base ("¢}, €,) du plan P, c’est-a-dire qu’il nous faut calculer :

g(€) =uwAe, =vu'Ae, =ve,(voirplus haut), et g(ey) = WA e, =v U Aey,=—ve;.

Les matrices respectives de g et %g dans la base (€|, €5), sontdonc G = <O _0”> et %G = <(1) _01 )
v

. p ~ 1~ P . . . . .
Puisqu’elles représentent g et -8 dans une base orthonormée, on peut a bon droit reconnaitre la matrice de la rotation

plane d’angle orienté +% (on dit parfois que %g est le « quart de tour direct » du plan).

Q8. Nous I'avons déja utilisé, puisque c’est du cours : dans un espace euclidien, un s.e.v. F et son orthogonal F sont
des supplémentaires (on peut préciser : « supplémentaires orthogonaux »).

Mais ici, il faut bien comprendre que I’énoncé demande de redémontrer ce résultat. Détaillons donc ce point :
—OnaPynA;={0g3}: si TEPyNAy, ona||X||*=(X|X) =0 puisque Py L Aj. Alors ¥ = 0.
— Ona dim Ay + dim(Ay)* = 3 d'aprés le cours, d’ots dim A, + dim Py = 3.

Alors (caractérisation des supplémentaires en dimension finie) : ona Py @ A, = R3.

—> On peut aussi utiliser, dans le cas particulier de cet exercice, le critere de « réunion » des bases : en effet (?1, ?2) est une
base de P, (') est une base de A, et nous savons, par construction, que (€7, €5, I ) est une base de R>.

_ 0 -v 0
Ona g(e) =ve,, g(ey)=—ve,, et g(w)= 0, donclamatrice de g dans (¢, €5, w)est|v 0 0]
0 0 O

I-B Cas particulier d’opérateur d’inertie pour un solide ponctuel

—c2-p? ab ac
Q9. Calculons donc la matrice F : F=-G*= ab —c2_42 be
ac bc —b2-q?

Cette matrice est symétrique réelle, alors (sans calcul de polynédme caractéristique ni de noyau) on sait qu’elle est
ortho-diagonalisable : autrement dit, il existe une base orthonormée de vecteurs propres.

Sous cette forme, c’est aussi vrai pour f': il existe une base orthonormée de vecteurs propres.

Q10. Comparons donc I'application favec ¢ : x — |7 ||>X — (% | X’ ). Lapplication ¢ est linéaire :
P +A7) =W IPF +45) = (W | X +27)W
= 1ZIPF +UNTNPY - (&) =@ | 7))
=) +Ap(Y)
Il suffit donc de comparer les deux endomorphismes sur une base, et nous choisissons la base (€7, €5,
@) =—2g(gle)) = —gwey) = —vgley) = —v(-vey) = Ve
fCey) =-— g(g(ez)) =—g(-ve) =vgle) =v(vey) =vey et f(U)=— g(g(ﬁ’)) = - g(ﬁ) =0
Par ailleurs :
¢@) =T IPe (T | e)T =7 |*e, =% .
P(@) = 0N, — (W)W = T |Per =022, et p(@)=T|*w (W |w)u=0
Les deux endomorphismes coincident sur une base, donc on a :
VX eER?, f(X)=¢(X), cestadire f(x)=|w|*x (7 |x)u

—

u):

Q11. En notant toujours '’ = %7 (vecteur unitaire) le projeté orthogonal d’un vecteur X € R3 sur Ay est
X" =(u’|' X )u", et on en déduit son projeté orthogonal sur P, :

— — — — — ] —\ —> — <7|?>—>
X'=xX-x"=x—(u'|X)Yu'=%x~- u
x

En reprenant les notations de I’énoncé, ona: P(X) = x—

Q12. On en déduit les sous-espaces propres de P : P, (pour la valeur propre 1) et A (pour la valeur propre 0).
Ainsi P(Z) =7, P(T)) =2, P(@)=10 dou f(2) =12, f(Tr) =12, f(i')= 0. Alors les sous-
espaces propres de fsont: P, (pour la valeur propre 1/2) et A, (pour la valeur propre 0).

I-C Distance d’un point a un axe
Dans cette question on prend v = 1, le vecteur

—_ . .
u est unitaire.

Q13. Soit un vecteur X € R : il se décompose (avec unicité) en X'+ X" ol X' € Ay, X" E P. Alors :
4(F) = F(T+T) [ T+T) = (F(T) 4 (F) | THT") = (F(F)  T+T) + F(F) | FH+T)
= (0| T+X") + XX T+T7) = 0+ (T | Ty + AT %) = %72 2 0

el

Cette quantité est bien positive, et de fagon évidente: ¢g(xX)=0 ssi x" = 0 ssi ¥e Ag
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Q14. Soit un point M € R3. Soit M'le projeté orthogonal du point M sur la droite (affine) A, ona:
d(M,Ag) = [IMM].

Par ailleurs, en décomposant avec Chasles il vient OM = OM’'+ M'M et donc la décomposition du vecteur
X = OM sur nos deux supplémentaires est donc :

T=T+%" ol X'=OMEAN, et ¥ = MM € P,

AT - /] _/> 2
Onadonc: g(OM) =qg(X) = IX")*> = |IMM|*> = d(M,AO) .

I-D Distance d’une surface a une droite
Q15. Soit (x,8) € R2, montrons que le triplet (x, v,2) = (x,2+cos 6,2 sin 0) vérifie I'équation cartésienne de § .
Pour ces valeurs ona 4(y—2)? 4+ z2 = 4(24+cos 0 —2)? + (2sin0)? = 4 cos’> O + 4sin* 0 = 4.

2
Réciproquement, divisons dans I’équation par 4, il vient : (y—2)2 + (%) =1. PosonsY =y-2 et Z = % ,ona

Y:cos@_ Il vient : {y :2+COSH.

Y2 +Z? = 1 et donc il existe un réel O vérifiant : ) )
Z =sind z =2siné

Q16. Comme on I'a établi la question Q13, la fonction g est toujours positive. Alors pour tout couple (x,8) € R%ona

h(x,0) > 0: lafonction 2 admet O pour minorant (sur R? tout entier).

Q17. Soient deux points M, M. Ona:

q(OM) > q(OMy) ssi d(M,Ag)> > d(My, Ay)°  ssi d(M,Ag) = d(M, Ay)
Onavuque g(x)=0 ssi X" = 0 ssi ¥e A (question Q13). En un point M, = M(x(,0,) vérifiant
O_M(;e A, la fonction A atteindra un minimum (global, sur R? tout entier).

Puisque OM, (x, 2+cos 8,2 sin 0), utilisons la formule de géométrie dans I’espace (la norme de % vaut 1) :

g(OM) = d(M. 8g)" = (T ) = |7 A OM?
0 X —2—cos 0
llvient : % |0 A OM |2+cosf = X etdonc :  h(x,0)=q(OM) = (24+cos 0)* + x°.
1 2sin @ 0
On a clairement ici :  V(x,0)€ R%, 1 < 1+x? < h(x,0) et lavaleur minimale 1 est atteinte pour cos @ = —1 : il

s’agit du point M(0,1,0), seul de sa catégorie.
On peut aussi chercher les points critiques de & : %(x, 0)=2x, %(x, 0)=—22+cosf) sinf dou les points

critiques (vérifiant x =0 et sin@d =0) : X; = (0,kz) ou kK € Z. Alors h(X}) = (2+(—1)k)2. Les points critiques de &
correspondent aux points M{(0,3,0) et M;(0,1,0) de §. On constate que / atteint un minimum en M.

Q18. On pose @ (x,y,2) = 4(y—2)2 +z2 — 4 et on calcule :
Ly =0 Layn)=80-2 LEy=2
Au point M, on a Vgo(Mo) =(0,-8,0) # 0ie. le point M, est un point régulier de &. L'équation du plan tangent
a & en My sobtient ainsi: M(x,y,z) € P ssi (M—OM|V¢(M0)> =0 etilvient: y=1.
Enfin, pour satisfaire a toutes les questions posées :
Si M(x,y,z) € & alors 4(y—2)2 <4 (e’[z2 <4) dou (y—2)2 <1 quidonne —1 <y—-2<1 puis 1 <y <3.

Il — Droites et plans stables par un endomorphisme de R3
lI-A Une remarque sur le polynéme caractéristique

Q19. Soit P = aX> + bX? + ¢ X + d un polyndme de degré 3. On peut écrire P = a P, puisque a # 0. La fonction

polynéme associée a P| est bien sir continue sur R, et elle vérifie lim P;(x) = —co et lim P(x) = +o0. Alors
X——00 X—>+00

on peut trouver deux réels @ < 0 < f vérifiant Pj(a) < 0 et P;(f) > 0. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, il
existe y € Ja, f[ tel que P;(y) = 0. Ce réel y est, bien entendu, une racine de P.

lI-B Cas d’un endomorphisme de R3

Q20. Le polynéme caractéristique de f est un polyndme réel de degré 3 : par la question précédente, ce polynéme
admet au moins une racine réelle. Pour f on obtient 'existence d’au moins une valeur propre réelle (et au moins un
vecteur propre).
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Q21. (Suite des questions de cours !) Soit A = vect(u’) une droite vectorielle stable par f. En particulier f(u’)
appartient & A : c’est un vecteur de la forme Au’. Si X = k'u’ appartient a A, alors f(X) = kf(u) =kAu = 1X.
Ainsi si une droite vectorielle est stable par f, c’est une droite propre.

Réciproquement, si A = vect(u’) est une droite vectorielle formée de vecteurs propres de £, alors pour tout X € A il

existe k+ € R tel que f(X) = k+ X, etdonc: f(X)€E A.

Bien entendu, en rassemblant les résultats, on obtient : une droite « formée de vecteurs propres » est incluse dans un s.e.v. propre
Conséquence : on sait que f admet au moins un vecteur propre (question 20), on en déduit que la droite vectorielle qu’il
engendre est une droite stable.

Q22. Soit P, P, deux plans vectoriels de R?, distincts. On en déduit que P, N P, est un sous-espace vectoriel
strictement inclus dans P, (par exemple) : sa dimension est < 2, et donc P; N P, est soit une droite, soit le s.e.v. nul.
Or, on a dim(P; + P,) — dim(P; N P,) = dim P, + dim P, = 4 d’une part, et puisque P,+P, est un s.e.v. de R on
adim(P,+P,) < 3. Onen déduit: dim(P; N P,) > 1. Finalement, P; N P, est une droite vectorielle de R>.

Soit enfin X € PN P,, on a X € P; et donc f(X)€ P,. De méme on a X € P, et donc f(X)€E P,. Alors
f(X)€ Py n P,: ladroite vectorielle P; N P, est stable par f. C’est donc une droite propre, d’aprés Q21.

ll-C Cas d’une isométrie vectorielle de R>

Soit f une isométrie vectorielle de R3.

Q23. Soit F un s.e.v. de R? stable par f: YX € F, f(X)€ F. Montrons que F est stable par f . Remarquons
d’abord que f(F) est un s.e.v. de méme dimension que F, et il est inclus dans F, on a donc f(F) = F. Soit alors
yeE Fi pour tout x € F il existe 7z € F'tel que x = f(z), etdoncon a:

(fDIx) =(fWIf@) =(ylz) =0 : onabien f(y)€ F".

Q24. Soit maintenant un plan 2 stable par f. Par la question Q23 le s.e.v. P est stable par f. C’est donc une droite
stable. D’apres la question Q21, c’est nécessairement une droite propre (engendrée par un vecteur propre).

Q25. -i- Si fest la réflexion par rapport a un plan &, on sait que f est diagonalisable, et que ses sous-espaces propres

sont & pour la valeur propre 1, et 2 (droite vectorielle) pour la valeur propre -1.

-ii- Si f est la rotation axe A = Vect(ﬁ’) et d’angle 8 (orienté par 7) : on sait que I'axe est un sous-espace propre
pour la valeur propre 1. Son orthogonal, le « plan de rotation » & est donc un plan stable. Si 8 € 7 Z, aucun vecteur de
P n’est propre (le vecteur image d’un vecteur X € & est « déphasé » d’un angle @ qui le rend non colinéaire & X).

Voyons maintenant le cas ou @ € #Z. Si 0 = 0 [2x], alors f =Id (admet une seule valeur propre 1, le sous-espace
propre est R3 entier). Enfin si @ = & [2x], I'endomorphisme induit par f sur le plan de rotation est —Idg : le plan de

rotation est un sous-espace propre pour f (et la valeur propre -1).

lI-D Endomorphismes qui commutent et stabilisation de sous-espaces
Q26. Soit f], f, deux endomorphismes de R3 qui commutent. Soit E; un sous-espace propre de f;. Montrons que E;
est stable par f, : soit X' € E, il faut démontrer que f,(X) € E, i.e. fj (fz(?)) = A£,(X). Calculons donc :

H(E) =H(A) =L(AT) = 2/A().

Q27. Soit f;, f>, deux rotations, d’axes respectifs A, A,. L'axe A est un sous-espace propre de f; donc il est stable
par f>. Ainsi A est une droite propre pour f5. Une premiére possibilité est que I'axe A, soit confondu avec A,. Ainsi,
une premiére situation ol deux rotations commutent est le cas de deux rotations de méme axe.

Supposons maintenant que A ne soit pas confondu avec A,. A, est donc une droite propre pour f, qui n’est pas I'axe
de f, : d’aprés les rappels de la question Q26-ii-, A| est inclus dans le plan de rotation P, = (AQ)J' de f, et I'angle de

la rotation appartient a 7Z. On peut tenir le méme raisonnement en échangeant les indices 1 et 2 : deux rotations qui
commutent et qui sont d’axes distincts sont, si aucune n’est I'identité, des demi-tours d’axes perpendiculaires.

lll — Matrice inertie d’un solide indéformable
llI-B Un exemple de systéme mécanique
Q29. La somme des masses est o =5, le centre d’inertie est donc 'unique point G vérifiant :

1 Lo 1 1 2
0G = g(OMl + OM, + OM, +20M4) et il vient G(??E)'
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Le moment d'inertie est /() = d(M;, A)* + d(M,, A)* + d(Ms, A)? + 2d(M,, A)?
= IV A OM{ |2 + IV A OM; > + |V A OM;5 |12 + 2|V A OM,|?
Y vawm - o] vaom-- |
V3 |-

—_— _ 2 _
etdonc: [V AOM/[|=0, ||V AOM|= % IV A OM; || =
3

Il faut calculer: VAOM, =0, VAOM, =

B

vz
V3

2
3

_ 2
. IV AOM| = i Alors :
V3

IA(S) = 0+2 4242
A 33

llI-C Cas général : matrice d’inertie d’un systéme mécanique

Q30. SixE [R3 en écrivant autrement le double produit vectoriel :

7o o(T) Zm OM; A (OM; AT) Zm (g 2(?)=+im,-fQ—M»(7) puisque f7 = = @g7)°.

Q31. Posons V' = ﬂ V, en utilisant la linéarité & gauche, et ensuite le résultat de la question Q14 :

(T oM7) = <Zm o (V| 7) = Zlm (o) 7) = ||7||22m,- (a7 = ||7||2_nzlm,-ol(Mi,A)2

i= i= i=
Q32. Reprenons le résultat de la question Q30 ci-dessus, et les notations de la partie I-B : la matrice MSQ de
I’endomorphisme jcs’, ( ) dans la base (1 ], k) s’exprime en fonction des matrices F des endomorphismes
fQ—M[ dans la base (i,j, k): EZZ] m; fQ—M[ entraine MS’Q:; m; FQ—M[
i= i=

A la question Q9, il a été établi que les matrices FQ—Mlj sont symétriques réelles. Alors leur combinaison linéaire M&Q
est une matrice symétrique réelle.

Par ailleurs, ses coefficients diagonaux sont :

—> my; = (E(?) | ?) puisque la base (7, f, ?) est orthonormée, d’ou m; | = ||?||2 IAl(oS’) = IAI(CS’) (question
Q31). Dans cette formule I'axe que I'on a noté A est I'axe passant par Q dirigé par i.

—>Etdeméme: my, =1,,(S) et my3= IA3(<§), moments d’axes respectifs A, = (0.]) et Ay = (Q,?).
Q33. L'endomorphisme TQ est diagonalisable. S’il admet une valeur propre multiple A, alors E admet (au moins)
un sous-espace propre E; de dimension > 2 (mis a part le cas exceptionnel ol E = AId, le s.e.v. propre E; est de

dimension 2). Toute droite vectorielle incluse dans E; est une droite propre, alors comme on I'a vu, c’est une droite
stable (question Q21). En ce cas, I'endomorphisme JCS,Q admet donc une infinité de droites stables. Nous venons de
démontrer, en utilisant la contraposée :

siJ 5.0 admet un nombre fini de droites stables, alors ses valeurs propres sont simples, deux a deux distinctes.

Réciproquement, si J&Q

stables, et ce sont les seules droites stables (puisqu’il n’y a pas d’autres vecteur propre).

admet trois valeurs propres distinctes, alors les sous-espaces propres forment trois droites

IV — Symétries mécaniques et directions principales d’inertie
IV-B Mise en évidence d’une symétrie mécanique sur le systéeme du Ill-B

< ; 5)etdoncOG(5 < 5)

i 1z, 1z 27 7 -1z -2 — (=L =L =2
relation OG = 5z+5]+5 k donne GO = 5 i+ S Jj+= 5 k douMl—O( et )92 et G(O,O,O)g2

Q34. Nous avions trouvé G( dans le repére initial . Dans le repére £ = % la

Alaidede GM = GO + OM :

—o(=L =L =2 41 =2 4 =2 -13
Ml_O(s’s’s)@’ Mz(s’s’s)ge’ M3(5’5’5)92’ M4(5’5’5),%'
On en déduit les coordonnées dans la base & = (i, ],?) de GM,, GM,, GM3, GM, :
-1/5 4/5 -1/5 -1/5
Xi={-1/5], Xp=|-1/5], Xz=| 4/5 |, Xy4=|-1/5]|.
-2/5 =2/5 -2/5 3/5

Notons P la matrice de ¥, on trouve les coordonnées dans & des vecteurs ¥(GM;), ¥(GM,), ¥(GM3), ¥(GM,) :
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—1/5 —1/5 4/5 —1/5
PX\=|-1/5=X;, PX,=|4/5|=X5, PXz=[-1/5|=X,, PXy;=|-1/5|=X4
=2/5 -2/5 -2/5 3/5

On obtient : I'application ¥ induit une permutation des points M; que I'on peut écrire lI’(GMI-) = GM(,(I-) pour

= (} % ; j) On a de plus m; =Nl (puisque m,=m3). On a montré que ¥ est une symétrie mécanique de &

IV-C Cas général : recherche des moments principaux et des directions principales en
utilisant les symétries mécaniques du systéme

Q35. Soit ¢p une symétrie mécanique de &, on peut montrer que ¢ o Js ¢ soit a I'aide de la définition de

cS’G

n
J&Q , soit a I'aide de I’expression J& =Z m; fW (Q30). Par exemple, avec celle-ci :
i=1

¢l ()=¢ Zm far ()= Zm,-zp(fG—Mi»(Y)) (linéarité de ¢)
i=1

i=1

Rappelons que f7 () = 'GM;||2% — (GM, | ) GM; (question Q10). On peut écrire, par isométrie de ¢ :
far (X)—||¢(GM)|2_'—<¢(GM)|¢( )) GM;
et donc : ¢ (e () = I¢(GM) I $(F) = (d(GM; ) 16(%)) b( GM;)
= 1GMy) I () = (GMyiy 1 4(T)) My
En utisant ce qui précéde, et aussin; = My, oN conolt

¢ o m(x)—ng(,)[nG w2 B () = (GMy 1¢(F)) GMy) |

i=1

= > my [IGM;11? (%) = (GM; | (%)) GM; | = T (¢(T)

i'=1

Q36. Soit ¢p une symétrie mécanique de &, puisque les endomorphismes ¢ et chG commutent, tout sous-espace

propre de ¢) est stable par J& G (question Q26).

Q37. Soit ¢ une réflexion par rapport & un plan P, et soit la droite A = PL. Si ¢ est symétrie mécanique de &, alors A

est un s.e.v. propre de ¢, et puisque ¢ et J G commutent, on en déduit que A est stable par J (036).

La matrice M(S G de J dans la B.O.N. & est symetrlque réelle. Alors d’aprés le cours, on sait que si un s.e.v. F' est stable
par M& G son orthogonal Fl est stable par M& G- Ce résultat entraine un résultat identique pour I'endomorphisme J .G’ etil
vient: P = Al est stable par J

Enfin, on vient de voir que tout plan de symétrie P de & est stable par J , son orthogonal A est donc une droite stable par

J& ¢ ’est une droite vectorielle propre pour J appelee aussi « dr0|te pnncipale d’inertie de & » (voir les définitions llI-A).

Q38. Soit Py, P, deux plans de symétrie de . Leurs orthogonaux respectifs sont des droites A1, Ay :ona A L Ay
puisque les plans sont perpendiculaires, et A, A, sont stables par J d apres la question Q37 : ce sont des droites

principales d’inertie de &.
Enfin, considérons la droite A = P; N P,. Elle est engendré par un vecteur propre de Js G c’est donc également une droite
principale d’inertie de &, et puisque ACP; et ACP,;, ona ALA;| et ALA,.

Au bilan, Ay, A,, A sont trois droites principales d’inertie de &, et elle sont deux a deux orthogonales. Si ?1, ?2, ?3 sont

des vecteurs unitaires de A, A,, A, ils sont en particuliers propres pour Jé’ G

Le repere (Gs ) ?1, ?2, ?3) est orthonormé et ses axes sont des droites principales d’inertie de &§.
Q39. Soit P, P, deux plans de symétrie de & non perpendiculaires. Les droites orthogonales A;, A, a ces plans sont

deux droites vectorielles propres pour J§ G’ c’est-a-dire deux droites principales d’inertie de &§.

Les droites propres A, A, ne sont pas orthogonales, sinon les plans P, P, seraient perpendiculaires. On en déduit
que les valeurs propres associées a A, A, sont égales.
Les moments principaux d’inertie sont les valeurs propres comptées avec leur multiplicité. On peut donc reformuler le

résultat obtenu : deux moments principaux d’inertie de & sont égaux.
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V — Recherche du maximum d’énergie cinétique d’un solide en rotation
autour d’un axe fixe

Q40. En notant simplement E I’énergie cinétique définie dans I’énoncé, il vient :
1 C d =2, 2 1 C d —— |17
E=H( X m|eemo] ) = +( X m|sra(E)])
i=1 i=1

Le vecteur sz( GMi) est le produit matriciel de la matrice R, (GM) par le vecteur colonne X; (constant) des

coordonnées de GM,, doncona: %Rm( GMi) (R X) = (R )X + Ry (X) = i(Rm,)Xi.

wt dt

wt

Notons X; = (x;,y, z;)', on a th( GMi) R, X; = x;U@)+y,V(t)+z;W(2).

De méme : %(th)Xi = x(@TWAU®)+y (0T AV(©®))+2; (0T AW (1))

Par linéaire a droite du produit vectoriel, il vient :
d —_— — =~y
—(R)X; = 0 WA (U +yV (O +2W (1)) = oW AR, ( GM;)
Il n’y a plus gu’a reporter dans I’'expression de E, et I'on obtient la premiére expression attendue :
n n
1 — s \n2 1 2 — T~ 2
E =2 ) mllomAR,,(GM,)|* = 307 Y m | 7A GM; (1)
i=1 i=1
Poursuivons ce calcul, afin d’obtenir la seconde expression :

E =102 ) m | TAGM, ()| = sz d(M(1).2) = £ 0* I(S)
i=1 i=1

Utilisons I’expression de la question 31 : Ig,(oS’) = (JCS) G(W) | 7), puisque le vecteur 71" est unitaire.

Reportons : E= %a)2 Ip(S) = %w%@(ﬁ') | 7).

Q41. Notons 4;, 4,, A3 les valeurs propres correspondant aux vecteurs €}, €5, €3, pour tout x (a, b, ¢) il vient :
(Toa(®)[F) = (af (@) + (@) +1£(7) | 7)
= (ad e+ pAy @ + rA3es | X)
= aly (@ |T) + P (@| F) +125(B | F)
=a’l +b%Ay + Py
Alors pour X = 7' (af,y) ilvient I(S) = < ( ) | WY =atd + A+
et en prenant X = “¢;(1,0,0) on trouve IAl(oS’) <J:( ) | ¢ ) = A;. De méme : In, (8) =2, et IA3(c§’> = A3

En rassemblant ces résultats, on obtient :
19(09) = 0(2/11 +ﬂ2/12 + 7/22/3 = azlAI(CS)) +ﬁ2]A2(§> + y21A3(CS)).

Et en multipliant toute la ligne par 1 w?:

E =102 (a2l () + FLay(S) + 721y (S) )
Q42. |l s'agit de maximiser I, () = <§(7) |W> =’ + A + 1725,

Si par exemple 4, 4, sont inférieurs ou égaux a Az ona:

I(S)=a® A+ 2a+72 23 < (a®+B%+7?) A3 = 13

puisque a’+p>+y% = || 7||> = 1, et le majorant A5 est un maximum atteint en “e;. Dans le cas général, on obtient :
N )
E < Emax - 2 @ ’?'max
ol Ay x = Max (/11, Ay, /13), la valeur E ., étant atteinte si la rotation s’effectue le long de la droite principale d’inertie

de plus grand moment.
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