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1. f € & étant continue sur R, f est intégrable sur tout segment de R. Soit a € R. Par la relation de Chasles,

nous avons d’abord :
a+T 0 T a+T
f f(t)dt:f f(t)dt+f f(t)dt+f fndte
a a 0 T

Ensuite, le changement affine de variable : u = ¢ — T dans la derniére intégrale donne grace a la T-
périodicité de f :

a+T a a 0
f f(t)dt:ff(u+T)du=ff(u)du=—f fndte
T 0 0 a

a+T T
VaeR, f f(t)dr:f fndre
a 0

2. Si f est dérivable sur R et T-périodique, alors: Vx € R, f(x+ T) = f(x), puis en dérivant cette égalité par

rapporta x, on obtient: Vx € R, f'(x+ T) = f'(x) donc si f est dérivable sur R et T-périodique, alors f’ est
T-périodique.
Par contre, si on considere la fonction identique x — x, elle est dérivable sur R, n’est pas périodique
mais sa dérivée est constante sur R donc périodique (pour n'importe quelle période). Par conséquent,
la réciproque étudiée est effectivement fausse : si f est dérivable sur R et si sa dérivée est T-périodique,
alors f n'est pas nécessairement périodique.

3. f est continue sur R donc elle admet au moins une primitive F sur R, qui est par définition de classe €'
sur R. Nous avons alors, pour tout x € R, U(f)(x) = F(x) — F(x — 1), donc par différence de composées de
fonctions de classe €1, U(f) est de classe € sur R et‘ VxeR, (U (x)=fx)—fx-1) ‘

4. Comme une fonction de classe €' sur R est continue sur R, la question précédente prouve que U est une
application de & dans lui-méme.

De plus, la linéarité de 'intégration des fonctions continues sur un segment justifie que U est linéaire :
V(f,g)€E® YAER VxeR
X X X
UA.f+8)(x) :f 1(it.f(t) +g))dt= /1[ 1f(t) dt+f ) g)dt=AU(HH(x)+U(g)(x)
- = -

Par conséquent, U est un endomorphisme de &.

5. 5.1. Lesfonctions polynomiales étant continues sur R, nous pouvons considérer la restriction de U a E,.
Pour justifier que U définit un endomorphisme sur Ej, il suffit de montrer que E;, est stable par U.
Pour cela, comme %, est une famille génératrice de E,, il suffit de montrer que pour tout k € [0, n],

UX*) e Ep,.
X k+1 -1 k+1 k k+1 -1 k—j .
Or pour tout x € R, U(Xk)(x):f tkdt:x Gt = . -1 x/,
-1 k+1 k+1 s\ J k+1
ko (k+1)(=Dk7 .
autrement dit U(X*) = )~ ( ) )LXJ € E,.
=0 k+1

Par conséquent, E;, est stable par U et U induit un endomorphisme U, sur Ej,.

5.2. Les calculs effectués dans la question précédente nous permettent d’écrire la matrice A, de U, dans

la base %,, :
1 _l l (_1)}1
2 3 n+1
1 -1 "t
Ap= 0 1 (—1)"3 € Mn+1(R)
0 0 1
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0 si I<sj<isn+l
. (=1
-1 ]

5.3. Lamatrice A, est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls donc A;, estinversible
et par conséquent, Uy, est bijectif.
La matrice A, étant triangulaire, les valeurs propres de U, sont les coefficients diagonaux de A,
donc U, possede une seule valeur propre : 1, de multiplicité n + 1. Si U,, était diagonalisable, alors
A, serait semblable a I, donc égale a I,,41, ce qui n’est pas le cas, donc U, n’est pas diagonalisable.
(Autre argument : on pouvait aussi calculer dimKer(A;, — I,41) =n+1-1g(A, - I+1) =1#n+1)

6. Si f € Ker(U), alors U(f) est la fonction nulle sur R, d’ott :

plus précisément, les coefficients de A, sont a; ; =

si I<sis<jsn+l

1
(i) d’une part, U(f)(1) =0, c’est-a-dire f fdt=0|
0

(ii) et d’autre part, sa dérivée, U(f)’, est aussi la fonction nulle, ainsi: Vx € R, f(x) — f(x—1) =0, ce qui
prouve que f est périodique de période 1.
1
7. Réciproquement, si f € &, périodique de période 1 et telle que f f(yde =0, alors U(f) est la fonction

0
nulle, d'ott U(f) est une fonction constante sur R telle que U(f)(1) = 0 donc U(f) est la fonction nulle,

1
par conséquent, | Ker(U) = { f €&, périodique de période 1 et telle que f fdt= 0} .
0

8. La fonction‘ f définie sur R par ¢ — cos(2n¢) ‘ est continue, 1-périodique et vérifie

1

sin(2mt
(2mr) —0,

1
f fde=
0

donc f est bien une fonction non nulle, élément de Ker(U).

0

Sa représentation sur [—1, 2] est laissée au lecteur.
9. La fonction valeur absolue est élément de & mais elle n’est pas de classe €' sur R donc elle n'admet pas
d’antécédent par U (d’apres 3.), d’ou U n’est pas surjectif.
10. Soient a€R* et f;: t € R— e?.

* at 1-e ax 1-e
10.1. Pour tout x € R, F,(x) = U(f,)(x) =f etdt= P e donc|F, = P fal
x—-1

X

10.2. Lafonction g: x—

est définie et continue sur R*. De plus, g est prolongeable par continuité

X
en 0 par g(0) =1, car il est connu que e* — 1 ~0x.
X—

De plus, g est dérivable sur R* et g'(x) = % avec h(x) =e*(x—1)+1.

h est alors définie et dérivable sur R avec h'(x) = xe* pour tout x € R. Ainsi, i’ (x) est du signe de x,
d’ou h est strictement décroissante sur R_ et strictement croissante sur R, . Comme /(0) =0, on en
déduit que h est positive sur R, et méme strictement positive sur R*.

Par conséquent, g’ est strictement positive sur R* et par continuité de g sur R, g est strictement
croissante sur R. Ensuite, il est immédiat que 1_11013 g = 0 et par croissance comparée, ligg g =+o00.0n

obtient donc le tableau :

X —00 0 +00
g + + || + +
+00
/!
g 1
/
0
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10.3. D’apres les résultats obtenus dans la question précédente, g est une bijection de R sur ]0, +oo[. Ainsi,
pour tout réel A > 0, il existe un réel b tel que 1 = g(b).
De plus, nous avons vu que si a # 0, alors U(f,) = g(—a) f, doncsi b #0, U(f-p) = A.f_p ou f_p n'est
pas la fonction nulle, donc tout réel A strictement positif et différent de 1 est valeur propre de U. De
plus, nous avons vu que U(1) =1 (question 5.) d’ou1 1 est valeur propre de U.
En conclusion, tout réel A strictement positif est valeur propre de I'endomorphisme U.
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