CENTRALE « SUPELEC Corrigé de I'épreuve de Mathématiques 1 2019 - Filiere TSI

I Préliminaires

QL. |{F,F,...Fi5} ={0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, 233,377,610}

Q 2. Tout d’abord montrons par une récurrence a deux termes que (Fn)n22 est suite d’entiers naturels non
nuls :
o initialisation: F» =1€N"*; F3 =2 € N*;la propriété est initialisée;
o hérédité : supposons que F, € N* et F,41 € N*; on sait que Fy42 = Fy41 + Fj, donc, par hypothése de
récurrence, on a F,,, € N*;
o conclusion : on a montré par récurrence que|vVn =2, F,

Ensuite, Vn € N*, Fy;19 — Fy41 = F,, > 0, ce qui montre que| la suite (Fn) 1> €St strictement croissante

Q3. Lasuite (F,),., est strictement croissante donc, soit elle converge vers ¢ € R, soit elle diverge vers +oo.
Supposons, par I'absurde que liIP F,, = ¢ € R; alors, par passage a la limite dans 1’égalité
n—+o0o

Fpip=Fpi1+Fy,ilvient: ¢ =2¢ & ¢=0;0rVn=1, F,>0;donc cette hypothese est absurde.

On en conclut que | la suite (F,) _, diverge vers +oo

neN
Q4. Léquation x? — x—1=0admet comme discriminant A = 5 et comme solutions : xj = 1+2‘/§ et xzz%g;
_1+V5 _ 1_ 2 _20-v5 _ -1+V5 _ ) .
Or,(p—T—xleta—H\/g— 5~ = —5 > =—Xz;donc:
I'équation x? — x — 1 = 0 admet bien comme solutions ¢ et —%
1 1 1+v5 —-1++/5
Q5. D’apres ce qui précéde, ona @? —1=¢ et @ #0; donc (p—azl;(p+5= 2\/_+ 2\/_2\/5
_ 1
et _Tlevs 1;\/5—&— 1'de lus, ? =@ +1; donc |y = 1_1
V= 1+V5 15 g ¢ PR e YT e

Q 6. Montrons par récurrence la propriété : VneN, F, = \f( -(-D"p™")

T T TS 1 (0 0,0\—0-F — -1y _ 1 1) _q.
o initialisation : Fy =0 et 75((/) -(-1%"°) =0;F =1 et\—fs((p -(-Dlp )= NG ((p+ 5) = 1;lapropriété
est initialisée;
o hérédité : supposons la propriété vérifiée pour F,, et Fj,11;

F,.o=F,1+F, donc, par hypothese de récurrence,
1
1
1 1
_ x ( )n+2 —-n-2 x 1 - n+2 _ (_1)n+2 -n-2
=" ¢ ) = @)

o conclusion : on a montré par récurrence que

VneN, F, = %((p" -(-D"p™")

I Séries génératrices de Fibonacci

Q7. ¢ >1,donc ¢ " est négligeable devant ¢" et ainsi| F,, ~ —¢"
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Q8.

Q9.

Q1o0.

Q11.

Q12.

Tout d’abord, on pose u, = F,x"; ainsi

un+1 Fn+1 _ (P’Hl . .
£y X~ o Xl —— plxl;

si <p|x| <1, alorslasérie converge absolument

d’apres le théoreme de d’Alembert: . . o ;
sipl|x|>1, alorslasérie diverge grossierement

1
d’apres le lemme d’Abel, on en déduit que | le rayon de convergence de la série )  F,x" est —
n=0 4

1| = _Fan x| ~
(n+1)F, +00 (n+1)<p

d’apres le théoreme de d’Alembert, la série converge pour tout x réel;

=|x| ~ |x| 0< 1;

Ensuite, on pose v, = %x”; ainsi | 2 n+1
: +00

F,
par définition, on en déduit que | le rayon de convergence de la série Z —x est +oo

n=0 n!
Soit x € ]—%,é[;
+00 +00 +00
1-x—x)AX) =Y Fpx"= ) Fpx" =Y Fpx"*?
n=0 n=0 n=0
+00 +00 +00
— Z Fn+2xn+2_ Z Fn+1xn+2_ Z ann+2
n=-2 n=-1 n=0
+00 +00 +00
=Fox®+ Fix' = Fox' + ) Fpipx"™? = Y Fpqx"™2 = )" Fx™*?
n=0 n=0 n=

+
8

=x+ Y (Fp+2—Fps1—F,)x"  d’apreésla définition récurrente de (F,)
A )

n

=0

On a bien montré Vxe]— [,que’(l—x—xz)A(x)zx‘

11

s
1

11 11 1 1+x/p-1+px  x Pty X P+

VEl-gx 5l+xlg 5(1-@x)(1+x/9) /51+x/@—@x—x2 _El—x(q)—é)—xz’

11 1 1 x
VBl—px B5l+xlgp 1—x—x2

1 1
or, on a montré que ¢ + — = v/5 et ¢ — — = 1; donc
4

o0
On utilise le développement de référence : Vt €] — 1,1, 1—;- Z t" avec R = +o0;

- n=0
11 1 e 1
t=¢@xdonne:|Vxe |[-—,—]|, =) ¢"x", avecR=—
Q@ l-px ;5 @
X +00
t=—; donne:|Vxe |-, @[, 1+x/(pznzzb(—1)”<p_”x”, aveCR=¢
Tout d’abord, ¢ > 1, donc % < ;soitdonc x € ]—%,% .
X +00
D’apres Q9. A(x) = PR et, par définition A(x) = Z F,x";
l-x-x n=0
1 1 1 X
d 10. — — = t, d’ € 11.
or d’apres Q \/_1 ox \/§1+x/(p l—x—xze apres Q
1 1 1 1 T 1
- _ 1 _ n_ _1 n, .—n n
Val-px 5l+xlg \/’(Z(px Z( o x) ,,;0\/5((’0 0t x

1

Par unicité du développement en série entiere, on retrouve donc:|VneN, F;, =
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Q13.

Q14.

Q15.

III

Q16.

Q17.
Q18.

Q19.

+00 1 +00 1 +00

n,-ny .n_ -~ - n_ l _ ni.
VxeR, B(x)= nzon\/_((p -(-D"p ") x —\/5 nX::Om((px) r;o”!( x/¢)"|; donc

B(x) = € (e?*—e™?), VxeR

V5
B(x)exzi(e(‘”“)x ) or g +1=¢? et1-L =L donc
V5 ¢ ¢
l(wx (px) fl fl 2n _.n =2 1 (Zn 2n)n
B(x)e* = e¥*_¢ ——( ¢? - —¢~ x) S — —¢ ") x"; on abien
\/5 \/_ n=0 n! n \/_
+00
F
Bxje*=) —x",  VxeR
= n

Tout d’abord dérivons le membre de gauche avec la formule de Leibniz:

(B(x)ex)(n) =y ( Z )(B(x))(k)(ex)(n—k);donc (B(x)ex)(n)(o) -y ( Z )(B(x))(k)(0)(ex)(n—k)(0)

or, comme le développement en série entiére coincide en tout point avec le développement de Taylor, on

n
(=9 0) = 1; on obtient donc: (B(x)ex)(n) 0=2 ( Z )Fk'

k=0
Maintenant, d’apres la formule de Taylor, dans le membre de droite la dérivée n—ieme en zéro est donné
par F,;; on obtient bien

a: (B(x))(k) (0) = Fy; de plus (e¥)

];:)(Z)Fk:FZn, VneN

Représentation intégrale de la suite de Fibonacci

Pour tout k € N*, la fonction x — f(x)sin(2kx) est 1—périodique, donc, en intégrant sur une période :
b4 /2 2 /2
f f(x)sin(2kx) dx = f(x)sin(2kx) dx et donc| by = — f(x)sin(2kx) dx
0 -7/2 T J-mi2

or la fonction x — f(x)sin(2kx) est impaire, on en déduit donc que

/2

1
Comme précédemment, | ag = — f(x) dx
T J-m/2

On pose ¢ = tan(x); ce changement est bijectif et de classe €' sur ]—%, %[ et dr =
donc:

1 [+t  cos?(x 1 [t 1 1 [t 1 1 [+° 1
(l():—[ —‘(Z)dt:_f —‘Zdl‘:—‘/‘ ﬁdt:_[ —Zdt
TJ-o 1+4sin“(x) TJ-x 14 »psin (0 TJooo 1+t2+4t TJ-co 1+5¢

cos?(x) cos?(x)

COSZ o on obtient

=—[—Arctan(t\/_)] ; O hm Arctan(t\/_) _5 et hm Arctan(t\/_) 5 ; on obtient

ag = ——=
V5

La fonction f est 1—périodique, de classe € 1 par morceaux; de plus f(0) = f(ir), donc f est continue sur
R; d’apres le théoréme de Dirichlet, on peut dire que la série de Fourier de f converge en tout point vers
f;soit:

Z kcos2kx)

VxeR, (x)=
f \/_ —

Olivier OMNES -3- Lycée Chaptal - Saint Brieuc



CENTRALE « SUPELEC Corrigé de I'épreuve de Mathématiques 1 2019 - Filiere TSI

1 T 1 +00
Q 20. Les hypotheses étant vérifiées, I'égalité de Parseval donne p fo ( f (x))2 dx = a(z) + 3 Z ai + bi; soit

k=1
b4 1 2 T 25 00
[ i) 355
0o \1+4sin“(x) 5 53

Foo Foo 1 1 6+2v5 3—-v5
Ensuite, )~ 2k = Y (wz)k = 5—1= — 1= v5 1= \/_; on obtient alors :
k=1 k=1 I-y 1 - VB2 4v/5 2v5
(1+v5)?
n 1 2 7 2nm 3-v5 av5+3n-7nv5 .
————| dx=—+—x = ; soit
0o \1+4sin“(x) 5 5 NG 5v5

[ () =
0 \1+4sin?(x) 5v5

IV Temps d’attente de (Pile,Pile) dans un jeu de pile ou face infini

Q21. P(Y =1)=P((X; =1)n (X2 = 1)), or les événements sont indépendants donc :

B(Y =1)=P(X = 1) xP(X,=1) =

P(Y =2)=P((X; =0)n (X2 =1)n (X3 = 1)); donc, par indépendance mutuelle, il vient :| P(Y = 2) =

® |-

PY=3)=P((X1=0nX=0nX3=DNnXs=DU(X; =D)NX=0)n (X3 =1 N (Xs=1)))
=P(X1=00nX2=00nX3=1D)N(Xs=1)+P((X1 =D N(X2=0)n (X3 =1) N (X4 =1)); soit
u1>(1/:3):3:l
16 8
P(Y=4)=P((X1=0n(X2=0nX3=0nXs=D)N(Xs=1))

+P(X1=DN(X2=0N(X3=0NXe=1)N(X5=1))

+P(X1=0Nn (X2 =D N(X3=0)n(Xy =1)N (X5 =1)); soit P(Y:4):;—2

Q 22. D’apreslaformule des probabilités composées: P(Y = n+2) = P(C,) xP(Xp+1 =0 et Xpi2 = Xpi3 = 11Cp)

1
or P(Xn+1 =0et Xp42=Xp+3= 1|Cn) = |]D((Xnﬂ =0)N(Xp+2 =D N(Xpe3 = 1)) = 5; donc

P(Y=n+2)= %[FD(C,Z)

Q 23. Lévénement (X; = 1)nC, signifie que le premier lancer amene Pile et qu'il n’y a pas deux Pile consécutifs
dans la séquence (Xl, X2,y Xn) ; il est donc nécessaire que le deuxieme lancer améne Face et ainsi

(X1=1)nC,=(X1=1)Nn(X2=0)NCpy

Q 24. D’apres la formule des probabilités totales : P(C,,) = P(C, N (X3 = 0)) +P(C, N (X1 = 1)); et d’apres la
question précédente :

P(Cy) =P(Crn (X1 =0)) +P(Chn (X1 =1) N (X2 = 0))
=P(X1 =0) xP(Cul(X1 =0)) +P((X1 =D N (X2 =0)) x P(Cphl(X1 = 1) N (X2 = 0)

1 1
= E[FD(CIZ—I) + Z[FD(Cn_z)
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1
Q25. D'apres Q22. YneN,P(Y =n+2) = 5[FD(C,J;
doncP(C,) =8P(Y =n+2);P(Cy_1) =8P(Y =n+1) et P(Cy—2) =8P(Y = n)

1 1
d’apres la question précédente, on déduit la relation : | P(Y = n+2) = EIP(Y =n+1)+ ZP(Y =n)

Q 26. Montrons par une récurrence a deux termes que Yn e N*, P(Y = n) = WFH

1 1 1 1 1 1
o initialisation: P(Y=1)=—-et =F; =—;P(Y =2) = — et = F, = —; la propriété est initialisée;
(Y=1)=getghi=giPY =2)=get 55 = 5ilaprop
o hérédité : supposons la propriété vérifiée pour P(Y = n) et P(Y = n+1);
1 1 R . L.
P(Y=n+2)= EP(Y =n+1)+ ZP(Y =n) d’apres la question précédente
11 11 hvnothose de ré
=3 X o2 Fpoa+ 1 X WF'Z par hypothese de récurrence
1 1 PPN
= oni3 (Fp1+Fp) = i3 —=Fne2 par définition de F,,

o conclusion : on a montré par récurrence que

vneN*, P(Y=n)=

on+l- 7
Q27.
+00 +00 1
P(Y:o):l—ZP(Y:n):l—ZWFn
n=1 n=1
1t 1\"” 1 1
:1—52Fn > :1—5 A > - Fy avec Fy =0
n=1
1
_ 2 _ s _
_1——xm_@ d’apresla Q9. A(x) = )

Q28. P(Y =0) =0 signifie que:
’ on obtiendra presque stirement au moins une fois (Pile,Pile) dans un jeu de pile ou face infini

nF
Q 29. Par définition, E(Y) = nP(Y =n)= %, étudions la convergence de cette série :
2n+1 8

n=0 n=0
nk, Upy1 n+1 Fuyp 1 n 1 0
posons u;, = ——; alor = X X— ~ —X@X=—— —
2n+l Up n F, 2+on 2 +oo 2
1+v5 )
% = 1 < 1; donc, d’apres le théoréme de d’Alembert, la série converge et donc

’ Y est d’espérance finie ‘

1 +00 n-1 1 , 1
E(Y) = Z nFy x 2n+1 Z nFn( ) =74 (5)

n=1
x (1-x—x%)—-x(-1-2x) 1+x2
A(x) = ———;donc A'(x) = = ,
(x) 1—x—x2 (x) (1-x—x2)2 (1-x-—x2)
1 1+1
onadonc A (—) = ———— =20 et finalement E(Y)=5
LT

V Décomposition d’'un entier
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Q 30.

Q3l.
Q32.

Q33.

Q34.

Q 35.

Q 36.

100 =3 +8+89 = F4 + Fg + F1; est une F-décomposition convenable
100 = 1+2+8+89 = F; (ouF,) + F5 + Fg + F1; n'est pas une décomposition acceptable, car F; ne peut
convenir (dans I'écriture Fy, k doit étre supérieur ou égal a 2) et F» ne convient pas non plus (la condition
ki+1 — ki > 1 ne serait pas vérifiée).
100 = 3+8+34+55 = Fy+ Fg+ Fg+ F1p n'est pas une décomposition acceptable car la condition k;+1—k; > 1
n’'est pas vérifiée.
82=3+8+21=Fy+Fg+Fg|;|272=5+34+233 = F5+ Fy + Fi3]|
Soit n = Fy, + Fy, +--- + Fi, ; démontrons par récurrence sur r que Fy, < n<Fy .1 :
o initialisation : si n = Fy, onabien Fy, <n < Fj, 4 carlasuite (Fk) est strictement croissante (Q2.);la
propriété est initialisée;
o hérédité : supposons la propriété vraie au rang r et écrivons n = Fy, + F, +---+ Fy +Fr_;
les nombres (Fy) étant des entiers naturels non nuls, il vient aisément Fy,,, < n;
en notant m = Fy, + Fy, +--- + Fy , par hypothese de récurrence, on a Fy, < m < Fi_,1; en particulier :
m < Fy,,1;etdonc: n < Fy 41+ Fy, ., ; or Fi 1 < Fy, 1 car Fy, et Fi nesont pas consécutifs;
onobtient: n < Fy , _1 + Fg,,, = Fi,, +1 etlapropriété est héréditaire;

’

o conclusion : on a montré par récurrence que| Fy, <n<Fj 41

Supposons a nouveau I'existence d’'une F-décomposition pour 7; on note F, le terme le plus grand de
cette décomposition.
Démontrons par récurrence sur r que cette décomposition est unique;

o initialisation : 1= F, = F; donc la propriété est initialisée;

o hérédité : on suppose la propriété vraie au rang r; considérons donc un entier admettant une F-
décomposition comportant r +1 termes; notons Fy et F; , deux (r +1)iéme termes éventuellement
différents; d’apres la question précédente, on a Fy, , < n< Fy 41 et F; |, <n<F; 41, cequiim-
plique nécessairement que Fy ., = Fj,,, ; ensuite n — Fj ., admet une F-décomposition comportant r
termes, et, par hypothése de récurrence, celle-ci est unique;

o conclusion : on a montré par récurrence que

si n admet une F-décomposition, alors celle-ci est unique

Tout d’abord, nous avons montré en Q3. que la suite (F,) diverge vers +oo et donc n’est pas majorée; en
particulier, Vn e N*, 3k =2, n < Fy.
Démontrons par récurrence sur k = 2, que Vn € N*, vérifiant n < Fy, alors n admet une F-décomposition :
o initialisation : 1 = F, donc la propriété est initialisée;
o hérédité : on suppose la propriété vraie au rang k; considérons donc Fj. < n < Fy41;
onadonc:0< n—Fy < Fgy1 — Fy; or Fiy1 — F = Fr._1 et comme la suite (Fk) est croissante, on a
Fy_1 < Fi; on en déduit que 0 < n — Fi < Fy;
par hypotheése de récurrence, n—F; admet une F-décomposition; et donc n admet une F-décomposition;
o conclusion : on a montré par récurrence que

tout entier naturel non nul admet une F-décomposition ‘

def fibonacci(k):
L=[0,1]
for i in range(2,k+1):
L.append(L[i-2]+L[i-1])
return L

def recherche(n):
p=0
while fibonacci(p)[-1]<=n:
p+=1
return p-1
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Q37.

def Fdecomposition(n):

L=[]

while n>0:
p=recherche (n)
f=fibonacci(p)[-1]
L.append (f)
n=n-f

L.reverse ()

return L

Q 38. Liste des termes de Fibonacci inférieurs 2 100 en commenganta F, : [1,2,3,5,8,13,21,34,55,89] ;

donc|laliste [0,0,1,0,1,0,0,0,0,1,1] code le nombre 3 + 8 + 89 = 100

Q 39.

def codage(n):
p=recherche (n)
Li=fibonacci(p) [2:] #liste des termes de Fibonacci en commengant & F2
L2=[0]*1en(L1) #initialisation de la liste renvoyée
F=Fdecomposition(n)
for i in range(len(L1l)):

if L1[i] in F:
L2[i]=1

L2.append (1) #normalisation de la liste
return L2

Q 40.
def decodage (L) :
n=0 #initialisation de l’entier renvoyé
L2=fibonacci (len(L)) #liste des termes de Fibonacci
L2=L2[2:] #on retire FO et F1
for i in range(len(L)-1): #on évite le dernier terme de L

n+=L[1i]*L2[1i]
return n
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