CoORRECTION DL 05 2TSI

Exercice 1
On considére la fonction 27—périodique f: R — R définie sur [—7, 7] par

Vt € [-m, 7], f(t) = 7t — 17
Partie A

Pour k entier naturel impair et n entier naturel non nul, on considére les intégrales

Ik,n:/ t* sin(nt)dt
0

1. Calculer I ,,.
Soit n € N*,
Ly = [ tsin(nt)dt
Les fonctions u : t —tet v:t— —% cos(nt) sont de classe C! sur [0, 7.
u(t) =t w(t) =1
v(t) = —1 cos(nt) v'(t) = sin(nt)

Par intégration par parties,

/07T wv'(t)dt = [uv(t)]g — /07r u'v(t)dt

ie
L, =|——t t — —— t)(t)dt
1 _n cos(n )L /0 < n) cos(nt)(t)
d’out
I = |~ Ltcos(nt) + L sinnr)]
n = |——tcos(n — sin(n
b | n n? 0
i = (=57 cos(m) + 5 sin(nm) ) = (=0 cos(n0) + — sin(n0)
n = | ——mcos(n — sin(n — | ——0cos(n — sin(n
b n" (R " n n?
-1 n+1
[l,n = ( ) s
n
F—1)mtt gk -1
2. Montrer que pour k > 3, [}, = (1) — ( 5 )[k,z,n.
n n
Soit k > 3,
Les fonctions u : t — tF et v : t —% cos(nt) sont de classe C! sur [0, 7.
u(t) =t u/(t) = ktk=1
v(t) = —1 cos(nt) v'(t) = sin(nt)

Par intégration par parties,

/07T wv'(t)dt = [uv(t)]g — /07r u'v(t)dt

1 " "k
ie Iy, = {——tk cos(nt)} - / — =~ k=1 cos(nt)dt
n o Jo n

Les fonctions u : ¢ — t*~ et v : ¢ = — L sin(nt) sont de classe C* sur [0, 7).
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u(t) = ! u'(t) = (k—1)th2
v(t) = = sin(nt) V'(t) = cos(nt)

Par intégration par parties,

Iyn = _Etk cos(nt)] + — ({—tk_l sin(nt)] - / —— k2 sin(nt)dt)
L 0 0

o n\[n n
donc
1 k(1 T ok(k—1) [T
Ijm = | ——t*cos(nt) + — (—tkl sin(nt))] - %/ t* =2 sin(nt)dt
L n n \n 0 n 0
1 k(1 1 k(1 k(k—1
Iy = (——ﬂ'k cos(nm) + — (—7?’“‘1 sin(mr)))— <——Ok cos(n0) + — <—Ok_1 sin(n())))—<72)[k_27n
n n\n n n\n n
Donc
—1)ntt k(k—1
[k,n = << 72 7Tk + 0) - (O) - %[kln
Enfin
—1)ntt k(k—1
[k,n = ( ) 7Tk - ( B )[k72,n
n n
3 -1 n+1 6m(—1)"
. En déduire que I3, = ™ n) + 7r(n3 ) .
Soit n € N*,
—1)mt o 3(3—1
[37n — ( ) 7T3 o ( - >[1,n
n n
-1 n+1 6 1 n+1
Enfin
) L6 (=)
Iy, — 2 n3+—2><< S
n n n
On en déduit donc que
7T3(_1)n+1 671'(—1)”
[3,11 = 3
n n
g 6m(—1)"+!
. En utilisant ce qui précéde, montrer que / f(t) sin(nt)dt = % Soit n € N*,
0 n

/ f(t) sin(nt)dt = / (7t — t*) sin(nt)dt = 7r2/ tsin(nt)dt—/ t3sin(nt)dt. ie
0 0 0 0
/ f@t)sin(nt)dt = 721 ,,—1I3,,.

0

donc

/07r f(t)sin(nt)dt = 72 x

(—lr)LnJrlﬂ_ B (W3(_Ti)n+1 N 67‘(‘(7;1)”)
/Wf(t) sn(ntydt = TV e PEDT 6r(-1)"

n ns

Conclusion:

/7r f(t)sin(nt)dt = M

n3




Partie B
1. Etudier la parité de la fonction f-

e Dy =R est centré en 0.
o Vi€ [—m, 7,
f(=t) = (—t) = ()’ = —n*t + 2 = —f (D).
Enfin, Vt € R,
il existe ty € [—m, 7| et k € Z, tels que t = (2m)k + 1o
f(=t) = f(—to — 2m)k) = f(—to) = —f(to) = —f(to + (2m)k) = — f(1).

Donc f est impaire.

2. Etudier les variations de f sur le segment [, .
f est dérivable sur [—m, 7]

vt € [—m, 7],

f’(t):7r2—3t2:3(%—t> (%+t>.

d’ou le tableau suivant:

5
5

t -7 -
signe de f’(t)

0T 0 -
variations de f \‘ /( \(

3. La fonction f est-elle continue sur R ? Justifier.

™

f est continue sur [—, 7],

par périodicité, elle est donc continue en tout t € R\ {(2k + 1)m, k € Z}

De plus

lim f(t) = lim 7%t — > =0

t—m— t—m—

Alors que

lim f(t) = lim f(t)= lim 7°t — > =0 (par périodicité)
t—mt t——mt t——gt

donc, f est continue en 7 et, par périodicité, en tout ¢t € {(2k + 1)m, k € Z}

Conclusion: f est continue sur R.

4. On note

Sf(t)= i a, cos(nt) + i by, sin(nt)
n=0 n=1

la série de Fourier de la fonction f.

(a) Déterminer les coefficients a,,.
f est impaire donc

Vn € N, a, =0



(b) Montrer en utilisant la question A(4) et en précisant les étapes de calculs, que pour
C_l)n+1

tout n € N*, on a b, = 12 3
n

SoitT:27retw:2%:1
Vn € N*,

/ £(t) i (wnt)dt

by, = f( ) sin(nt)dt

ort — f( )sm(nt) est paire, donc
_2
2 [ f(t)sin(nt)dt
enﬁn, en utlhsant le résultat de la question A(4),
y 2 Gm(=)m 1=

T n3 n3

5. Montrer que la série de Fourier Sf converge vers f et préciser le théoréme utilisé.

La fonction f est 27— périodique et C! par morceaux sur R, donc, d’apres le théoréme de Dirichlet,
la série de Fourier de f converge pour tout t € R, vers %(limt_ f+ limg f).

De plus f est continue sur R donc V¢t € R, 1(lim,~ f + limy+ f) = f(t), ce qui montre que la série
converge vers f.

s = (=1)P
6. Calculer Sf(n/2) et en déduire la valeur de E TSR
D
p=0

. . . . . ™
D’apres la question suivante la série de Fourier de f converge en 5 et

m m 9 T m 73
5f(§)=f(§):”*§—(§)3:3?

On en déduit que

Z a, cos(n Z by, sin(n 37:

12 n+1 3
0+ Z sm(ng) = 3%
ou encore
P KT
—~ (2p+1)° S 12x38
Enfin
SHCT
=
S (2p 17?32
7r 871'7
7. Mont Y(t)dt = ——
ontrer que /0 f2(t) 105

™

fA(t)dt = / (x%t — %)t = / (m4? — 2 x 7t + 15)dt
0 0

0

; 3 5071,

m 3 5 7 1 2 1 5XT—2x3xT+3x5 8’
2(0dt = 47T__2 2T T —0=(==-Z4=)7"= "=

AU Ty YT 575 7)7 3x5x7 " T 105

Conclusion:



/ 1 105

1 6
8. En appliquant la relation de Parseval a f, montrer que Z — =

T
945

f est 27T—périodique et continue par morceaux donc, d’apres I'inégalité de Parseval,

oo az et Yy o b2 convergent et

n=1"n
(S yn) = o [Cirore
2 n=1 ! n=1 " 2 0
ie
1 o0 12(_1)n+1 2 1 2m )
Z = 7 ) == t)dt
2 Z < n3 27T/0 ()

or f? est paire, donc

1L (12(-1)"\ 1 ™,

n=1

donc

Conclusion

Lo &= T T
—nb  105%72  105%9 945

1 " "1
9. (a) Soit n entier supérieur ou égal a 2. Montrer que — = / —Gdt < / t—ﬁdt.
n n—1T1 n—1
Soit n > 2,
Vte[n—ln] 1<n—1<t<n donc 0 < t® < nf donc & < %
ort— —g et t— tG sont continues sur [n — 1,n] donc

noq n
[ 7@3/ L,
n—11 n—1 tG

1
Conclusion
1 " "1
n n—1 77, n—1 t
+oo

(b) Soit N un entier supérieur ou égal a 1. Montrer que Z
n=N-+1

1

1
né = 5N5°

<

Soit N un entier supérieur ou égal a 1, alors N +1 > 2 et
Soit VP > N, alors VN +1 <n < P,



1 n
2§n,donc—6§/ —dt

6
n 1 T
alors
P /
n:NJrl n=N+1vY"" 1
donc

Z § / —dt (par relation de Chasles)

n= N+1
ie

S 2R-E3)- &
né = |55 \5P5 5N°
n=N+1

—1 .
PLITOO 5P =0et ) 2 =5 converge donc on peut écrire
P
1 —1 -1
. 1Yy R
PLITOO < Z n6> - PLHEOO <5P5> (5N5)
n=N+1
ie
Lo L
né = 5N
n=N-+1




Partie C

On admettra pour répondre a cette partie d’algorithmique les deux résultats suivants démontrés dans
la partie B questions (8) et (9)(b):

I < 1
e VA D
n=1 n=N-+1

1. Ecrire en métalangage ou en Python, une fonction fin prenant comme argument un
réel eps avec 1071Y < eps < 1, et renvoyant le plus petit entier naturel non nul N tel que

ENG < eps.
Fonction en métalangage Fonction en Scilab
function N=fin (eps)
fonction fin(eps) N=1
N1 while (1/N"5)>eps do
tant que 1/N° > eps faire N=NH-1
| N+ N+1 end
fin endfunction

retourner N

2. Ecrire en métalangage ou en Scilab, une fonction somme prenant comme argument un
N
1
réel N strictement positif et renvoyant une approximation décimale de E —-
n

n=1

Fonction en métalangage Fonction en Scilab

function S=somme(N)

fonction somme(N) S=0
S=0 for k=N:—1:1 do
pour k allant de 1 a N faire S=S+1/k"6
| S« S+1/kS end
fin endfunction

retourner S

Remarque:

On part de S=0, puis on incrémente du plus petit nombre au plus grand afin de minimiser les erreurs
de calcul.

(C’est une bonne habitude a prendre, mais pas forcément utile avec Scilab.

3. En utilisant les deux fonctions précédentes, écrire en métalangage ou en Scilab, une
fonction approxPi6 prenant comme argument un réel eps strictement positif et renvoyant
une approximation de 7° & eps pres.

Fonction en métalangage Fonction en Scilab

function a=approxpi6 (eps)
n=fin (eps/945)
a=945xsomme (n)
endfunction

fonction approxpi6(eps)
N=fin(eps/945)
retourner 9/5*somme(S)



Remarque:

[e.9]

y Lo
£ nS 945
N +00
1 1 70
donc Z 5 + Z 5= o
n=1 n=N+1
d’ou

N 1 +o00 1
M5 x >~ +945%x Y —=n"
n n
n=1

n=N-+1
On cherche donc N tel que
+00 1 +o00

w5k 3 GSpmie B

n=N+1 n=N+1

N
1
Puis on calcule 945 x E —
n

n=1

1 1
— < —
nb = 945 x 5N°




Exercice 2
On considére la fonction f de R? dans R, définie par

V(z,y) €R?,  f(z,y) = 2* +y° + 2%y + xy® — 62 — 6y.

Dans un espace affine euclidien muni d’un repeére orthonormal (O; 7,7, k), on considere la
surface S admettant pour équation cartésienne:

2= f(z,y) = 2° +y° + 2%y + xy® — 62 — 6y.
. Comparer f(x,y) avec f(y,z). En déduire un plan de symétrie de la surface S.
V(z,y) € R?,
fly,x) = flz,y)
donc S admet le plan d’équation y = = (ie z — y = 0) comme plan de symétrie.
. Dans cette question, on cherche a déterminer les points critiques de f.
(a) Calculer p(z,y) = ai (z,y).
V(z,y) € R?,
p(r,y) =322 +0+22y +y?> — 6+ 0 =322+ 20y + 4> — 6
(b) Calculer ¢(z,y) = ajj(z Y).
V(z,y) € R?,
q(z,y) =0+ 3y* + 22 + 22y +0 — 6 = 3y> + 22 + 220y — 6

C ouver les couples de reels (7, solutions du systeme equations sulvant:
Trouver 1 les de réels (z,y) solutions du systéme d’équat;i ivant

{p(fc, y) = 0
qg(z,y) = 0
Indication: On pourra considérer 1’équation auxiliaire p(z,y) — q(x,y) =0

{p@f,y) = 0@{( p(xy) ~ 0
T

q(z,y) = 0 y) —q(r,y) = 0
322+ 2ry+y*—6 = 0
{ 212 —2y =0
RY +2xy+y -6 = 0
<= 3y + 22 +2xy 6 = 0
:c—l—y) = 0
{6x2—6 = {2902—6 = 0
<~ ou
Y = -

II

2 = 2 = 3
(o tafe o
S = {1,1)( 1,—1); (vV3,—V3); (- \/5,\/5)}

(d) En déduire que la fonction f admet quatre points critiques dont on précisera les
coordonnées.
f admet un point critique en (x,y) ssi Vf(z,y) =0
Donc f admet quatre points critiques de coordonnées (1,1); (=1, —1); (v/3, =v/3) et (—=v/3,v/3)
(e) A l’aide d’un théoréme bien choisi, que vous énoncerez et dont vous vérifierez les

hypothéses dans ce cas, montrer que S = Of
P ’ 4 oxdy  Oyox

est une fonction polyn()miale en x et y donc f est de classe CQ sur RQ, par conséquent, d’aprés
Yy
le théoreme de SChW&I‘Z7

o*f  of
oxdy  Oyox

V(z,y) € R?,




3. Dans cette question, on détermine de quels types sont les points critiques.

(a) Calculer r(z,y) =

()

r(z,y) = g(z,y) = 62 + 2y
(b) Calculer s(a: y) = aamgy (x,y)

s(z,y) =

(c) Calculer t(x y) =

t(z,y) =

(x y)—2x+2y

(w Y)

(:1: y)—6y+2x

(d) Calculer 7,s,t et 7t — s?> pour (z,y) valant (1,1),(—1,-1),(v/3,—/3) et (—/3,V3). En
déduire la nature des points critiques (max1mum, minimum ou col) trouvés a la
question (2d). Pour cela recopier et compléter le tableau récapitulatif suivant.

(1,1) (=1, -1) (V3. —v3) | (=V3,V3)
r 8>0 -8 <0 1V3 —44/3
s 4 —4 0 0
t 8 -8 —4v/3 443
rt — s* 48 >0 48 >0 —48 < 0 —48 < 0
Nature | Minimum local | Maximum local | col (point selle) col

4. Dans cette partie, on cherche a déterminer les points du plan tels que f(z,y) = 0.
(a) Déterminer trois réels a,b, c tels que pour tout (z,y) € R*:
flz,y) = 2> +9° + 2%y + 2y* — 62 — 6y = (v +y)(2* + y* + axy + bz + cy — 6).

V(z,y) € R?

(r+y) (22 +y’+ary+br+cy—6) = 23 +zy’+azr’y+br’+cry—6z+2’y+y>+ary? +bry+cy?—6y =
4+ 3+ (a+ D)2y + (a + 1)ay? + bz* + (b + ¢)zy — 6x + cy® — by

par identification des coefficients

at+1= 1
b= 0
c= 0

donca=b=c=0

et V(z,y) € R?

fl@,y) = (v +y)(@* +y* - 6)

En déduire que ’ensemble de points vérifiant 1’équation f(z,y) = 0 est formé d’une
droite et d’un cercle. On donnera une équation de la droite et une équation du

cercle, son centre, son rayon puis les coordonnées de l’'intersection de la droite et
du cercle.

flz,y)=0ssi (z+y)(x®*+y>*—6)=0ssiz+y=00ouz’+y>*—6=0

Donc 'ensemble de points vérifiant I'équation f(z,y) = 0 est formé de la réunion de la droite
D d’équation y = —x et du cercle C d’équation 2% + y* = 6.

Le cercle a pour centre O(0,0) et pour rayon v/6.

Yy=—-
M(:c,y)eDﬁ(7<:>{SCQJFyQI6
y=-z
:){23/2:6
— ou
{ y=+3 y=-V3

La droite et le cercle se coupent donc en A(—\/g; \/5) et B(\/_; —\/§)
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(c) Faire sur votre copie une figure donnant dans un repére la droite et le cercle
précédents ainsi que les points critiques trouvés a la question (2d). (Une figure
a main levée aussi claire que possible sera acceptée).

6 &

D 51

\

11



