TELECOLLE JEANSON
Enoncé

Exercice 01
Soit a € R. Résoudre ’équation différentielle :

y' (@) =2y (z) + (1 - a?)y(x) = €.

Indications : On commence par résoudre I’équation homogene. On pose alors I’équation caractéristique :
X2 -2X+41—a? = 0. On détermine ses racines en fonction de son discriminant A, selon qu’il est > 0, = 0
ou < 0. Puis, on cherche une solution particuliere y, de 1’équation complete. Comme le second membre
est x — e”, on rappele que si 1 n’est pas racine de I’équation caractéristique, on cherche une solution
yp(x) = ae®, ol a € R, si 1 est racine simple de 1’équation caractéristique, on cherche une solution
yp(x) = axe®, ou a € R, si 1 est racine double de I'équation caractéristique, on cherche une solution
yp(x) = az?e”, ot a € R,

Exercice 02

Soit X une v.a.r.d telle que X(2) = N et dont la loi de probabilité f vérifie :
4
Vn € N*, f(n) = Ef(n -1).

Déterminer cette loi.

Indications : On écrit donc f(n) en fonction de f(n — 1) puis on écrit f(n — 1) en fonction de f(n —2)
puis f(n — 2) en fonction de f(n — 3) etc jusqu'a f(1) en fonction de f(0). Puis on fait le produit de
toutes les égalités. On en déduit f(n) en fonction de f(0). On peut conclure.



Correction

Exercice 01
Soit o € R. Résolvons ’équation différentielle :
y' (@) =2y (z) + (1 - a?)y(x) = €.
e On commence par résoudre I’équation homogene. On pose alors I’équation caractéristique :
X2—-2X+1-a*=0.

Déterminons ses racines en fonction de son discriminant A, selon qu’il est > 0, = 0 ou < 0.
On a:

A=4-4(1-a?) =4a?.

Si a = 0, ce qui signifie A = 0 alors 1 est racine double et I’ensemble des solutions de ’équation homogene
est :

Sy = {x — e*(\ + ux), (\, p) € R*}
Si a # 0, ce qui signifie A > 0 alors les racines de I’équation caractéristique sont

2+ 20
2

=1+a.

L’ensemble des solutions de I’équation homogene est :
Sy = {x = NeFe pyell=)z () ) € R?*}

e Recherche d’une solution particuliere y, de I’équation complete.

Si o = 0, comme 1 est racine double de ’équation caractéristique, on cherche une solution y,(z) = az” e”,
oua € R.
On dérive deux fois yj, :

yp(z) = ax?e”, y(z) = (2ax + ax?) e®, y) (x) = (2a + 4az + az®) €”.
On remplace dans y”(z) — 2y/(x) + (1 — o®)y(z) qui est ici y”(z) — 2y'(x) + y(x) et on obtient comme
seul terme :

2a€e*.

1

Comme le second membre est e, on a: a = —.

Bilan : ’ensemble des solutions de ’équation complete est :
1
S={z—e*(\+ pux) + §ex (A, 1) € R?}

Si o # 0, comme 1 n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution y,(z) = be”,
oubeR.
On dérive deux fois yp, :
yp(x) = be” =y, (2) =y, (2).
On remplace dans y”(z) — 2y'(z) + (1 — o?)y(z) et on obtient comme seul terme :
—a?be”.

-1
Comme le second membre est e, on a : b = —-

@
Bilan : ’ensemble des solutions de 1’équation complete est :

1
S={zr AellF)T 4 el-a) gew (\, p) € R?}



Exercice 02
Soit X une v.a.r.d telle que X (2) = N et dont la loi de probabilité f vérifie :
4
VneN*, f(n)=—f(n—1).
n
Déterminons cette loi, c’est-a-dire déterminons f(n) en fonction de n.

On écrit alors f(n) en fonction de f(n — 1) puis on écrit f(n — 1) en fonction de f(n — 2) puis f(n —2)
en fonction de f(n — 3) etc jusqu’a f(1) en fonction de f(0). On a :

) = i)
fa-1) = —Sfn-2)
-2 = L fn-3)
=

Puis on fait le produit de toutes les égalités :

F) x fn—1) x . x f(1) = 2 x 4 1

X
n n—1 n-—2

X . X % X fln—1)x...x f(1) x f(0).

Il reste : f(n) = %f(O)

Puis, on sait que la somme
“+o0 —+oo n
Zf(”) = ng(o) =1
n=0 n=0
On reconnait le D.S.E de e* et donc : e f(0) =1 = f(0) = e™*. Ainsi :

4

nl’

VneN, f(n)=e

On reconnait la loi de Poisson de parametre 4.



