TELECOLLE BLAKU
Enoncé

Exercice 01

Soit la fonction f(t) = |cost|.
1. Montrer que f est paire et m-périodique. Tracer 1a sur [—7, 7].

2. Donner la série de Fourier de f.
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Indications : 2. On pourra intégrer sur [0, 5}

On utilise : 2 cosacosb = cos(a + b) + cos(a — b).
3. On pensera a Dirichlet avec les bonnes valeurs de t.

Exercice 02

Dans Pespace rapporté a (O, 7, j, k) orthonormé direct, soit S la surface d’équation : 22 +y2+222 = 1
et soit D la droite d’équation :

r = 2

y = 3z—3°

Déterminer les plans tangents a la surface S et orthogonaux a la droite D.

Indications : On rappelle que si une surface S a pour équation f(x,y, z) = 0, alors le plan tangent
en Mo (2o, Yo, 20) & cette surface est :

0 0 0
(@ = 20) 5 (20, s 20) + (= o) - (0o 20) + (= — 20) 51 (a0, o 20) =0

Et donc le vecteur gradient V f(zo, yo, 20) est orthogonal & ce plan et doit étre colinéaire & D.



Correction

Exercice 01

Soit la fonction f(t) = | cost|.
1. Montrons que f est paire et m-périodique.
11 suffit d’écrire pour tout ¢ € R,

f(=t) = |cos(—t)| = |cost| = f(t) et f(t+m) =]|cos(t +7)| = | — cost| = |cost| = f(t).

7r
Pour le tracé, on vous fait confiance. Il suffit de tracer sur [0, 5] la fonction cos puis de faire la
symétrie orthogonale par rapport a Oy puis on translate.

2. Pour déterminer la série de Fourier de f, il faut trouver les coefficients de Fourier. Comme f est
paire, b, = 0 pour tout entier n. e Calcul de ag.

On va intégrer sur [0, g} IeiT=met:

s

1 a+T 1 % 9 z
ap = = f(t)dt = — f@)dt== costdt.
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On a rapidement :
apg = — sint%—— —.
o x [sin]g ™

e Calcul de a,, pour n non nul.
T
On va encore intégrer sur [0, 5} IciT=mmw=2et:

2 ot 2 (3 4 (3
an = T/ f(#) cos(nwt)dt = — f(t) cos(2nt) dt = —/ cost cos(2nt) dt.
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On utilise : 2 cosa cosb = cos(a + b) + cos(a — b) et donc :

2 %
apn, = ;/0 (cos((2n + 1)t) 4+ cos((2n — 1)t) dt.

Cela donne :

L2 [sin(@n +1)t)  sin((2n — 1)t)] 3
"o (2n+1) 2n —1 0

Ce qui donne :

™

2 (sin((2n+1)%) sin((2n—1)%)
“":_< 2n+1) on — 1 )
Puis : sin((2n +1)F) = sin (mr + g) = cos(nm) = (—1)".

De méme, sin((2n —1)%) = sin (mr — g) = —cos(nm) = —(-1)™.

Alors :

O G VA G Vi A(-1)"
" ((2n+1) - 2n1) T 7(l—4n2)

On a alors pour tout t € R,

—+o0

4 —1)"
— (=1 cos(2nt).
™

n=1

3. Comme f est continue sur R, d’apres le théoreme de Dirichlet, on a :

T 41— 4n?

+oo n
Vit e R, f(t) = % + 1 Z (=) cos(2nt).
n=1

Si I'on applique avec t = 7/2, on a : cos(2nt) = (—1)" et donc :



= 1 ~1
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n=1

Si 'on applique avec t =0, on a : cos(2nt) = 1 et donc :

i" -H)» 7 1
“—4n -1 4 2

Exercice 02

Dans lespace rapporté a (O, i 7 E) orthonormsé direct, soit S la surface d’équation : 2 +y%4222 = 1
et soit D la droite d’équation :

r = 2

y = 3z2—3°

Déterminons les plans tangents a la surface S et orthogonaux a la droite D.

On rappelle que si une surface S a pour équation f(x,y, z) = 0, alors le plan tangent en My(xo, Yo, 20)
a cette surface est :

0 15) 0
(SE - wo)a—i(ﬂﬁo,yo, 20) + (?J - yo)a—z(ﬂﬁoayo, Zo) + (Z - Zo)a—ic(fﬂo, Yo, Zo) =0.

Ici f(z,y,2) = 2% + y? + 222 — 1. Donc un plan tangent en Mo(zo, Yo, 20) & cette surface est :

(r — 20)220 + (¥ — y0)2y0 + (2 — 20)420 = 0

0 9 5
car a_i(anyosz) = 25007 a_f(xo,yo,ZO) = 2y0 et a_:];(zoay0720) — 4z,

La droite D passe par (2,0, 1) et a pour vecteur directeur (0, 3,1).
Les plans tangents a la surface S et orthogonaux & la droite D sont ceux tels que le vecteur gradient

V f(x0, Y0, 2z0) ( qui est orthogonal & ces plans tangents) soit colinéaire & D, donc colinéaire & (0, 3,1).
On a:

200 = ax0
J eR, 299 = ax3
4ZQ = axl
Cela donne : g = 0 et yg = 62.
1
Comme My € S, 2 +yg + 225 =1 = 2§ = EeL On a donc deux plans tangents qui vérifient la

condition,

6 1 6 1
celui pour My | 0, —, —— | et celui pour My |0, - —, —— | ;
pot o ( V38 38) pour Ho ( V38 x/—gs)



