TELECOLLE HASHIM
Enoncé

Exercice 01

R3 est muni de sa structure euclidienne usuelle, {, ) désigne le produit scalaire et A le produit vectoriel.
Soit @ un vecteur de norme 1 et f application de R? dans lui-méme définie par :

1
1@ =3 <f+ (@, DT+ V3TN f) .
. Vérifier que f est un endomorphisme de R3.
. Justifier que 'on peut compléter @ en B = (i, 7, W) en base orthonormée directe de R3.

. Préciser la matrice de f dans la base B et reconnaitre f.

N N

1
. On suppose que @ = —=(1, 1, 1). Préciser la matrice de f dans la base canonique de R3.

V3

Indications : 1. Il suffit de vérifier la linéarité de f, c’est-a-dire :

Pour tout (7, %) € R et tout a € R, f(Z + af) = f(Z) + af (7).

2. Citer un résultat du cours.

3. On doit écrire f(@), f(7) et f(w) sous forme de combinaisons linéaires de @, ¥ et .

Puis on a alors les colonnes de la matrice cherchée. On rappelle au passage que 4 A U = .

4. On pose Z(x1, x2,z3) puis on calcule les coordonnées de f(Z). On en déduit alors la matrice cherchée.
Attention, utiliser la matrice de 3. et donc introduire une matrice de passage P serait maladroit car il
faudrait trouver ¥ et w puis inverser P. Trop long.

Exercice 02

sin? ¢
t2

—+o0
Déterminer la nature de 'intégrale : / dt.
0

+oo ; 400 :.2
sint sin“ ¢
Montrer ensuite que : / 4 dt = / 2 dt. Conclure.
0 0

.2
L. sin” ¢ - .
Indications : Pour la convergence de / - dt, on pourra utiliser |sinu| < 1.
0

Y sint

Puis, on part de / —— dt et on fait une intégration par parties en prenant t — 1 — cost pour primitive
u

de t — sint. On fera ensuite tendre u vers 0 et v vers 4o0.



Correction

Exercice 01
Soit @ un vecteur de norme 1 et f application de R? dans lui-méme définie par :
F(@) == (f+ (@, DT+ V3TN :E) .
1. Vérifions que f est un endomorphisme de R3.

Comme il est clair que I’on reste dans R?, il suffit de vérifier la linéarité de f, c’est-a-dire :
Pour tout (7, %) € R et tout a € R, f(Z + af) = f(Z) + af (7).

Alors :
T S Lo
f @+ ag) = 5 (@ +ag) + (@ +ag), DT+ V3TN (T +ap))
Or:
(7 +af), DT = (7, DT +a(f, O
Et :

VBUAN(Z+af) = V3UNT+av3aNj.
Alors, en développant f(Z + ag), on tombe bien sur f(Z) + af (7).
2. Justifions que 'on peut compléter @ en B = (i, ¥, 1) en base orthonormée directe de R3.

Il suffit de remarquer que I'une au moins des familles (@, 7, E), (, i ;), (i, i E) est libre. On applique
Gram-Schmidt a cette famille libre choisie, on a donc l'existence de deux vecteurs v et w qui forment
avec @ une base orthonormée. On peut la choisir directe (quitte & prendre —w) et donc @ A ¥ = .

3. Précisons la matrice de f dans la base B.

On doit écrire f (@), f(¥) et f(w) sous forme de combinaisons linéaires de i, ¥ et .
Ona:

kﬁ
—
=
Il
N | —

(mw, ﬁ>ﬁ+\/§ﬁ/\ﬁ).

Puis :

I
f(’U)—i’U—f—T’LU
Puis :
I - -
f(w):§<w+<u,w>u+\/§u/\w)
Comme (W, @) =0 et &AW = —7, il reste :
I

Puis on a alors les colonnes de la matrice cherchée :



a}—‘

o O =
w|&w|>—t )

N[

0
On reconnait la matrice de la rotation vectorielle d’axe porté et dirigé par « et d’angle 6 = 3

1
4. On suppose ici que @ = —=(1,1,1). Précisons la matrice de f dans la base canonique de R3.

V3

On pose Z(x1,x2,x3) puis on calcule les coordonnées de f(Z).
Alors :

1
<f, ’LT)’LT = g (.Tl + 19 + .T3) (1, 1, 1).

Puis :
\/gﬁ/\f: (17 15 1) A (1"1;1"27:63) = (:CB — 2,1 — X3,T2 — :Cl)-

Alors f(&) vaut :
1 1
3 ((:cl,wz,ws) +3 (1 +22+a3) (1,1,1) + (x3 — 2, 21 — 3,22 — x1))) .

On trouve :

. 1
[(@) = 3 (2z1 — 2o + 223, 221 + 220 — T3, —x1 + 229 + 223) .

La matrice cherchée est donc :

Wl

Exercice 02

sin® ¢

o dt.

—+oo
e Déterminons la nature de 'intégrale : /
0

.92 b

sin? ¢

o dt

On commence par dire que g : t — est continue et positive sur ]0, +oo[ donc 'intégrale /

t2 @

pour tout 0 < a < b.
Au voisinage de 0,

g(t) ~ 1.

.2
dt existe.

b
Donc g a un prolongement par continuité en 0 et l'intégrale / 2
0

Puis, pour tout u € R, |sinu| < 1. Donc,
1
Vo 2 b, g(t) < 55

sin®t

o dt.

+o0 t+oo
Comme / o) dt existe car ¢’est une intégrale de Riemann convergente, il en est de méme de /
b b

4o i 2
sin“t
En conclusion, / 2 dt existe.
0
+00o i +00 Li,2
sint sin“ ¢
Montrons que : / —dt :/ 5— dt.

Y sint
Partons de / 5 dt, o 0 < u < v et on va faire une intégration par parties en prenant ¢ — 1 — cost
u

pour primitive de t — sint. On a alors :

Y sint Y1 — cost 1—cost]”
1 —dt = — —dt E———



Alors :

[1 —costr _ 1—cosv
. =

1 —cosu
u

1 —coswv
Comme |———

[

v

U
1—cosu
Puis,

. 1 —cosv
< —, si v tend vers +o00, alors

v
u?/2

~

tend vers 0.
u
u vers 0 et v vers +o0o dans (1). Cela donne :

au voisinage de 0 et tend donc vers 0 quand u tend vers 0. Il reste a faire tendre

cost
3 dt.

+° gint too 1 _
1) / Sidt:/
0 t 0 t

Il reste & remarquer que 1 — cost = 2sin? —. Alors :

0 1 _cost +0° 9 gin?
-t =
t2
+oo 0

t
On pose z = — et alors :

/+°°1cost ; +9° 9 gin?
0

+oo :..2
‘ d:/ 2x2dz:/ sin” x
t 0 4z 0

T gint L
On peut conclure que 5 dt est une intégrale convergente.
0

q.e.d

dzx.



