TELECOLLE SAVANE
Enoncé

Exercice 01

On donne une suite (X,,) de variables aléatoires réelles indépendantes suivant toutes une méme loi de
Bernoulli de parametre p € [0,1]. On pourra poser ¢ = 1 — p.

1. Déterminer la loi de S,, = ZXZ"
i=1
2. On note A,, 'événement : < S,, est paire > et U, = P(A,).
Calculer Uy, Us et Us.

3. Montrer que P4, (Ant+1) = 1 — p puis que Up41 = (1 —2p)U,, + p.

4. Trouver une relation de récurrence vérifié e par V,, = U,, — % et donner la limite de (Uy,).

Indications :

1. C’est du cours.

2. U; = P(X; est paire ), Uy est P(X; + Xo est paire ) et se décompose en P(X; = 0,X2 = 0) et
P(X; =1,X2 =1). Pour Us, on a la somme de quatre probabilités.

3. Apres le caleul de Py, (An+1), on calculera de méme Py—(Ap41) puis pour calculer up41, on appli-
quera la formule des probabilités totales. '

4. On verra que (V},) est une suite géométrique de raison 1 — 2p.

Exercice 02
Expliciter la suite (uy),5, définie par

up=u; =1 et Vn € N upt2 = upy1 + tp.

14+5 1-5
5 et B = 7

1. par I’équation caractéristique;

On posera : a =

2. par une méthode matricielle, en introduisant U,, = ( Z" ) .
n+1

Indications :

1. On rappelle que si Uy, 42 = @ty 41 + buy,, équation caractéristique est : t2 = at + b et on détermine les
racines ¢ et g2 de cette équation.

2.  On trouvera une forme matricielle U,41 = AU,, ou A est une matrice carrée d’ordre 2 et on

diagonalisera A. En particulier, on remarquera que o est un vecteur propre de A associé a a et que

1 s
< ﬁ) est un vecteur propre de A associé a 3.



Correction

Exercice 01

On donne une suite (X,,) de variables aléatoires réelles indépendantes suivant toutes une méme loi de
Bernoulli de parametre p € [0,1]. On pourra poser ¢ = 1 — p.

1. Déterminons la loi de S,, = Z X;.
i=1

D’apres le cours, comme les v.a.r X; sont indépendants et suivent toutes une méme loi de Bernoulli de
parametre p € [0, 1], S, suit la loi binomiale de parametres n et p. On écrit :

Sy < B(n,p).

2. On note A, I'événement : < S,, est paire » et U, = P(A4,).
Calculons Uy, Us et Us.

e On écrit :
Uy = P(X; est paire ) = P(X; =0) =q.
o U est P(X; + X5 est paire ) et se décompose en (car X; et Xo indépendants) :

P(Uy)=P(X1=0,X,=0)+ P(X; =1,X, =1) = P(X; = 0)P(X5 = 0) + P(X; = 1)P(Xy = 1) =
2 2
q° +p*.

e Pour Us, on a la somme de quatre probabilités. En effet, [X; + X5 + X3 est paire | signifie :

(X1=0,X2=0,X5=0)U(X;=0,Xo=1,X3=1U(X;1=1,X,=0,X3=1)U
(X1 =1,Xs=1,X3=0).

Finalement :

P(Us) = ¢ + qp® + qp® + qp* = ¢* + 3qp*.

3. e Montrons que Py, (A1) =1—p.

On remarque que Py, (A,+1) est la probabilité que X, 11 soit paire.
En effet, c’est la probabilité que S,, + X,,+1 est paire sachant que S,, 'est. Donc X, ;1 est paire. Alors :

Pa,(Ant1) =q=1—p.

e Montrons que U,4+1 = (1 — 2p)U,, + p.

On commence par calculer de méme PE(AnH)- C’est la probabilité que S,, + X, 41 est paire sachant
que S, est impaire. Donc X, ;1 est impaire. Alors :

PE(AnH) = b
Pour calculer w41, on applique la formule des probabilités totales :
P(Ant1) = Pa, (Ant1) P(An) + P (Ant1) P(Ay).
Cela donne :
Unt1 = Pa, (Any1)tn + Pr-(Ans1)(1 — un).
Et donc :

Up+1 = qUnp +P(1 —Up) = (1 — 2p)un +p.



4. Trouvons une relation de récurrence vérifiée par V,, = U,, — % et donnons la limite de (Up,).
On a:

1 1
Unt1 = (1=2p)un +p= B + Va1 = (1 —2p) (5 +Vn) +p.

Cela donne :
Vie1 = (1 = 2p)V,.

On voit que (V},) est une suite géométrique de raison 1 — 2p.

Cela donne :
Vn e N*, V, = (1-2p)"~11].
1 1 1

Pui = ——=q—=-==-—p. 1 :

uis Vi = U; > q > > p. Il reste

N (1
Vn e N*, V,, = (1 —2p)" 5P

Ainsi,

1 1
Vn € N*, Un:§+(172p)"*1 <§p>

Si n tend vers 400, comme —1 <1 —2p < 1, 11111 (1 —2p)"~t =0. Ainsi :
n—-+0oo

1
lim U, = -
11m 9

n—-+o0o

Exercice 02
Nous allons déterminer ’expression de u,, en fonction de n si (up)nen vérifie :
(1) Vn € N, tpt2 = Upt1 + Un, avec ug = up = 1.

1. Par une méthode par équation caractéristique.

On rappelle que si Upi2 = AUy + bu,, équation caractéristique est : t2 = at + b et on détermine les
racines q; et g2 de cette équation.

Ici : t2 =t 41 et les racines sont

1++5 1-+5
> et g = 5

Finalement, les solutions u,, sont de la forme Aa™ + pS™, avec A+ =1 et Aa+ puf = 1. On trouve :

= = (0™ - ).

Sl

2. Par une méthode matricielle.

En posant U,, = uu” , alors la relation de récurrence devient :
n+1
= 0 1
Un+2 Un+1+ Un & Upy1 = AU, avec A = )
Up+1 = Un+1 11

On va diagonaliser A. Rapidement, x(t) =t —t — 1, donc A a pour valeurs propres :

1+5 1-+5
a=— et g = 5 -




Comme les deux valeurs propres sont réelles et distinctes et comme 1+ 1 = 2, A est diagonalisable.

On écrit donc : A = P.Diag (aaﬂ)'P_l’ avec P = (; ;)

1 N
En effet, (a) est un vecteur propre de A associé a a.

o) =01 (0)-(5)
Or,ozzonrletdonc:A(i) —a. (i)

1 AN
3 est un vecteur propre de A associé a la valeur propre f.

De plus, une formule classique donne :
P*l — 1 ﬂ -1
B—a\—-a 1)

Alors, pour tout n € N, A™ = P.Diag(a™, 3").P~L.
Il reste a courageusement faire le calcul.
On obtient :

On écrit :

De méme, on montre que

U —a"f + ap” o — "
= Oz—ﬂ faﬂ (an 7ﬂn) a1+n 7ﬂ1+n .

Et par la relation : Vn € N*, U,, = AU,_1, on a :
U,=AXAx..x AUy = A"Uy = A" G)

Donc :

_ L [ =a™(=14B) + (- 1)p"
" (a”n(l +8) + (a - 1)5”") '

Le terme u,, cherché est le coefficient du haut de U,,.
Comme a —f3=+5,et que o+ =1,ona —1+=—aeta—1=—F, et on trouve finalement :

€
V5

Up = (anJrl o ﬂnJrl) .



