Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TDs Raisonnement par récurrence.

1 Récurrence simple

Exercice 1 (?)
Soit a > 0 et (up)nen une suite telle que pour tout n € N, u, 1 = au,. Quelle est la nature de la
suite (u,)? Montrer que pour tout n € N, u,, = a™uy.

Exercice 2 ()
On considére la suite (uy,),ey définie par ug = 1 et

VneN, w1 =2u,—n+1.
Montrer que pour tout n € N, u,, > n.

Exercice 3 ()
Soit (uy)nen la suite définie par ug = 2 et

1 2n+3
Vn eN, un+1:§un— 5

Montrer que

1
VneN, un:2—n—2n—|—1.
Exercice 4 ()
Soit (un)nen la suite définie par ug € [0, 1] et

Unp

VTZGN, un+1:7+

NS

1. Montrer que Vn € N, u,, € [0,1].
2. Montrer que la suite (u,)nen €st monotone.

3. En déduire que (u,)nen converge.

Exercice 5 ()

Dans cet exercice, on cherche & montrer par récurrence que pour tout entier n > 4,
" > 2.

1. En étudiant le trinome du second degré 22 — 2z — 1, montrer que pour tout entier n > 3,
n?>2n+ 1.
2. Montrer par récurrence le résultat souhaité.

3. Pourquoi le résultat n’est-il valable que pour n > 47
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2 Récurrence double

Exercice 6 ()
Soit (un)nen la suite définie par ug = 1, u; = 8, et

VneN, uo=4(Upp1 — Up).

Montrer que
VneN, wu,=2"3n+1).

Exercice 7 (X)
Soit (uy,)nen la suite de Fibonacci, définie par ug =0, u; = 1 et

VneN, Upio=Upi1 + Up.

Cette suite célebre est étudiée depuis fort longtemps, elle apparait dans les écrits de savants indiens
dés le 3éme siécle avant J.C., et doit son nom & Leonardo Fibonacci, un mathématicien italien qui
vécut entre les 12éme et 13éme siécles. Il introduit cette suite pour décrire la croissance d’une
population de lapins (dans un modéle simplifié) : « Quelqu’un a déposé un couple de lapins dans
un certain lieu, clos de toutes parts, pour savoir combien de couples seraient issus de cette paire
en une année, car il est dans leur nature de générer un autre couple en un seul mois, et qu’ils
enfantent dans le second mois apres leur naissance. » (Fibonacci, Liber abaci, 1202)

1. Montrer que I'équation 22 = x 4+ 1 admet deux solutions réelles notées a et 3, avec o > f3.

Exprimer « et 5.

2. Montrer que
a — ﬁn

V5

VneN, u,=

Légende des exercices :
o 22 Exercice d’application du cours, & savoir faire en priorité.
o W Exercice de synthése / typique du chapitre.

e X FLzercice pour aller plus loin.
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