Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TDyy  Suites réelles
1 FEtude de la monotonie
Exercice 1 (e0)
Etudier la monotonie des suites (u,) définies par
1.VneN, u, =n*—n—4. "1
o 6. Vn e N*, u, —
2. Vn e N*, u, =¢e"(2n)!. kz:;k
3. ug=1,et Vn €N, upy = u2 —u, + 1. n 1
4 ug=3,et Vn €N, upy1 = up/1+ 2. 7. ¥n €N, un:H\/kQ:—i—l
5. ug =2, et Vn €N L 2 .
Uy =2,etVn Upy1 = Up——"—.
0 ) ) +1 1 +3uﬂ

2 Calcul de limite

Exercice 2 (ee0)
Calculer la limite des suites suivantes :

23 1
L. Un—% vp=vVn+1—vni+n+1 z,=In(n+1)—Inn
2. u, = exp|1——— vp = — +cos(nle”) w, = Vn 1+
n n
n + sin(2n)
n — In(n?)
3. 2 n3 + 5n

An? +sinn +Inn’
COS Ty,

vn+1
n+lnn+1

9. unzﬁ,un:i’)n—f",wn:n%_ﬁ.
n e e

sin(n—g)

(en —1) (cos(\/iﬁ) — 1)

In(n*+1) 3 1
Uy = —F——= , U, =n"In|cos | — ]|
n2+n+1 n?

4. xpe RetVneN, x, =

U, =n’ln (1+6_").

6. u, =

n

Exercice 3 (ec0)

Soit (uy,)nen une suite bornée. Montrer que la suites — converge vers 0.
n

Exercice 4 (eoe)
Pour tout n € N*, on pose :

cosn

NG

In(1+ /n)

Yn = In(1 +n?) "

) Tn = V'n? Yn =
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1. En étudiant les fonctions x — In(1 + z) — (x — %) et x — x — In(1 + x), montrer que pour tout
2

réelm>0,x—%<ln(1+x)<x.

2. En étudiant la quantité suite (In(u,)) (aprés avoir rapidement montré qu’elle est bien définie),
utiliser les inégalités précédentes pour obtenir un encadrement de In(wu,).

3. En déduire que (u,) converge et préciser sa limite.

Exercice 5 (ee0)
Etudier les suites (définition, monotonie, convergence) dans chacun des cas suivants :

L. ug>0etVneN u, 1 =N+ u,.

e Un

n+1

2.upeRetVneN, u,1 =

Exercice 6 (eee® Vrai-faux)
Les assertions suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Si elles sont vraies, le démontrer, sinon donner un
contre-exemple.

1. Si (uy) et (v,) divergent, alors (u, + v,) diverge.

(uy,) et (v,) divergent, alors (u, X v,) diverge.
(un)
(un)
(un)

i (u,) n’est pas majorée alors (u,) tend vers +oo.

i (u,) converge et (v,) diverge, alors (u, + v,) diverge.

i
i (u,) converge et (v,) diverge, alors (u, X v,) diverge.

S
S
S
S

AR

3 Théoréme de convergence monotone

Exercice 7 (e00)

. . . 2u?
Considérons la suite (uy,),eny définie par : ug > 0 et u,q =

1+5u,
1. Montrer que la suite (u,),en est bien définie et & termes strictement positifs. En déduire la mono-

tonie de (up)nen.

pour tout entier n.

2. Montrer que la suite (u,),en converge et calculer sa limite.

Exercice 8 (ec0)

: : . 1+ 2v, .
Considérons la suite (vy)nen définie par : vy > 0 et v, = pour tout entier n.

U S —

"1+ 30,

1. Montrer que la suite (v,)nen est bien définie et & termes strictement positifs. En déduire la mono-
tonie de (v,,)nen-

2. Montrer que la suite (v,)nen converge et calculer sa limite.

Exercice 9 (ee0)
Soit la suite u définie par : ug > 0 et Vn € N, u, 1 = uye

—Un

1. Montrer que pour tout entier n, u,, > 0, en et déduire la monotonie de (u,).

2. Montrer que la suite (u,)nen converge et déterminer sa limite.

Exercice 10 (ee0) 1

Soit la suite v définie par : ug > 0 et pour tout n € N, w1 = u, + —.
Montrer que la suite est bien définie et qu’elle diverge vers +o0. "
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Exercice 11 (ese La somme harmonique)
Pour n € N*, on définit

1. Calculer Si, Ss, Sz, 4.

2. Montrer que la suite (S, )nen est croissante. Que peut-on en déduire sur la nature convergente ou
divergente de (.S, )nen ?

3. Montrer que pour tout n > 1,

1
4. En déduire que
lim S, = 4+o0.
n—oo

Exercice 12 (ee0)
On considére la fonction f définie sur R par : f(x) = x + 22 et la suite (u,,) définie par :

ug=a >0
VTLGN,’LL”_H:]C(U”)

Démontrer que la suite (u,) tend vers +o0.

4 Utilisation des équivalents

Exercice 13 (eco0)
Quels sont les équivalents corrects parmi les suivants ?

l.n~n+1 3. In(n) ~ In(10%n)

—6
2. n?~n+n? 4. "~ e t10

Exercice 14 (e00)
Donner un équivalent le plus simple possible des suites suivantes.

1 - 2n+5 4. sin L
N ‘ Vnti)’
2. 142+ +n, 5. vVn+1—+vn—1,
1 1
2 24 ... 2 6. — .
3. 17 +27+ +n, n—1 n+1

5 Sous-suites

Exercice 15 (e00)
En étudiant les suites extraites d’indices pairs et impairs, étudier la convergence de suites (u,) et (v,)
définies par

1
u, = (=1)" et v, =cos <n7r + —) :
n
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6 Suites adjacentes

Exercice 16 (ee0)
On considére les suites (uy,) et (v,) définies par :

UOIOGtU0:2

3Tl+ n

1. Montrer que la suite (v, — u,) est géométrique. Exprimer v,, — u,, en fonction de n € N.

2. Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
n—1

3. Déterminer leur limite commune, en considérant ’expression E (Upr1 — ug).
k=0

Exercice 17 (ee® Moyenne arithmético-géométrique)
On considére deux nombres réels a > 0 et b > 0. On définit les deux suites (u,,) et (v,) par vy = a et
vg = b ainsi que par les relations de récurrence

u _ Up t+ Uy
VneN, { " 2
Upt+1 = /UnUp.
1. Montrer que pour tout x et y > 0, on a
T+

5 Y > \/Ty.

2. En déduire que Vn > 1, u,, > v,.
3. En déduire que la suite (u,) est décroissante, et que (v,,) est croissante.
4. Pour n € N, montrer que 0 < 11 — vpq1 < Upp1 — v, = #2572 puis montrer que (upv, — 0.
5. En déduire que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. On appelle leur limite commune la moyenne
arithmético-géométrique de a et de b.
Exercice 18 (eee) " 1)k
On considére la suite (uy,)yen+ définie par : Vn € N*, u,, = Z Y

k=1
Montrer que les suites (ug,) et (ug,+1) sont adjacentes. En déduire la nature de la suite (u,).
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