Chapitre 22

Applications linéaires
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Dans tout le chapitre K désignera R ou C, et sauf mention contraire, E/ et F' sont deux K-espaces
vectoriels de dimension finie.

22.1 Définitions et premieéres propriétés

Définition 22.1: Application linéaire

On dit qu'une application ¢ de E dans F' est une application linéaire si :

V(z,y) € E?,  o(z+y) = o)+ o),

ViekK, VzxekFE, e(Ax) = dp(z).

On note L(E, F') I'ensemble des applications linéaires de £ dans F'.

Définition 22.2 (Endomorphisme). On appelle endomorphisme d'un espace vectoriel E une applica-
tion linéaire de E dans F.
On note L(E) I'ensemble des endomorphismes de E.
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Propriété 22.1

Soit ¢ une application de E dans F'. On a alors p € L(E, F) si et seulement si

Vo) eK? V(z,y) € B2, oAz + py) = Mp(a) + pp(y).

Démonstration. C'est une conséquence simple de la définition. O
Propriété 22.2. Soit p € L(E,F). On a
e Pourx € E, on ap(—zx)=—¢(x).
e Pour (1,29, ,2,) € E™ et (A, Xg,--+ , \,) € K", on a
¥ (Z Ak%) = Xep(zr).
k=1 k=1
Démonstration. — Soit x € E, on a

p(0g) = ¢(0x) = 0p(x) = Op
— Soit x € E, on a
p(—z) =p(—1.2) = —1l.p(x) = —p(x)
— On procede par récurrence sur n.
La propriété est vraie au rang 1 et 2 par définition.

Hérédité : Soit n € N, on suppose que la propriété est vraie au rang n.
Soit (w1, @9, ,Tny1) € E" et (A, Aoy -+, Augr € K™ on a alors

n+1
@ (Z >\k9€k> = (Z AkTr + )\n+1$n+1>
k=1 =1

= Z >\k$k> + At 19(Tny1)
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Méthode 22.1: Comment montrer qu’une application ¢ est linéaire ?

— On se donne deux éléments x et y quelconques et deux scalaires quelconques \ et p.

— On détermine alors p(Az + py) et Adp(x) + up(y) et on montre que ces deux quantités
sont égales.

Pour montrer que ¢ est un endomorphisme il faut montrer que  est linéaire et que p(F) C E.

2 Chapitre 22. Applications linéaires
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Exemple 22.1. Soit E et F' deux espaces vectoriels, les applications suivantes sont linéaires

. E—F

Y1 z+— O

 dp F—F
r—2
EFE—F N

— P2 x|—>/\x'°”)‘€K
R? — R?

— P3:

(xvyv Z) — (SI + 2y722 - CL’)

. My(R) — M, (R)
L

Remarque 22.1. En premiére année on se limitera a des applications de K" dans KP.

22.2 Opérations usuelles

22.2.1 Structure d’espace vectoriel de L(F, F)

Propriété 22.3: L(E, F) est stable par combinaison linéaire

Soient f et g deux applications linéaires de F dans F', ainsi que A € K.
E—F
x— Af(x)

EF—F
z+— f(z) +g(z

1. L’application \f : est une application linéaire.

2. L'application f + g : ) est une application linéaire.

Démonstration. C'est une simple conséquence de la définition mais une démonstration instructive. [J

M. Marmorat 3
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Propriété 22.4: L(FE, F) est un espace vectoriel

Muni de la multiplication par un scalaire et de |'addition définies ci-dessus, L(E, F) est un
sous-espace vectoriel de I'ensemble des fonctions de E dans F.
En particulier, L(E, F’) est un K-espace vectoriel.

22.2.2 Composition et isomorphismes

Propriété 22.5: Composée d’applications linéaires

Soit E, I et GG trois espaces vectoriels. Soient f une application linéaire de F dans F' et g une
application linéaire de F' dans G.
Alors g o f est une application linéaire de £/ dans G.

Démonstration. Soit (z,y) € E? et (A, 1) € K?, on a

go f(Ar+py) = g(f(Az + py))
=g (A f(z) +nfy)
= Agl(e(x)) + ng(f(y))
= Mg o f)(x) +plge f)y)
g o f est donc bien une application linéaire. [

Définition 22.3. (Puissances d'une application linéaire) Soit ¢ € L(E). Pour n € N on définit ¢" par

o =1Idg
{VHGN, Pl =gpoypt =y"op
On a ainsi
Pt =popo--op
n fois

D'apres la propriété précédente, pour tout n € N, " € L(E).

Propriété 22.6: Application linéaire bijective

Soit ¢ une application linéaire de E dans F. On suppose que ¢ est bijective.
Alors son application réciproque ¢! est une application linéaire de F' dans E. On dit que ¢ est
un isomorphisme de F dans F'.

Démonstration. Soit (y1,y2) € F? et (A, u) € K?. Soit (x1,23) € E? tels que

p(x1) = y1, et () =2
On a alors
o (n + py2) = @7t (Mo(21) + pp(a2))
= ! (p(Az1 + pas))
= \r1 + pxs
= Ao~ (y1) + e (12)
Ainsi o=t € L(F, E) O

4 Chapitre 22. Applications linéaires
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Remarque 22.2. S'il existe un isomorphisme de E dans F', on dit que les espaces vectoriels E et F' sont
isomorphes.

Définition 22.4. On appelle automorphismes de E les isomorphismes de E dans E et on note GL(F)
I'ensemble des automorphismes de E.

Exercice 22.1. Montrer que
R? — R?

I (z,y) — (r+y,x—y)

est un automorphisme de R? (c'est-a-dire un isomorphisme de R? dans lui-méme) et exprimer son
application réciproque 1.

Propriété 22.7

Soit F, F et G trois espaces vectoriels et soit f € L(E,F) et g € L(F,G).
On suppose que f et g sont inversibles. Alors g o f est inversible et

(gof) ' =fTtog™"

Démonstration. 1l s’agit d'un résultat déja vu dans le chapitre« Applications » O

22.3 Applications linéaires et espaces vectoriels

22.3.1 Image d’un sous-espace vectoriel par une application linéaire

Propriété 22.8. Soit f € L(E, F') une application linéaire et E' un sous-espace vectoriel de E. Alors
f(E") est un sous-espace vectoriel de F.

Remarque 22.3. On rappelle la définition :

fE) ={f(u) | ue E}.

Propriété 22.9. Soient uy,us,...,u, € E et f une application linéaire de Il dans F. Alors

f(Vect(uq,ug, ..., uy,)) = Vect(f(uy), f(uz), ..., f(u,)).

E—F
x— 0p
Alors si A est un sous-espace vectoriel de E, f(A) =

. R? — R3 ,
e Soit g : (1.9) —> (z — .20+, 32+ 3y) et £/ = {(z,2z), x € R}.

Alors E' =

Exemple 22.2. e Soit f:

donc f(E') =

M. Marmorat 5
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22.3.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 22.5: Noyau, image

Soit ¢ € L(E, F') une application linéaire de E dans F'.

— On appelle noyau de ¢ et on note Ker(y) I'ensemble
Ker(p) ={z € E | p(z) = 0p}
— On appelle image de ¢ et on note Im (¢) I'ensemble

Im (¢) = {p(z) | z € E}
={yeF |3z €k, y=9p()}

Remarque 22.4. Ker vient du mot anglais « kernel » qui signifie « noyau ».

Représentation schématique

R? — R?

Exemple 22.3. Soit f : (2, 9) — (2,0) °

Propriété 22.10: Le noyau et I'image sont des sous-espaces vectoriels

Soit ¢ € L(E, F') une application linéaire de E dans F'
e Ker(y) est un sous-espace vectoriel de F.

e Im () est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration. e Pour montrer que Ker(y) est un sous-espace vectoriel de E, on va montrer qu'il

— contient Og

6 Chapitre 22. Applications linéaires
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— est stable par I'addition de E.

— est stable pour le produit externe.

— On a montré précédemment que ¢(0g) = O, c'est-a-dire 0 € Ker(yp).
— Soit (u,v) € Ker(y), montrons qu'alors u + v € Ker(yp).
On a donc p(u) = 0p et p(v) = 0p.
Alors
p(u+v) = u) +¢v) = 0F +0F = Op
On a ainsi bien u + v € Ker(p)
— Soit u € Ker(p) et A € R, on a alors

p(A-u) =X-p(u) =X-0p = 0p
Ainsi A - u € Ker(y)

e Pour montrer que Im () est un sous-espace vectoriel de F', on va montrer qu'il
— contient Op
— est stable par I'addition de F'.

— est stable pour le produit externe.

— On a montré précédemment que ¢(0g) = OF, ainsi O € Im (p).
— Soit (u,v) € Im (), montrons qu'alors u + v € Im (¢).
Soit z € E tel que ¢(x) = u et y € E tel que ¢(y) = v.
Alors
utv =) +ely) =e@+y) €lm (o)
On a ainsi bien u +v € Im (p)
— Soit u € Im () et A € R, on a alors

Au= X p(x) =0\ z)€lm (o)
Ainsi A -u € Im (p)

Finalement Im (¢) est bien un sous-espace vectoriel de E.

Méthode 22.2: Déterminer le noyau d’une application linéaire f

On écrit ceci :

Soit u € E. Alors u € Kerf < f(u) =0p & ...

On résout alors f(u) = Op et en pratique cela revient souvent a résoudre un systeme linéaire
homogene.

M. Marmorat 7
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Exercice 22.2 (Déterminer une base et la dimension du noyau d'une application linéaire). Soit

R* — R?

7 (%?J,Zat)'_)(ff—y+32+t»$+2y_z)

Montrer que  est une application linéaire, et déterminer une base ainsi que la dimension de son noyau.

Théoréeme 22.1: Injectivité, surjectivité et bijectivité d’une application linéaire

Soit ¢ € L(E, F') une application linéaire de E dans F.
e ¢ est injective sur F si et seulement si Ker(¢) = {0z},
e ¢ est surjective dans F si et seulement si Im (¢) = F,

e ¢ est bijective de £ dans F si et seulement si Ker(¢) = {0g} et Im (¢) = F.

Démonstration. e Supposons que ¢ est injective, c'est-a-dire
V (u,v) € E? o(u) =) =>u=uw

Soit u € Ker(p). On a alors p(u) = ¢(0g). D'otr , par injectivité de ¢, u = Og. Ainsi, si ¢ est
injective alors Ker(yp) = {0g}. Réciproquement, supposons que Ker(¢) = {0g}. Montrons que
¢ est injective. Soit (u,v) € E? tel que p(u) = ©(v). On a alors, d'aprés la question précédente
u—1v € Ker(p). Comme Ker(¢) = {Og}, ceci implique que u — v = O, c'est-a-dire w = v. On
a donc prouvé que

VY (u,v) € E? o(u) =) =>u=wv

C'est-a-dire que ¢ est injective. Finalement, on obtient bien que ¢ est injective si et seulement si
Ker(p) = {0g}.
e Pour la surjectivité il s'agit simplement de la définition de la surjectivité.

e ( est bijective si et seulement si ¢ est injective et surjective donc si et seulement si Ker(¢) = {0g}
et Im (p) = F.
O

Remarque 22.5. Le premier point du théoreme ci-dessus simplifie grandement I'étude de I'injectivité
d'une aplication linéaire f : il suffit de montrer que son noyau est réduit au vecteur nul, i.e. Kerf = {0g}.

Méthode 22.3: Montrer qu’une application linéaire f est injective

On montre que Kerf = {0g}.

Exercice 22.3. Montrer que |'application

R? — R?
(z,y) — (7,2 +y)

est injective.

8 Chapitre 22. Applications linéaires
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22.3.3 Le théoreme du rang et ses conséquences

Théoréme 22.2: Théoréeme du rang

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et ' un espace vectoriel. Soit ¢ € L(E, F). On a

alors
dim(E) = dimIm (¢) + dim Ker(y)

Représentation schématique

Exercice 22.4. Soit

R3 — R?

I (x,y,2) — (=3x —y +2,8¢ + 3y — 22, —4x —y + 2x) °

Déterminer une base et la dimension de Kerf, puis une base de Im f, puis dire si f est injective,
surjective, bijective.

Propriété 22.11

On suppose que FE et F' ont méme dimension : dim £ = dim F. Soit ¢ € L(E, F') une application
linéaire de E/ dans F'. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

e ¢ est bijective,

e ( est injective ,

® (o est surjective.

Remarque 22.6. En particulier, pour montrer que ¢ € L(F) est bijective on montrera souvent que ¢
est injective autrement dit que Ker(¢) = {0g} (cf la remarque [22.5)).

Démonstration. 1l est clair que si ¢ est bijective alors ¢ est injective et surjective. Supposons que ¢ est
injective, on a alors Ker(yp) = {Og}, d'ou dim(Ker(y)) = 0. D’apres la théoréme du rang on a ainsi
dim(E) = rgy)). On a alors Im () C F et dim(Im (¢)) = dim(F'), d’'oti Im (p) = F ¢ est ainsi
surjective et donc bijective. Supposons maintenant que ¢ est surjective, c'est-a-dire Im (¢) = F, en
particulier dim(Im (¢)) = dim(F") = dim(E). D'aprés le théoréme du rang on a alors dim(Ker(y)) = 0
d'ou Ker(p) = {0} ¢ est ainsi injective et donc bijective. O

Corollaire 22.1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et F' un espace vectoriel de dimension p.

e S'il existe une application linéaire injective de E dans F' alors dim(E) < dim(F).

M. Marmorat 9
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o S'il existe une application linéaire surjective de E dans F' alors dim(E) > dim(F).
Par contraposée, on en déduit le corollaire qui suit.

Corollaire 22.2. Soit f € L(FE, F') une application linéaire de E dans F. Alors
e Sidim F' < dim F, alors f n'est pas injective.
e Sidim E < dim F, alors f n'est pas surjective.

Théoreme 22.3

Soit f € L(E, F) un isomorphisme de E dans F (une application linéaire bijective). Alors dim(E) =
dim(F).

Méthode 22.4: Montrer qu’une application linéaire [ : £ — F est bijective

Différentes approches sont possibles.
1. Si I'expression de la bijection réciproque est demandée, on écrit :
Soitve Fetu€e E. Alorsv = f(u) & ...u= f"1(v).
2. Si on sait que dim(FE) = dim(F’), on montre que f est injective (c'est en général le plus
simple), et on conclut que f est bijective d'aprés le théoreme du rang.
3. Si on sait que dim(FE) = dim(F’), on montre que f est surjective (c'est en général le plus
simple), et on conclut que f est bijective d'aprés le théoreme du rang.

Exercice 22.5. Montrer que |'application

R3 — R3
(x,y,2) — (x+y— 2,20 +y — 2,32+ 3y + 22)

est bijective de R3 dans R3.

22.4 Représentation matricielle

22.4.1 Application linéaire et base

Propriété 22.12: Deux applications linéaires égales sur une base de E sont égales par-

tout

Soit B = (e1, -+ ,e,) une base de F, ¢ et ¢ € L(F, F') deux applications linéaires.
On a ¢ = 1) si et seulement si

Vi€ [1,n], w(ei) = Y(e;)

Remarque 22.7. Pour montrer que deux applications linéaires sont égales il suffit de montrer qu’elles
sont égales sur une base.

Démonstration. | est clair que si ¢ = 1) alors

Vie[L,n],  oe) =v(e)

10 Chapitre 22. Applications linéaires
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Réciproquement supposons que

Vie[l,n],  ¢e) =v(e)

Soit x € E, comme (ey,--- ,e,) est une base de F il existe (A1, -, \,) € K" tel que

n
r = Z )\kek
k=1

Alors

o) = ¢ (z A) = 3 hen) = 32 Awe) = (z A) — y(a)

Ainsi p(z) = ¥(z). O

Remarque 22.8. Cette proposition signifie qu'une application linéaire est entierement caractérisée par
I'image d'une base. On peut donc définir une application linéaire de E dans F' en se donnant une base
de F et |'image de cette base par I'application linéaire.

Exemple 22.4. Soit E = R? et ¢; = (1,0,0), e3 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) la base canonique de R?
Soit u = (1,2,3,4), v = (1,—1,5,1) et w = (2,0,2,—2), il existe alors une unique application
linéaire ¢ de R? dans R* telle que
plen) =u,  plea) =v,  plez) =w
Soit X = (x,9,2) € R? on a X = xe; + yey + zez d'ob
p(X) = zp(er) + yeplez) + zp(es)
=2u+ Yyv + 2w
(x4+y+ 222 —y,3x+ 5y + 2z, 40 +y — 22)

On a ainsi

R3 — R*

v (x,y,2) — (r+y+ 22,2 —y, 3z + by + 22, 4x + y — 22)

22.4.2 Matrice d’une application linéaire

Définition 22.6. Soit B = (e, - ,e,) une base de E et B’ = (f1,--- , f,) une base de F.
Soit ¢ € L(E, F'). On définit (y1,--- ,y,) € F" par

Vke [[Ln]]? Y = QO(Gk)

Comme la famille B' = (fi,---, f,) est une base de F on peut décomposer les vecteurs (i )ref1,n]
dans la base ',

y1=Aifi+Aoafot+ o+ Ape,
Yo = Mafi +Xopfo+ - 4+ Apaep

etc
Yn = Mnf1 + Aonfo + -+ Apnep

M. Marmorat 11
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On définit alors la matrice de ¢ de la base B vers la base B’ par

AMi Az o A

Aol Moo o Aoy
Matg i () = : : - :

M1 A2 o A

Remarque 22.9. e La matrice Matg s () dépend fortement du choix de B et I3, si on prend d’autres
bases on obtient une autre matrice.

e En général si p est un endomorphisme (I'espace de départ E et d'arrivée F' sont les mémes), on
choisit la méme base B = B, et on écrit dans ce cas Matg(y) pour alléger les notations.

e En premiére année on se limitera la plupart du temps a £ = K" et ' = K” munis de leurs bases
canoniques.

Méthode 22.5: Construire la matrice associée a une application linéaire dans deux

bases

On se donne B = (ey,...,e,) une base de E et B’ = (fi,..., f,) une base de F, ainsi qu'une
application linéaire ¢ € L(E, F).

On cherche a construire la matrice Matg /() de ¢ dans les bases B et 5.

On écrit en colonne les coordonnées des vecteurs o(e;) dans la base B’, ce qui nous donne la
forme suivante.

AMi A2 0 A
Aol Az o Agp
MatB’Bl((‘O) - : : . :
M1 Az 0 A
Exemple 22.5. e Donner la matrice de I'application nulle dans deux bases quelconques de E et F.

e Donner la matrice de |'application identité dans une base quelconque de E.
e Soit £ =R3, F =R* B = (e, e9,¢e3) la base canonique de R? et B' = (f1, fa, f3, f1) la base
canonique de R*

Soit
. R} —RY
v (x,y,2) — (z +y+22,2x — y, 3z + by + 2z,4x + y — 22)
@ est linéaire et on a

@(61) = (17273a4> = f1+2fe+3f3+4f4, ‘;0(62) = (17 —1,5, 1) =fi—fo+5fs+ fa

et
@(63) = (2707 25 _2) = 2f1 + 2f3 - 2f4
D'ou
1 1 2
2 =1 0
|\/|at373/(gp) =13 5 9
4 1 =2

12 Chapitre 22. Applications linéaires
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Exemple 22.6. Soit £ = R3 et F = R3, B =B’ = (ey, €9, ¢3) la base canonique de R3.
Soit
R3 — R3

v (x,y,2) — (r+2y+z,2 —y—2,3x+3y+2)

Alors la matrice de ¢ dans les bases B et B est

1 2 1
Matgjgl(gp) =11 -1 -1
3 3 1

On vient de voir qu'étant données une base de F et une base de F' on peut associer une matrice a
toute application linéaire de E dans F'. Réciproquement, étant données une base de E' et une base de
F', a une matrice on peut associer une unique application linéaire

Propriété 22.13: Application linéaire associée a une matrice dans deux bases

On suppose que E un espace vectoriel de dimension n et F' un espace vectoriel de dimension p.
Soit B une base de E et B’ une base de F.

Soit M € M, ,(K). Il existe alors une unique application linéaire ¢ de E dans F' tel que
M = Mat3731(g0).

En particulier en prenant £ = K", F' = K” muni de leurs bases canoniques C), et C, alors il
existe une unique application linéaire ¢ € L(K", KP) telle que M = Matc, c,(¢). On appelle
cette application linéaire |'application canoniquement associée a M.

\

Exemple 22.7. Soit E = R* F = R® B = (e1,e,¢e3,¢4) la base canonique de R3 et B/ =
(f1, f2, f3, [, [5) la base canonique de R*.

1 2 -2 4

0 4 4 1
SotM=|1 1 1 2
-1 -2 -3 4

1 0 0 2

Il existe alors une unique application linéaire ¢ € L(E, F') telle que M = Matg 5 (¢)
Plus précisément, on a

- RT— R
L (x,y,z,t) — (x+ 2y — 2z + 4t dy + 4z +t, o+ y + 2 + 2t, —x — 2y — 3z — 4t, x + 2t)

Théoréme 22.4

Soit B une base de E et B’ une base de F'.
Soit p € L(E,F) et x € E, alors

Matlg/ ((,D(.l’)) = Mat575/ (cp)MatB(x)

Démonstration. Soit B = (e, - ,e,) une base de E et B' = (fy,---, f,) une base de F.

M. Marmorat 13
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Soit p € L(E,F) et
At A2 o A
A2 Ao ot Ao
M = Matgﬁz(cp) = : . .
Mot Ap2 o Apn
aq
Soitz € Eet X = | : | =Matg(x). On a donc

On

D'ou

Ainsi
Matg (o(x)) = : = M X = Matg g (¢)Mats(z)

[]

Les opérations usuelles d'addition et de multiplication par un scalaire sur les matrices correspondent
aux mémes opérations pour les applications linéaires.

Propriété 22.14: Matrice de I'addition de deux applications linéaires

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E et B’ une base de F'.
Soit (¢,) € L(E,F)? et A € K, on a alors

MatB,B/(/\go) = /\MatB,B’(SO)

Matg s (¢ + ©) = Matg g (@) + Matg g (1)

Démonstration. Cela découle aisément de la définition O]
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La multiplication matricielle correspond, elle, a la composition des applications linéaires.

Propriété 22.15: Matrice de la composée de deux applications linéaires

Soit E, I et G trois espaces vectoriels de dimensions finies, 3 une base de E/, B’ une base de F
et B” une base de G.
Soit p € L(E,F) et ¢ € L(F,G), alors

Matg g (¢ 0 ¢) = Matg g+ ({)Matg 5/ (¢)

Démonstration. Soit x € FE, on a alors, d'aprés le théoréme précédent
Matz (€ 0 ) (x)) = Mats 5 (C 0 9)Mats(x)
Or (o p(z) = ((p(z)), d'ou
Mats ((C o ¢)(x)) = Matg g (()Matp (p(z))

On sait que
Matg (p(x)) = Matg 5 (p)Matg(x)

Donc
Mat&lg//(C o @)Matg(l’) = MatB/,Bu(C)MatB,Bz(cp)MatB(x)

On a donc montré que,
Ve E, MatB’BN(C @) @)Matg(l’) = MatB/’B//(C>MatB7BI(@)Matg(lf)

C’est-a-dire
Matg g/ (¢ © ¢) = Matp g ({)Matg g (¢)

Propriété 22.16: Matrice de I'inverse d’une applications linéaires

Soit F et I deux espaces vectoriels de dimension finies, B une base de F et B’ une base de F.
Soit ¢ € L(E, F') une application linéaire.
Alors ¢ est bijective si et seulement si Matg /() est inversible et dans ce cas on a

-1

Matg 5(p ") = (Matg s (©))

Remarque 22.10. On a vu plus haut que s'il existe une bijection entre E et F' alors dim(FE) = dim(F),
on retrouve la le fait déja connu qu'une matrice inversible est forcement carrée.

Démonstration. Commencons par remarquer que, quelque soit la base B, on a toujours
Matg g(Idg) = Ldim(p)

Supposons que ¢ est bijective
D’apreés le résultat précédent on a

Matg 5(Idg) = Matg (¢ 0 ¢) = Matg 5(p " )Mats s ()
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C'est-a-dire
Matg 5(¢ " )Matg 5 (9) = Laim(p)
De méme
Maty g (Idp) = Matg s(p 0 ") = Matg g (¢)Mats (")
D'ou, comme dim(FE) = dim(F)
Matg s (9)Mats 5(¢ ") = Lgim(s)

On a ainsi prouvé que Matg s (@) est inversible et que

Matgz 5(p~ ") = (MatB,B'(SO)>_1

Réciproquement supposons que M = Matg 5/ () est inversible, notons M ! son inverse et L (F, E)
I'application linéaire de F' dans F associée 3 M ! de la base3’ dans la base 3, on a alors

Matg 5(¢ o @) = Matg g(1))Matg s () = M "M = Ljims) = Matg 5(1dp)

On sait que, les bases étant données, a toute matrice est associé un unique endomorphisme, comme

Matp (1) 0 ¢) = Matp 5(Idg) alors ¢ o p = Idp.
De méme on obtient ¢ 0 1) = Idp. ¢ est donc bien bijective et

Matg 5(¢~") = (Matg g ()

Exercice 22.6. Soient f et g les applications

s R? — R? ot o R? — R?
@y = ety —y) " (wy)— (et 2,20 +4y)
Montrer que f et g sont des applications linéaires.

Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R?.

Déterminer la matrice de g dans la base canonique de R?.

Déterminer les applications linéaires go f et fog.

ARl .

f est-elle bijective ? et g ? Le cas échéant, déterminer I'application linéaire réciproque.

22.4.3 Noyau et image d’une matrice

Via la correspondance entre application linéaire et matrices, on peut définir noyau et image d'une
matrice.

Définition 22.7 (Noyau d’une matrice). Soit M € M, ,(R). On définit le noyau de M, noté Ker(M)
par
Ker(M) = {X € Mnyl(K) y MX = OMp,l(]K)}

Définition 22.8 (Image d'une matrice). Soit M € M, ,(R). On définit I'image de A, noté Im (M)
par
Im (M) ={MX, XeM,1(K)}
—{Y € Mpu(K) | 3X € M1 (K), Y = MX}
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22.4.4 Rang d’une application linéaire

Définition 22.9. Soit ¢ € L(E, F).
On appelle alors rang de I'application ¢ et on note rg(y) I'entier

rg() = dim(Im (u))

Propriété 22.17

Soit B = (e1,- -+ ,e,) une base de F et soit ¢ € L(E, F)
Alors rg(p) = rg(p(e1), -, p(en))

Démonstration. C'est une simple conséquence des résultats précédents

On a

rg(p) = dim(Im (p)) = dim (Vect (p(e1), -+, p(en))) = rg(wler), -, p(en))
[]

On a vu précédemment que le rang d'une famille de vecteurs est égal au rang de la matrice des
coordonnées de ces vecteurs dans une base. Dans le contexte des applications linéaires ce résultat se
reformule par la proposition suivante

Propriété 22.18

Soit B une base de E et B’ une base de F'.
Soit p € L(E, F), on a alors
rg(p) = rg (Matg 5/(¢))

Propriété 22.19

Soit p € L(E, F), on a alors

rg(¢) < min(dim(£), dim(F))

Démonstration. Im () est un sous-espace vectoriel de F', ainsi dim(Im (p)) < dim(F), c'est-a-dire
rg(i2) < dim(F)
Notons n = dim(FE) et B = (e, - ,e,) une base de E.
On a alors Im (¢) = Vect(p(e1),- -+, ¢(e,)), dou dim(Im (¢)) < n, c'est-a-dire rg(y) < dim(FE)
[l

Corollaire 22.3. Soit M € M,,(K). On a alors M € GL,,(K) si et seulement si Ker(M) = 0.

Exercice 22.7. On reprend I'application de I'exercice [22.4] Calculer le rang de f. Déterminer une base
de Im (f).
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