Lycée Marcelin Berthelot - BCPST 1A

TDy3  Dérivation

1 Dérivée d’une fonction, caractére C*

Exercice 1 (e0)
En utilisant la définition de nombre dérivé et en faisant apparaitre un taux d’accroissement, calculer les
limites suivantes :

3z+2 _ 2 In(2 —
Iolim 3, lim M2 =)
z—0 € z—=1 x—1
cos(x) 1
. cosw —1 4. lim =
2. ilg[l) T = T — %

Exercice 2 (ee0)
Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en 0? de classe C'1?

r 1
1. x— T+ o] 2. x +— xsin(x)sin (E) :

Exercice 3 (ee0)

Soit f : x + arctan(z) + arctan (1).
1. Quel est le domaine de définition de f 7 Est-elle dérivable sur cet ensemble ?
2. Calculer f’.
3. Qu’en déduire sur f7

4. Vérifiez vos résultats en tracant la courbe représentative de f (avec une calculatrice, Geogebra ou

Python).
Exercice 4 (eee)
Soit
0siz <0,
P
e sinon.
1. Montrer que ¢ est continue en 0.
2. Montrer que ¢ est dérivable en 0.
3. Montrer que p € C'(R).
4. Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe un polynéme P, tel que
() LA
V>0, o"(r)=PFP,(—-)e =.
x

5. En déduire que ¢ € C>(R).
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2 Théoréme de Rolle, théoréme des accroissements finis

Exercice 5 (e00)
Soit P le polydme définie par

P(x) = 32* — 112° + 1227 — 4a + 2.
Montrer que P’ s’annule au moins une fois sur U'intervalle ]0, 1[.

Exercice 6 (ec0)

Soit f la fonction définie sur R par

cos(z) + sin(z)
1 + cos?(z)

fx) =
Montrer que f’ s’annule au moins une fois sur 'intervalle |0, 27].

Exercice 7 (ee0)
En utilisant le théoréme des accroissements finis avec une fonction bien choisie, majorer I’erreur commise
dans les approximations suivantes :

1. v/10001 =~ 100 2 Ly 3. cos(1) ~
0.9992

Exercice 8 (es0 Extrait du concours ENS - BCPST 2024)
Soient ag, ai, as trois nombres réels et ) le polyndéme de degré 3 défini par

N —

Q(z) = 2° + asx® + ayx + ag.

1. Justifier que ) posséde au moins une racine réelle.
On suppose désormais que ) posséde 3 racines réelles notées z1, 2o et z3, telles que z; > zo > z3.
2. Montrer que )’ admet deux racines réelles y; et y, telles que z; > y; > 29 > yp > 23.

3. Montrer que a3 > 3a;.

3 Etude de suites récurrentes

Exercice 9 (ee0)
Soit (u,) la suite définie par ug € [0,1] et Vn € N, w,qq = cos(uy,).

1. Montrer que pour tout n € N, u,, € [0, 1].
2. Montrer que I'équation cos(z) = x admet une unique solution sur [0, 1], notée a.

3. Utiliser le théoréme des accroissements finis pour montrer que
VneN, |u,—a <sin(1)".
4. En déduire la convergence de la suite (u,,).

Exercice 10 (ee0)
Soit

fo%(x—k%)

et (uy,) la suite définie par up =1 et Vn € N, uyiq = f(uy).
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1. Montrer que pour tout n € N, u,, € [1,2].
2. Si (u,) converge vers une limite [ € R, quelles sont les valeurs possibles pour [ ?

3. Montrer que pour tout z,y € [1, 2],
1
(@) = fFu)l = 5lv =yl

4. En déduire la convergence de la suite (u,,).

Exercice 11 (ee0)

Soit (uy,) la suite définie par ug = 1/2 et Vn € N, u,,1 = v/2 — u,. On définit la fonction f : z —
V2.

Indiquer le domaine de définition Dy de f.

Vérifiez que la suite (u,) est bien définie.

Si (uy,) converge, que vaut sa limite ?

Montrer que pour tout n € N, u,, € [1/2,3/2].

AN I

En utilisant le théoréme des accroissements finis, en déduire que
2
[Unt1 — 1| < §|un —1].

puis que (u,) converge.
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