
Plan du chapitre 14 Limites de Fonctions BCPST 1B, 2023/2024

I Limites en ±∞
1. Cadre

2. Limite finie en +∞ ou en −∞ (→ Annexe)

3. Limite infinie en +∞ ou en −∞ (→ Annexe)

4. Cas des suites réelles

II Limites en un réel x0

1. Point d’accumulation, voisinage

2. Limites finies ou infinies en x0 (→ Annexe)

3. Limites en x0 à droite, à gauche

III Propriétés des limites
1. Unicité de la limite

2. Lien entre limite et limite à droite, à gauche

3. Limite finie et fonction bornée

4. Opérations sur les limites (→ Annexe)

a. Somme

b. Produit par une constante

c. Produit

d. Inverse, quotient

e. Composée

5. Extension des opérations (→ Annexe)

IV Limites usuelles (→ Annexe)

1. Fonctions puissances

2. Fonctions exponentielles

3. Logarithme népérien

4. Fonctions tangente et Arctangente

5. Fonctions polynomiales, rationnelles

6. Croissances comparées

V Limites et relation d’ordre (→ Annexe)

1. Passage à la limite dans une inégalité

2. Théorème de comparaison

3. Théorème d’encadrement (des gendarmes)

VI Fonctions monotones (→ Annexe)

1. Théorème de la limite monotone en ±∞
2. Théorème de la limite monotone en x0

3. Fonction monotone ]a, b[−→ R

VII Comparaison de fonctions (→ Annexe)

1. Négligeabilité, prépondérance

2. Équivalence

3. Propriétés des relations de comparaison

4. Équivalents usuels en 0

5. Fonctions polynomiales ou rationnelles en ±∞ ou en 0
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Annexes
1.2 Limite finie en +∞ : lim

+∞
f = `⇔ ∀ε > 0, ∃α ∈ R, ∀x ∈ Df , x > α⇒ |f(x)− `| < ε

1.3 Limite infinie en +∞ : lim
+∞

f = +∞⇔ ∀A ∈ R, ∃α ∈ R, ∀x ∈ Df , x > α⇒ f(x) > A

2.2a Limite finie en x0 : lim
x0

f = `⇔ ∀ε > 0, ∃α ∈ R?
+, ∀x ∈ Df , |x− x0| 6 α⇒ |f(x)− `| < ε

2.2b Limite infinie en x0 : lim
x0

f = +∞⇔ ∀A ∈ R, ∃α ∈ R?
+, ∀x ∈ Df , |x− x0| 6 α⇒ f(x) > A

3.4 Opérations sur les limites : x0 ∈ R = R ∪ {+∞,−∞}
∗ Somme

lim
x0

f ` ` ` +∞ −∞ +∞

lim
x0

g `′ +∞ −∞ +∞ −∞ −∞

lim
x0

(f + g) `+ `′ +∞ −∞ +∞ −∞ FI

∗ Produit

lim
x0

f ` ` 6= 0 0 ±∞

lim
x0

g `′ ±∞ ±∞ ±∞

lim
x0

(f × g) ``′ ±∞(∗) FI ±∞(∗)

(*) appliquer la règle des signes

∗ Limite de λf, λ ∈ R

lim
x0

f ` ±∞ ±∞

λ ∈ R λ 6= 0 λ = 0

lim
x0

(λf) λ` ±∞(∗) 0

∗ Inverse

lim
x0

f ` 6= 0 0 0+ 0− ±∞

lim
x0

1

f

1

`
FI +∞ −∞ 0

∗ Composée de limites : x0, x1, ` ∈ R,

(
lim
x0

f = x1 et lim
x1

g = `

)
⇒ lim

x0

g ◦ f = `

3.5 Extension des opérations sur les limites : x0 ∈ R

� Si lim
x0

f = +∞ et g minorée au voisinage de x0, alors lim
x0

(f + g) = +∞

� Si lim
x0

f = −∞ et g majorée au voisinage de x0, alors lim
x0

(f + g) = −∞

� Si lim
x0

f = 0 et g bornée au voisinage de x0, alors lim
x0

(f × g) = 0

� Si lim
x0

f = +∞ et g minorée au voisinage de x0 par m > 0, alors lim
x0

(f × g) = +∞

� Si lim
x0

f = −∞ et g minorée au voisinage de x0 par m > 0, alors lim
x0

(f × g) = −∞

4.1 Fonctions puissances :

• n ∈ N? pair : lim
x→−∞

xn = lim
x→+∞

xn = +∞ • n ∈ N impair :lim
x→−∞

xn = −∞ et lim
x→+∞

xn = +∞

• α > 0 : lim
x→0+

xα = 0 et lim
x→+∞

xα = +∞ • α < 0 : lim
x→0+

xα = +∞ et lim
x→+∞

xα = 0

4.2 Fonctions exponentielles :

• a > 1 : lim
x→−∞

ax = 0 et lim
x→+∞

ax = +∞ • 0 < a < 1 : lim
x→−∞

ax = +∞ et lim
x→+∞

ax = 0

4.3 Logarithme népérien : • lim
x→0+

ln(x) = −∞ et lim
x→+∞

ln(x) = +∞
4.4 Tangente et Arctangente :

• lim
−π

2
+

tan = −∞ • lim
π
2

−
tan = +∞ • lim

−∞
Arctan = −π

2
• lim
+∞

Arctan =
π

2

4.5 Fonctions polynomiales ou rationnelles : En ±∞, les limites des fonctions polynomiales ou rationnelles

sont celles de leur terme de plus haut degré (ou du quotient de leurs termes de plus haut degré).

4.6 Croissances comparées : • ∀α, β > 0, lim
x→+∞

eβx

xα
= +∞ , lim

x→+∞

(lnx)
β

xα
= 0 et lim

x→0+
xα| lnx|β = 0

• ∀n ∈ N?,∀β > 0, lim
x→−∞

xneβx = 0

5.1 Passage à la limite : x0 ∈ R, `, `′ ∈ R

Si lim
x0

f = `, lim
x0

g = `′, et f 6 g ou f < g sur un voisinage de x0, alors ` 6 `′.
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5.2 Théorème de comparaison : x0 ∈ R

Soient f, g telles que f 6 g sur un voisinage de x0. Alors

si lim
x0

f = +∞, alors lim
x0

g = +∞

si lim
x0

g = −∞, alors lim
x0

f = −∞
5.3 Théorème d’encadrement : x0 ∈ R

Si lim
x0

f = lim
x0

h = ` ∈ R et si f 6 g 6 h sur un voisinage de x0, alors lim
x0

g = `.

6.1 Théorème de la limite monotone en +∞ :

Si f est croissante (resp. décroissante) sur un voisinage de +∞, alors elle admet une limite en +∞, réelle
ou égale à +∞ (resp. −∞). Cette limite est infinie si f n’est pas majorée (resp. minorée), et finie sinon.

6.2 Théorème de la limite monotone en x0 :

• Soit f une fonction croissante et soit x0 est un point d’accumulation à gauche de Df .
Alors f admet en x0 une limite à gauche ` ∈ R ou +∞. Si de plus x0 ∈ Df , alors ` ∈ R et ` 6 f(x0).

• Soit f une fonction croissante et soit x0 est un point d’accumulation à droite de Df .
Alors f admet en x0 une limite à droite ` ∈ R ou −∞. Si de plus x0 ∈ Df , alors ` ∈ R et ` > f(x0).

6.3 Fonction monotone sur ]a, b[ : Soit f : ]a, b[−→ R croissante, alors :

(*) si f est minorée, alors lim
a+

f ∈ R

(*) si f est non minorée, alors lim
a+

f = −∞
(*) si f est majorée, alors lim

b−
f ∈ R

(*) si f est non majorée, alors lim
b−

f = +∞

7.1 Négligeabilité : x0 ∈ R

f est négligeable devant g en x0 signifie lim
x0

f

g
= 0. On note : f =

x0

o(g) ou f(x) =
x→x0

o(g(x))

7.2 Équivalence : x0 ∈ R

f est équivalente à g en x0 signifie lim
x0

f

g
= 1. On note : f ∼

x0

g ou f(x) ∼
x→x0

g(x)

7.3a Propriétés de la relation de négligeabilité x0 ∈ R, λ ∈ R?, α > 0

� f =
x0

o(g)⇒ f =
x0

o(λg)

� f =
x0

o(g) et g =
x0

o(h)⇒ f =
x0

o(h)

� f =
x0

o(g)⇒ f × h =
x0

o(g × h)

� f =
x0

o(g) et h =
x0

o(k)⇒ f × h =
x0

o(g × k)

� f =
x0

o(g)⇒ fα =
x0

o(gα)

� f =
x0

o(g)⇒ 1

g
=
x0

o

(
1

f

)
� f =

x0

o(h) et g =
x0

o(h)⇒ (f + g) =
x0

o(h)

7.3b Propriétés de la relation d’équivalence x0, x1 ∈ R, α, λ, µ ∈ R

� f =
x0

o(g) ⇒ (f + g) ∼
x0

g

� f ∼
x0

g ⇔ g ∼
x0

f

� f ∼
x0

g ⇒ αf ∼
x0

αg

� f ∼
x0

g et g ∼
x0

h⇒ f ∼
x0

h

� f ∼
x0

g ⇒ fα ∼
x0

gα

� f ∼
x0

g et h ∼
x0

k ⇒ f × h ∼
x0

g × k

� f ∼
x0

g et h ∼
x0

k ⇒ f

h
∼
x0

g

k

� f ∼
x0

g et lim
x1

ϕ = x0 ⇒ f ◦ ϕ ∼
x1

g ◦ ϕ.

• si f ∼
x0

λh et g ∼
x0

µh, alors

λ+ µ 6= 0⇒ f + g ∼
x0

(λ+ µ)h

λ+ µ = 0⇒ f + g =
x0

o(h)

• si f ∼
x0

g et lim
x0

f = ` ∈ R, alors lim
x0

g = `.

7.4 Équivalents usuels en 0

sinx ∼
x→0

x

cosx− 1 ∼
x→0
−x

2

2

tanx ∼
x→0

x

ln(1 + x) ∼
x→0

x

ex − 1 ∼
x→0

x

∀α ∈ R, (1 + x)α − 1 ∼
x→0

αx

7.5 Équivalents pour les fonctions polynomiales ou rationnelles

• En ±∞, une fonction polynomiale (resp. rationnelle) est équivalente à son terme de plus haut degré
(resp. au quotient de ses termes de plus haut degré).

• En 0, une fonction polynomiale (resp. rationnelle) est équivalente à son terme de plus bas degré
(resp. au quotient de ses termes de plus bas degré).
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