TD 22 Polynoémes BCPST 1B, 20253-2024

Exercice 1 . Soit n un entier naturel non nul et P, le polynéme défini par :
P, = (1 + (—1)”)X2n +(n-3) X" 4n?-n
Déterminer le degré de P, en fonction de I’entier n.

Exercice 2 . Montrer qu’il existe un unique polynéme P, de degré < 3, tel que :
P(0)=2, P'(0)=3, P"(0)=4 et P"(0)=5.

Exercice 3 . Soit P = X%-3X°+5X*-6X°+3X?+X - 1.
(a) Quelle est la multiplicité de 1 en tant que racine de P ?
(b) Méme question pour @, =nX"2 - (n+2) X"+ (n+2)X -n (n>2).

Exercice 4 . Factoriser dans C[ X ] et dans R[X], lorsque cela a un sens, les polynomes suivants :

+ P =2X?+5X -3 * Pg=X0+2X%+2X2+1
* Py=3X?-6X+6 « Py= XS+ X341

_ v4_
* Py=X * Po=X*+X3+X2+X+1
x Pp=X%+1 6 .
*P52X4—4X2— *P11:2X + 1
* Pg=2X%+2 x Pg=X5-

* Pr= X4+ 7X3+12X2+7X +1

Exercice 5 .
Soit n > 1. Démontrer que P, = (X —2)?" + (X —1)" — 1 se factorise par X2 -3X +2.

P3=1+X%2+X*

¥

Exercice 6 . Soit n > 1. On considere le polynome P = a X" + bX™ + 1.
Déterminer les réels a et b pour que P soit divisible par (X —1)2.

Exercice 7. A quelle condition sur a,b, ¢ € R le polynome A = X% +aX?+bX +c¢ se factorise-t-il
par le polynome B=X?+ X +17
Exercice 8 .

1. Soit n > 1. On considére un polynéme P de degré n.
Déterminer le degré et le coefficient dominant des polynémes : Q = X2P'+P et R = X P'+P.

2. On considere la suite de polynémes (R, )ns0 définie par :

Ro=1
VneN, Rpi=(1+X*)R -2(n+1)XR,.

Déterminer Ry, Ro, Rs.
Déterminer en fonction de n le degré et le coefficient dominant de R,,.

Exercice 9 . Déterminer tous les polynémes P € R[ X ] satisfaisant & la relation :
P(X%) =(X?+1)P(X)

Indication : On pourra dans un premier temps s’intéresser au degré d’une éventuelle solution.

Exercice 10 . Soit n € N*. On considere le polynéme P, défini par :

n k X2 XS X"

Z——1+X+—+—+---+—.

iz K 2! 3! n!
1. Trouver une relation entre P, et P,_1.

2. Montrer que P, n’a pas de racine multiple.



Exercice 11 . Soit P € R[ X ] un polynéme tel que P(-X) = P(X).

Démontrer que tous les monémes de P sont de degré pair.

Exercice 12 . Soit P un polynoéme a coefficients réels.

Montrer que si z est une racine complexe de P de multiplicité m alors Z est racine de P de méme
multiplicité.

Exercice 13

1. Soit P et @ deux polynomes de R, [ X].
On suppose : Vi€ [[0,n]], P(i) = Q(i). Démontrer que P = Q.

2. Soit P un polynéme. On suppose que : Vt € [0,7], P(sint) = 0. Démontrer que P = 0.

Exercice 14 . Soit P un polynéme périodique de période T' (7" > 0).
1. Montrer que le polynéme @ = P — P(0) est le polynéme nul.

2. Que peut-on en conclure ?

Exercice 15 . On consideére deux polynomes P et () de degrés inférieurs ou égaux a 3 tels que :
P(0)=Q(0), P'(0)=Q'(0), P"(0)=Q"(0) et P (0)=Q®(0).
Démontrer que P = @ en utilisant le polynéme R =P - Q.

Exercice 16 [Polynomes de Lagrange]

Soient xzq,...,x, des réels deux a deux distincts.
. o . L X -z
Pour tout i € [[0,n]], on définit le polyndme L; par : L; = [ | :
j=0 Li = Tj

G#i
1. Dans le cas n = 2, écrire Ly, Ly et Lo sans le symbole [].

2. Soit i € [[0,n]], déterminer le degré de L;, ses racines, la valeur de L;(z;).

n
3. Montrer que Z L;=1.
=0 n
4. Soit P € R,[X]. Montrer que ZP(xi)Li =P.
i=0



