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TD ¢ 10 — Dynamique du point

Relier cours et exercices

Capacités et compétences du cours . .. ... aappliquer dans ...

» Etablir un bilan des actions mécaniques s’exercant » Tous les exercices !
sur un systéme ou sur plusieurs systémes en in-
teraction et en rendre compte en représentant les
forces associées sur une figure.

» Déterminer et résoudre 1’équation différentielle du
mouvement avec ou sans frottement.

» Exploiter les lois de Coulomb fournies dans les » Exercices n°M et [§
trois situations : équilibre, mise en mouvement,
freinage. Formuler une hypothése (quant au glis-
sement ou non) et la valider.

» Déterminer et résoudre I’équation différentielle du » Exercices n°[g} [7] et
mouvement d’un oscillateur harmonique. Détermi-
ner les expressions de la pulsation et de la période
propres du mouvement.

Exercices n0 m et

v

Savoir appliquer son cours

E 3 o7 : ( ! t & ilib * FIIIIIIII LI IS IS SIS SIS
e I 7
Xercice n : arges et equilipore 100000000000000000002000000000005007

Deux boules métalliques chacune de masse m = 15 g, assimilées & des points !
matériels, sont électrisées et portent des charges opposées ¢ et —q (¢ > 0).
Elles sont suspendues a des fils de méme longueur, et on mesure alors la
distance d = 15 cm. L’angle des fils par rapport a la verticale est de o = 10°.
1. Calculer la charge ¢ (g = 8,9 x 1072 F - m™1).
2. Calculer la tension ||?|| d’un des deux fils.

Exercice n° 2 : Masse en équilibre &5 %

Un objet ponctuel de masse m est relié & deux ressorts de constantes de raideur respectives ki et ko et de longueurs
& vide respectives £p1 et £y 2. Les deux ressorts sont fixés sur deux supports éloignés d’une distance L, le tout
faisant un angle v avec 'horizontale (I’objet repose sans frottement sur le support).

Déterminer la position de ’objet a 1’équilibre.

Proposer plusieurs analyses de cas particuliers permettant de penser que le résultat que vous avez trouvé est
correct.

Exercice n° 3 : Sédimentation d’une particule & ¥

Etablir 'équation du mouvement d’une particule, de rayon r et de masse volumique p, lancée verticalement vers le
bas avec la vitesse vy > 0 depuis 'origine d’un repére cartésien. La particule évolue dans 1’eau, de masse volumique
Peau, €t est supposée subir une force de frottement de Stokes opposée au mouvement et de norme 67nrv avec la
viscosité n > 0. Le vecteur vitesse atteint-il une limite ?

Exercice n° 4 : Solide en équilibre sur un plan incliné &5 ¥
Un objet de masse m est immobile sur un plan incliné faisant un angle « par rapport a I’horizontale.
1. Représenter son vecteur poids, et donner ses coordonnées dans la base (@, Uy) dont le vecteur i, est le
long du plan incliné. N R
2. &eprésenter la force de liaison R avec le support, et déterminer sa décomposition normale N et tangentielle
T dans la base (U, Uy).
3. Le solide se met a glisser lorsque ||ﬂ| = f||f\ﬂ|, avec f = 0,35. Pour quelle valeur de a l'objet se met-il en
mouvement ?

Exercice n°5 : Un peu de balistique %5 ¥

Un canon est placé au sommet d’une falaise dont ’altitude par rapport a la mer est notée h. Il se situe a la distance
£ du bord de la falaise. Il peut propulser un boulet de masse m avec une vitesse initiale vy, et en faisant un angle «
par rapport & I’horizontale. L’accélération de la pesanteur est notée g. Un bateau circule & une distance D du bord
de la falaise. Comment Partificier doit-il choisir ’angle o pour atteindre le bateau lorsque ces deux points sont sur
une droite orthogonale & la falaise ?

Données : g =10m-s 2, D =100m, £ = 100m, vo = 50m -s~!, h = 100 m.
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Exercice n° 6 : Le ressort horizontal &> #
Un ressort de longueur a vide £y et de constante de raideur k est posé sur un plan horizontal et peut glisser sans
frottement. On note une extrémité O, fixée a un support. A I’autre extrémité est placé un objet M de masse m.
Initialement, la longueur du ressort est ¢y et on lance ’objet avec une vitesse vy de maniére & comprimer le ressort.
1. Déterminer I’amplitude des oscillations £;,.x — o.
2. Le ressort devient inélastique et se déforme si sa longueur devient plus petite que £/2. En déduire la vitesse
initiale maximale vo max que ’on peut donner a ’objet.
Données : g =10m-s 2, v9 = 1,0cm-s™!, {p =20cm et k= 10N -m~".

Exercice n° 7 : Le ressort sur un plan incliné &5 ¥

Un ressort de longueur a vide £y et de constante de raideur k est posé sur un plan incliné faisant un angle «
avec I’horizontale et peut glisser sans frottement. On note Iextrémité supérieure O, fixée & un support. A Pautre
extrémité est placé un objet M de masse m. Initialement, la longueur du ressort est £y/2 et on lache 1'objet sans
vitesse initiale. Déterminer le mouvement de 1'objet. Calculer la période propre des oscillations.

Données : g =10m-s72, a = % rad, {p =20cm, m = 10g et k = 10N -m~!.

S’entrainer

Exercice n° 8 : Cube sur un plateau && s L

Un cube posé sur un plateau horizontal subit une réaction R = T+ N (composantes tangentielle et normale). Tant

ave 7] < 7 | ¥
1. Le plateau est animé d’un mouvement vertical sinusoidal tel que zp(t) = acos (wt) et z,(t) = 0. Le cube est

immobile sur le plateau. Déterminer R et les conditions sur w pour que le cube ne décolle pas du plateau.
2. Le plateau se déplace maintenant horizontalement : zp(t) = 0 et zp(t) = acos(wt). Déterminer R et les
conditions sur w pour que le cube ne glisse pas sur le plateau.

‘ o f est le coefficient de frottement (positif), le cube ne peut pas glisser sur le plateau.

Exercice n°9 : Densimétre a tube vibrant % s

De maniére simplifié, un densimétre & tube vibrant est constitué d’un corps creux de volume intérieur Vj et de
masse mg, rempli d’'un fluide homogéne de masse volumique inconnue p & déterminer. L’ensemble corps creux et
liquide constitue le systéme étudié. Ce systéme ., est suspendu & l'extrémité d’un ressort de coefficient de raideur
k et de longueur au repos £y, lui-méme suspendu & une paroi fixe du référentiel du laboratoire, supposé galiléen ; le
repére cartésien choisi est (0,).

Quand le systéme accroché au ressort est au repos, la longueur du ressort est alors égale & f¢y. La distance entre
Pextrémité du ressort au centre d’inertie G du systéme est constante et notée D et on pose z(t) la position de G.

1. Déterminer 'expression de la position z¢q de G quand le systéme est & 1’équilibre.

2. At =0, le ressort est écarté de sa position d’équilibre, sans vitesse initiale, soit zg > Z¢q la position initiale
du centre d’inertie G. En posant Z = z — zsq, déterminer ’équation différentielle satisfaite par la variable Z
et en déduire la pulsation propre du mouvement wy.

3. Résoudre cette équation différentielle satisfaite par la variable Z(t) et en déduire 1’équation horaire du mou-
vement du centre d’inertie G en fonction de wy, zsq €t 2.

4. Montrer que la masse volumique p peut s’écrire :

1

p=5(T5 - B)

ou Ty est la période d’oscillation du systéme telle que

Ty = on /%ﬂ%

et A et B, des constantes fonction de Vg, k et my.
Lors de I’étalonnage de I'appareil & une température de 288 K, on détermine la période d’oscillations du ressort T
dans le cas oil le fluide est Pair puis I’eau : on obtient pour Peau paiy = 1,225kg - m™2 avec Tp ai; = 708,218 et pour
leall pean = 999,1kg - m~3 avec To,cau = 975,6 11s.
5. Déterminer les expressions et les valeurs des constantes A et B.
6. Pour un liquide inconnu, on obtient Ty = 926,0 1s; quelle est sa masse volumique ?
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Un sujet de concours

Exercice n° 10 : Jeux aquatiques ) 6 4 ¢

Un baigneur (masse m = 80kg) saute d’un plongeoir situé a une hauteur h = 10 m au-dessus de la surface de l’eau.
On considére qu'il se laisse chuter sans vitesse initiale et qu’il est uniquement soumis & la force de pesanteur (on
prendra g = 10m - s~!) durant la chute. On note (Oz), Paxe vertical descendant, O étant le point de saut.

1. Déterminer la vitesse v, d’entrée dans I’eau ainsi que le temps de chute ¢..
2. Lorsqu’il est dans I’eau, le bai igneur ne fait aucun mouvement. Il subit, en plus de la pesanteur :
— une force de frottement ff = —k¥ (U étant la vitesse et k = 250kg - s71);

o

la poussée d’Archiméde o= _dﬁ g (dp = 0,9 est la densité du corps humain).
h

Etablir ’équation différentielle a laquelle obéit la vitesse en projection sur (Oz), notée v,. On posera
T=m/k.

Intégrer cette équation en prenant comme nouvelle origine des temps t = ..

Déterminer la vitesse limite vy, (< 0) en fonction de m, k, g et dj,.

Exprimer la vitesse v, en fonction de v, |vy| et t. Déterminer a quel instant ¢; le baigneur commence a
remonter.

En prenant la surface de ’eau comme nouvelle origine de Paxe (Oz), exprimer z(¢). En déduire la
profondeur maximale pouvant étre atteinte.

En fait, il suffit que le baigneur arrive au fond de la piscine avec une vitesse de 'ordre de vo = 1m - s
pour qu’il puisse se repousser avec ses pieds sans risque : & quel instant t5 atteint-il cette vitesse et quelle
est la profondeur minimale du bassin 7

—1

Le méme baigneur décide maintenant d’effectuer un plongeon. On suppose qu’il entre dans l’eau avec un
angle o = 60° par rapport a ’horizontale et une vitesse vg = 8m -s~!. Les forces qui s’exercent sur lui sont
les mémes que précédemment mais le coefficient k est divisé par deux en raison d’une meilleure pénétration
dans 'eau.

On repére le mouvement par les axes (Oz) (axe horizontal de méme sens que 99) et (Oz) (vertical descendant
comme précédemment) ; le point O est le point de pénétration dans 'eau.

Déterminer les projections des équations du mouvement sur Oz et Oz.

En déduire les composantes de la vitesse dans ’eau en fonction du temps. Existe-t-il une vitesse limite 7

Le plongeur peut-il atteindre le fond de la piscine situé a 4m?

10.

1. Pour z = h, on trouve t. = 1/2h/g = 1,4s et ve = v/2gh = 14,1m - s~ 1,
1
2c. v = gT (1 — —) =—-0,356m -s~ 1,

2d. t1 =7ln | I) =1,19s et zmax = 4,1m
vL
of. 1o :Tln(UEH”L‘) — 0,76 et 20 = 3,94m.
v2 + |vL |
3c. t3 =71In (1+v()|smlo¢) =1,52s et z3 = 3,35 m.
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Corrections

@ I Correction de I’exercice n°[l] « Charges et équilibre »:

— Syst. : {bille}
— Réf. : terrestre supposé galiléen

— BDF : N
» son poids : P =mg = —mgi,
Z_7 1 ¢ -
> la fi électrostati cF=F
a force électrostatique - 2/1 = 47r5 B
> latensmnduﬁl T——||T||Slnau —|—||T||cosauy

— P.I : . P+F+T=0

En projetant sur les axes, on obtient :

1 — —
selon 0 : —q —||T||sina=0 q = 2d+/meo||T'|| sin o = 2d/Tegmg tan a
selon ﬂ’y'fmg+||T||cosa*0 HTH_cosoz

@ I Correction de I’exercice n°[2] « Masse en équilibre »:

— Syst. : {masse}
— Reéf. : terrestre supposé galiléen

— BDF :
» son poids : P =mq = mgsinad, — mgcos atdy
» la force de rappel du ressort 1 : ]_7)1 = —k1(lr — lo1)uy
» la force de rappel du ressort 2 : 1_52 = +k‘2 (by — Lo 2) Uy
> la réaction normale du L support : N= ||N ||ty

— P.I. P+F1+F2+N—O
En projetant sur les axes, on obtient :

selon U, : mgsina — ki1 (€1e — lo.1) + ka(loe — lo2) =0
selon 7, : —mgcosa + || N|| =0
En posant O, 'origine du repére au point d’accroche du ressort 1, on a donc ze =41 o =L — {3 :

mgsina + k1lo,1 + ka(L — o 2)
k1 + ko

mgsina — ki (e — lo1) + ko((L — xe) — lp2) =0 = xe =

@ I Correction de I’exercice n°[3] « Sédimentation d’une particule »:

4
Considérons le systéme {particule} de masse m, de volume V = §7rr3 et de masse volumique p = m/V, évoluant

dans le référentiel terrestre % supposé galiléen et muni d’un repére cartésien avec 4, le vecteur unitaire de 1’axe
vertical ascendant.
Le systéme est soumis a 3 forces :

. " 4 5
» son poids mg = —gPTrigly;
» la poussée d’Archiméde —peanV g = 3 PeanTT g 4 ;
» la force de frottement de I’eau f = —6mnrv = 6mnrou,.
Le principe fondamental de la dynamique appliqué au systéme dans & galiléen s’écrit :
4 dov L4 L 4 dv 917 g D
Pt = —6mrt 4 S pmrG = Speantr?d = 4 =G0 =g (1 - a)

Intégrons cette équation différentielle :

1 2 — Feau —
Ae —9nt/2pr? + § (p P )7,_29
n

6:
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5 - 2(p— Pe:
A Taide des conditions initiales, 0(t = 0) = ) = A+ §wr2§, on en déduit 'expression de la constante
- 2(p— 2(p— 2(p—
d’intégration vectorielle A = ¥y — gwr2§, d’ou ¥ = |vy — gwr2§' e=omt/2pr* 4 §wr2§.
Ui n
< P . . 4 207“ < . . o . — _2(p_peau) 2=
Aprés un régime transitoire de durée 5 x o’ le systéme atteint une vitesse limite constante v, = - —=1r~g.
n n
@ I Correction de ’exercice n°[5] « Un peu de balistique »:
— Syst. : {boulet} e
_ Ref - 4 yalila 200 - -7 S 8
Réf. : terrestre supposé galiléen - .
— BDF . = /// \\
» son poids : P =m¢g = —mgu, 150 |- ,/ N i
— PFD: P=md S/ \
— Projections : FaNe! N
100 \ \ n
. . Canon Y
=0 T = Vg COS (v N
. <9 . . \
{y:—g {y: —gt + vg sin 50| \ i
x(t) = o cos at \\\
A 1, ) 0 |
y(t) = —igt +vgsinat + h | | | | Bateau
0 50 100 150 200
Pour obtenir la trajectoire, il suffit de remplacer ¢ par son expression en fonction de x :
x
t =
Vg COS v
2
1 T .
y(x)——g( ) + vo sin +h
2 Vg COS (v Vg COS (¢

A noter que =1+ tan® , soit :
c

0s2 o

2

1

y(x) = —59 (x) (1 + tan? a)+ztana+h
Vo

On cherche alors I'angle « tel que y(D + £) = 0 et on obtient un polynéme du second degré en tan« :

0=—=
59

Par résolution & la calculatrice, on trouve o = 68,93°
@ I Correction de ’exercice n°[§] « Cube sur un plateau »:

1 (D+¢\? 1 (D+0\?
< +£) (tanQa)—&—(D—Fﬁ)tana—&—h—g( +€)

Vo 2 Vo

— Syst. : {cube}
— Réf. : terrestre supposé galiléen

— BDF : N
» son poids : P =mg = —mgi,
» la réaction du support : R = —||T||7, + || V||,

— PFD: P+ N+T =m@d
1. Le cube est sur le plateau, ainsi en ’assimilant & un point matériel, z, = z. avec z. la cote du cube. La
condition de contact du cube sur le plateau est : N # 0. En projetant le PFD sur 'axe vertical (ascendant) :

[[N]| —mg = mZz, = [|N|| =m(g + %)
La condition de contact s’écrit alors :
¥t [Nl =m(g+5)>0

Donc :

2

g+ Z, >0 g — aw* cos(wt) >0

Or g > 0 et —1 < cos(wt) < 1 donc pour que 'équation précédente soit vérifiée pour tout ¢, il faut que :

g—aw’ >0 & o.)<\/E
a
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2. Le cube ne glisse pas sur le plateau, donc V ¢, . = x, avec x. la position du cube. Ainsi I'accélération du

plateau est égale a celle du cube. En projetant le PFD sur les axes :

7| = mit,
Nl = mg =0

La condition de non-glissement est la suivante : H?H < f\|ﬁ|| = fmg. Ainsi :

piiE, < furg & —aw? cos(wt) < fg

Cette relation est vraie pour tout ¢ & condition que :

fg

aw? < fg=lw </ =2
a

@ I Correction de I’exercice n°[9 « Densimétre a tube vibrant »:

En prenant 'axe descendant, z =¢+ D : 0
— Systéme : {corps creux + fluide}
— Référentiel : terrestre supposé galiléen
— BDF : R
» son poids : P =m4g = (mg + pVo)gu. t
» la force de rappel : F' = —k({ — {y) U,
1. A l’équilibre :
mg — k(zeq — D — lp) =0 '
Iz=t:
mg fluide
= | Zeq = éo +D+ —
k A,
z
2. Appliquons le principe fondamental de la dynamique projeté sur 'axe z avec m = mg + pVj :
mg—k(z—D—Vly)=mZs i+ —z=g+—D+l)=—zq
m m m
2w k . ) . , . . 1. .
En posant wg = =\ et Z = z—zsq, on obtient I’équation d’un oscillateur harmonique unidirectionnel :
0 m

Z+wiZ=0

3. La solution générale de I’équation différentielle précédente :
Z(t) = Acos(wot) + B sin(wpt)

Donc :

z(t) = Acos(wot) + Bsin(wot) + zeq
2(t) = — Awg sin(wot) + Bwg cos(wot)

Or z(t=0) = zp et 2(t =0) =0, donc :

2(t=0) =20 = A+ 2¢q N A =25 — 2¢q
4(t =0) = 0 = Buwg B=0

Finalement : ‘ z(t) = (20 — 2eq) cos(wot) + 2eq

I _JE__kF
TO_ m_ m0+pV0

k 47T2m0
= (12—
p 4V07r2(0 i )

4Vym? 4m’m
On retrouve l’expression donnée en posant A = 97 et B= 0

4. D’aprés la question 2. :

Donc :

1T 10

L L
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5. Il s’agit de résoudre le systéme :

1
Peau = IX(TIOQ,eau - B)
2

Pair = Z(TO,air - B)
6. Application numérique :

Il s’agit de I’éthanol.

Pinconnue — 790 kg -m-

2 2
A= TO,air -1
= Pair 2_ Peau 9
B = pairTO,eau - peauTO,air
Pair — Peau

3

e _ 4 51m3 572 kgl

= 5,01 x 1077572

BCPST
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@ I Correction de I’exercice n°[10] « Jeux aquatiques »:

On considére :
— Systéme : {le plongeur} assimilé a son centre de gravité M de masse m
— Référentiel : terrestre supposé galiléen sur toute la durée de I'expérience
1. La premiére partie du mouvement correspond & une chute libre :
— BDF : R
— son poids P = m¢ = mgu.
— PFD : I'application du principe fondamental de la dynamique donne :

@ =g PET 5= g

— Intégration avec 2(t =0) =0et 2(t=0)=0:

tQ
2(t) =gt et 2(t) = 97
2h a.n. A.N. 1
Pour z = h, on trouve t, =/ — = 1l4dset ve =+2gh = 14 1m-s™".
g

2. Désormais le plongeur est dans ’eau :

(a) Schéma de la  situation o o
— PFD : 'application du principe fondamental de la dyna-

Op-=-m77--~ o mique donne :
. = ma =mg+1 + Iy
Iy
— Projection sur (Oz) : en posant v, = 2 :
1 1
> m®z=mg(1—d)—kvz:> z')z+vzzg(1—)
P h T dp
avec 7 = m/k

z
(b) La solution générale de I’équation différentielle précédente a laquelle obéit la vitesse en projection sur

02) ¢ 1
v, = Aexp (—T> + g7 (1 — dh)

En prenant v(t = 0) = v, (en prenant ¢, comme nouvelle origine des temps) :

S e )

(¢) Lorsque t tend vers oo, on trouve la vitesse limite, soit :

1
v = gT (1 — d) = vy "= —0,356m - s
h

vy, < 0 car le plongeur finit par remonter (la résultante des forces est vers le haut).
(d) On obtient directement :

v2(t) = (ve + Jop]) exp (—i) o

Le plongeur commence & remonter lorsque la vitesse v, devient nulle, puisque la résultante des forces
est vers le haut :

t e SN
’Uz(tl) =0« (’Ue + |UL|)eXp (—;) = |’UL‘ =t = Tln (]. + |Z)}L> Al ]_,].98

(e) En intégrant la vitesse, avec z(t = 0) = 0 (prenant la surface de I’eau comme nouvelle origine de 'axe

(02)), on trouve :
2(t) = 7(ve + oL ) (1 ~exp (_D) ol

La profondeur maximale est atteinte a t = ¢; :

Zmax = 2(t1) 2 41m
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3. Les forces sont le méme que précédemment, seules les conditions initiales changent :

air
Or *\<a ***** cant
Uo ﬁ’
fr
P
Y
z
4. Les projections des forces sont les suivantes :
— BDF : N
— son poids P = m¢ = mgu.
- k_, k._, k.,
— une force de frottement f ¢ = 751) = fgzux - izuz
— la poussée d’Archiméde I = —°F = — g%,
dp, dp,
— PFD : application du principe fondamental de la dynamique donne :
— — = proj mr = _51.
= 1— — ) =23
mz =mg ( dh) 5%
5. Par intégration :
— Intégration :
t
@(t) = Ae ——
(t) xp | ——
() = B t i 1 1
2(t) = Bexp | —— 71— —
p - g s
2m
avec T = —

— Conditions initiales : avec @(t = 0) = vpcosa et 2(t =0) = vpsina :

. t
Z(t) =vocosaexp | ——
T

0= (oo (=)o (£) o (-2

La vitesse limite est obtenue en regardant la limite a I'infini. On trouve une vitesse verticale limite d’expression
semblable & la précédente. On peut réécrire v, comme précédemment en substituant v, par vgsina. On
obtient :

h

1
vy = gT <1 - d) = 0,71m st

6. Les expressions obtenues précédemment sont utilisables en remplagant v, par vg sin «, la vitesse s’annule donc
a l'instant :

tz3 =7In (1 + Yo sina> At

="1,52s
luL

a la profondeur :

t
z(tg) = T(vo sina + |v|) (1 — exp (—3)> — |vplts "= 3,35m
T

Le plongeur n’atteint pas le fond.
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