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Exercice 8 :
Une liste non ordonnée correspond a un sous-ensemble de ’ensemble des n personnes.

On sait qu’un ensemble de cardinal n possede au total 2" sous-ensembles.

Il y a donc 2™ listes de noms dans 1'urne.

Ezemple avec n = 3 : soient les personnes Alain (A), Béatrice (B) et Chloé (C).

11 y alors dans 'urne les listes : A, B, C, AB, AC, BC, ABC et la liste vide, ce qui fait 8 = 23 listes.
Soit X le nombre de noms sur une liste piochée au hasard.

Sur lexemple précédent, X peut valoir de 0 (liste vide) & 3 (liste ABC), donc X ()

On a, par équiprobabilité : P(X =0) =P(X =3) =}, et P(X =1)=P(X =2) =
On voit apparaitre une loi binomiale!

Cas général : | X (Q) =[0,n] |

Soit k € [0,n]. Alors le nombre de listes de longueur k correspond au nombre de sous-ensembles de

[0, 3].
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cardinal k£ dans un ensemble a n éléments. On sait donc qu’il est égal au coefficient binomial ( k)

1
Par équiprobabilité : |Vk € [0,n], P(X =k) = — (n)
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On peut alors écrire : P(X = k) = m\ (L ! — (™) « 1 n pEgnk,
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avec p = 3 et g=1—p. Ainsi : | X — B(n, 5) En conséquence : =3 et V(X)= T

Exercice 9 :
Pour ¢ € [[1,n], on note D; 'événement : < la i°™° piece testée est défectueuse. >

1) Détection par un robot :

Au minimum, X = 1 lorsque le robot choisit en premier de tester la piece défectueuse. Au maximum,
X =n lorsqu’il choisit cette piece en dernier. Ainsi, | X(Q) = [1, n].
Pour tout k € [1,n], on a : [X = k] = Dj,.
1
Par équiprobabilité, P(Dy) = —, donc Vk € [1,n], P(X = k) =
n

‘ X suit donc une loi uniforme sur [1,n] ‘ En conséquence : | E(X) = et V(X) =

2) Détection par un humain :

Q) =[1,n- 1]}‘ car si la piece défectueuse n’a pas été repérée au cours des (n — 1)

premiers tests, alors c’est forcément la derniere, et il est inutile de la tester.

Il n’y a aucune différence jusqu’a 'avant dernier test : Vk € [1,n — 2], P(Y = k) = —

Onadonc:PY =n-1)= ZPY k)
"‘21 n—2 2
:1— 7:1— = —.
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(0] Icule alors I'espé deY : E(Y) = EP(Y =k) = — —1)x =
n calcule alors l'espérance de (Y) z_: ( kzz:ln—l— n
1 —-2)(n—1 2(n—1 2
done B(v) = L @220 =D 202D gy gy - (n2 D+ 2)
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= — 2
Pour la vari lcule d’abord E(Y?) = ) k*P(Y — —1)2x =
our la variance, on calcule d’abord E(Y?) ; g " (n X
1 -2 —1)(2n—-3 2n—1 —
donc E(Y?) = — x (n=2)(n —1)2n )—l— (n—1)° = (2n +5n —6).
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On utilise ensuite la formule de Konig-Huygens :

V(Y) = E(Y?) - E(Y)? = "6—;1 (2n2 4 5n — 6) — <(" -
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Apres calculs, on trouve : V(Y) = 7;2”2 (n3 +n?—12n+ 12)
(n—1)(n —2)(n?+ 3n — 6)

et on peut factoriser : | V(Y) =

12n2

Exercice 11 : Les ampoules défectueuses.
1) Conditionnement par boites dont le contenu ne provient que d’une seule machine.

X est le nombre d’ampoules défectueuses dans une boite de n ampoules, donc 0 < X < n:| X(2) = [0, n].

Soit 0 < kfg n. Notons A I'événement : <« La boite ouverte provient de la machine A .
Alors (A, A) forme un systeme complet d’événements. D’apres la formule des probabilités totales :

P(X =k)=P(A) x Pa(X =k) +P(A) x Pz(X = k).
L’énoncé donne : P(A) = 2 donc P(4) = 1.
Z)o, 1% x 0,9"F, et Po(X = k) = (“

Par ailleurs, P4 (X = k) = ( k

>0,2’c x 0,87k,

3 1
On obtient donc : |Vk € [0,n], P(X = k) = (Z) (4 x 0,1% x 0,97 7% 4+ 1 x 0, 2% x 0,8”"“).

- 3 1 ,
Le calcul de I’epérance donne : E(X) = Z k(:) (4 x 0,1% x 0,97 % 4+ 1 x 0,2F x 0, 8""‘)
k=0

3 n 1 n
donc par linéarité : B(X) = 3 k(Z) 0,18 0,0"* 4 - Sk (Z) 0,25 x 0,87
k=0 k=0

3 1
On reconnait deux fois la formule de I’espérance pour une loi binomiale, donc : E(X) = 1 %0, 1n—|—1 %0, 2n.

En conclusion : | E(X) = g
2) Une probabilité conditionnelle :
P(AN[X =0])) P(A)xP4s(X=0) 3% 0,9"
d de Pix—o(A4) = = = .
On demande [X—O]( ) P(X =0) P(X =0) %x0797L+%X0787L
3x0,9" 3

Ainsi, P[X:O] (A)

= 3)(0,971_'_07877, _3+(%)n

3) Conditionnement par boites dont le contenu est mélangé.

Dans chaque boite, chaque ampoule a maintenant 3 chances sur 4 de provenir de la machine A,

et 1 chance sur 4 de provenir de la machine B.

3 1 1
Pour chaque ampoule, la probabilité d’étre défectueuse est donc : p = 1 x 0,1+ 1 x 0,2 = 3

1
La VAR Y suit donc une loi binomiale de parametres n et p = 3
Y < B(n, 3), E(Y) = % On remarque que E(X) = E(Y) : cette seconde facon de conditionner n’a

pas changé le nombre moyen d’ampoules défectueuses par boite.

Exercice 12 : Détecter les erreurs

1) Erreurs détectées lors d’une seule relecture :

On note X le nombre d’erreurs détectées lors d’une relecture.
Chaque erreur a une probabilité p = 0,75 d’étre détectée, indépendamment des autres.
X suit donc une loi binomiale de parameétres k et p = 0, 75.

‘Le nombre moyen d’erreurs détectées lors d'une relecture est : E(X) = k x p = 0, 75k.

2) Erreurs détectées lors de 36 relectures indépendantes :

Chacune des k erreurs a une probabilité (1 — p)3¢ = 0,25%¢ = 2772 de ne jamais étre détectée,

donc une probabilité p’ =1 — 2772 d’étre détectée par au moins un des 36 relecteurs.

On note Y le nombre d’erreurs détectées apres 36 relectures.

Alors Y suit une loi binomiale de parametres k et p/ =1 — 2772,

Son espérance vaut donc E(Y) = k(1 —2772).

Application numérique : on suppose que le texte contient k = 100 erreurs de typographie. C’est beaucoup...
Lors d’une seule relecture, en moyenne 75 erreurs sont détectées. Il en reste 25, c’est beaucoup.



Apres 36 relectures indépendantes, le nombre moyen d’erreurs détectées est :
E(Y) =100 x (1 —277) a2 99,999 999 999 999 99999998  Merci pour votre vigilance !

Exercice 13 :

1. support de Z :
L’écart Z entre les numéros piochés est au minimum de 1 car on ne peut pas piocher deux fois la
méme boule, et au maximum de n? — 1, lorsque les boules numéro 1 et n? sont piochées.
Ainsi, \ Z2(Q) = [1,n2 — 1]. \

2. loide Z :

Soit k € Z(Q). L'événement [Z = k] est 'événement <« I’écart entre les numéros piochés vaut k >,
donc que les boules {1,k + 1} , ou {2,k + 2} ou ...ou {n? — k,n?} ont été piochées.

n? n?(n*—-1) . . . 2 L .y
0 )= 5 tirages possibles, parmi lesquels n°—k réalisent 1’événement

Puisqu’il y a au total (

2(n? — k)

[Z = k], on a par équiprobabilité : |Vk € [1,n%? — 1], P(Z = k) = 2= 1)

3. Z carré parfait :

Enfin, Z est un carré parfait si et seulement si Z =1 ou 4 ou 9 ou ...ou (n —1)2.
Notons C' I'événement < Z est un carré parfait >.
n—1 n—1
2(n? — k2
Alos P(C) =Y P(Zz=#) =Y 207 =) fapres Ta loi de 7,
k=1

n?(n? —1)

2(n — 1)n? 2 = T
= - 2= E k“, par linéarité de la somme, et en calculant
n _
k=1

2(n2 _
n?(n? —1) la premiere somme, qui est une somme de constantes,
2 2 —1Dn(2n—1
= 1" 22— 1) X (n )T;( n ), d’apres une somme usuelle,
2 2(2n—1)

= — apres simplifications, puis on réduit :
ntl 6n(nt1l) P P P

n+1

La probabilité que Z soit un carré parfait est : —————.
P d P 3n(n+1)




