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Exercice 9 : Une application linéaire de R?® dans R?

1) Matrice de f dans les bases canoniques | A = Matc, ¢, (f) = (_11 ? 11>

ol C3 et Cy désignent les bases canoniques respectivement de R? et de R2.

2) Expression de f dans de nouvelles bases
111
On étudie P = Matc,(B) = [0 1 1| : elle est de rang 3 donc ‘ B est une base de R3 ‘
101
On étudie @ = Mate,(C) = <(1) }) : elle est de rang 2 donc ‘ C est une base de R? ‘

Relativement aux bases B et C, on a: A’ = Matgc(f) = Q 'AP.

1 -1 031
-1 _ I __
On peut calculer, avec Q~" = (0 1 )7 on trouve | A" = <0 0 1)'

Autre méthode :
A’ est la matrice obtenue en écrivant en colonnes les coordonnées dans la base C des images par f des
vecteurs de la base B.
Ona: f(u)=f(1,0,1)=
f(uQ) = f(]-a 1a0)
flus) = f(1,1,1) =

(0,0) = 0.v1 + 0.v2 (premiere colonne)
(3,0) =3.v1 + 0.v2 (deuxiéme colonne)
(2,1) = 1wy + l.vg  (troisieme colonne)

)

Exercice 10 : Un endomorphisme de R3.

1) B’ = (u,v,w) est une base de R?

011
Nommons B = (ey, ea,e3). Soit P la matrice de la famille B’ dans la base B. Alors : P= (0 —1 1
Cherchons si P est inversible : 100
0 1 1[1 0 0 0 0/0 0 1
0 -1 1]0 1 0 |« o 1/1 0 0
1 0 0]0 0 1 0 -1 1|0 1 0
0 0lo 0 1 0o olo o 1
<—>01100<—>00%—§0
0 0 2|1 1 0 0 0 30
00 2
donc P est inversible, d’inverse P~' = = | 1 —1 0 |. Ceci montre que ‘ B’ est une base de R3.
2) Changement de bases 10 0 Lo
Matg/ (f) = A’ =P AP =01 0 | = Diag(1,1,—1), apres calculs.
00 -1
Autre méthode : f(u) = f(ez) = ez =u flu)=1lu+0v+ 0w
f)=fle1 —ex) = fler) — flex) = —ea — (—e1) = €1 —ea =0 fw)=0u+1lv+0.w
f(w) = flert+ez) = fler)+f(e2) = —ea+(—e€1) = —(e1+e2) = —w f(w) =0.u+0.v+(-1).w
3) Matrice de la composée n°™e "

Pour tout n € N, on a : Matg/ (f") = (4’)" donc ‘ Matg (f™) = Diag(1,1,(—=1)"). ‘

4) Retour a labase B: A’ = P7'AP donc A = PA’P~! et par récurrence immédiate, on obtient :
An — P (A" P=1 = P Diag(1, 1, (—1)") P~1.
1+(-1)™ —=14+(-1D)™ 0
Apres calculs : | Matp(f*)=A"=-| —-1+(-1) 14+(-1)" 0
2 0 0 2

Remarque : Pour n =0, on doit trouver I3, et pour n = 1, on doit retrouver la matrice A.

Remarque 2 : La matrice A est ici trés simple. On peut calculer & la main A2, A3 et deviner la formule
pour A™, qu’on démontre ensuite par récurrence.




Exercice 11 : Un endomorphisme de R*.

2 [-1] 1 -3

1) f est bijectif : A = 8 _g est une matrice carrée de rang 4, donc inversible.

0 0 0 [-1]

2) Ensemble des vecteurs invariants par f :

F= {u e RY, f(u) = u} est le noyau de I’endomarphisme f — Idga, c’est donc un s-ev de R%.

2 —y+z—-3t==x r—y+z=0
r+z—-3t=y z—y+2=0 y=x+z
u=21xb; +yby+ 2b3 +thy € FF & & =
Ly ’ * z—2t=z2 0=0 {t:O
—t=t t=20

donc F = {ab + (z + 2)bs + 2b3 € R*, z,2 € R} = {x(by + bs) + 2(b2 + b3), 2,z € R}
On pose u; = by + by et us = by 4+ b3. On vient d’écrire : ‘F = Vect(uq, us). ‘
Puisque u1,us ne sont pas colinéaires, ils forment une base de F', donc |dim(F') = 2.

3) G={uecR* f(u)=—-u}

G est le noyau de ’endomorphisme f + Idgs donc c’est un s-ev de R*.

2—y+z—-3t=—-z 3z —y =2t
T =
—3t=- =2t
u = xby + yby + 2b3 + tby € G & Tz 4 & THY Sy=t
z—2t=—z z=t
z =
—t=—t 0=0

Onpose v =0>b; +by+bs+bsetona:uecGeu="ty, tGRdonc‘G:Vect(v) etdim(G)zl.‘

4) Une nouvelle base de R*, adaptée & f

1 0
On pose By = (uy,usg,v,b1). La matrice de la famille B; dans la base B est : P = 1

o

0 0

C’est une matrice carrée de rang 4, donc inversible : | B; est une base de R*. ‘

P est donc la matrice de passage de la base B a la base B;.

5) Matrice de f dans B;

up,ug € F done f(u1) = uy et f(uz) = us.
v € G donc f(v) = —wv.

Reste & calculer f(by) = 2by + be, et a I'exprimer en fonction de uq, ug, v, by.
On peut remarquer que uy + by = 2by + by = f(b1).

Si on ne le voit pas, on résout un systeme : 2by + by = auq + Bus + yv + dby.
10 01
01 00
00-10
00 01

Conclusion : | Matg, (f) = A1 =

6) Matrice de la bijection réciproque f~1 : il s’agit d’inverser la matrice A;, et on trouve :

10 0 —1

_ _ 01 0 O

MatBl (f 1) = (Al) 1= 00 =1 0
00 0 1




