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Début de I’épreuve

L’éprewve est composée d'une introduction et de quatre parlies. Les trois premicres parties sont
essenticllernent indépendantes, les rares résultats  réutiliser d’une partie a Uautre sont explicitement
donnés et pewvent étre admis. Dans chaque partie, on pourra admettre le résultat d’une question pour
continuer le sujet.

Il est demandé de veiller au soin de la présentation, ainsi qu’a la rigueur et a la concision des
raisonnements.
Dans ce sujet, on note [m,n] Uensemble des entiers compris entre m (inclus) et n (inclus).

Introduction

Des amis se réunissent et apportent chacun une surprise a offrir & quelqu'un d’autre. On souhaite
répartir ces cadeaux aléatoirement, de telle sorte que chaque personne en regoive exactement un, et
qui ne soit pas celui qu’elle a amené.

On numérote les personnes de 1 & n, et on peut représenter une telle répartition en plagant des
points (numérotés de 1 a n) reliés par des fleches, une fleche de i a j signifiant que la personne numéro ¢
prend le cadeau amené par la personne numéro j. On peut également associer a une telle répartition
la permutation o (une bijection de [1,n] dans [1,7n]) telle que pour tout i dans [1,n], la personne
numéro i prend le cadeau amené par la personne numéro o (i).

Voici par exemple la représentation d’une répartition pour 9 personnes, et la permutation associée.
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Une telle permutation, vérifiant que o(i) # ¢ pour tout i € [1,n] est appelé un dérangement
de [1,n]. On note d,, le nombre de dérangements de [1,7]. On a par exemple d; = 0 (pas de possibi-
lité), do = 1 (la seule possibilité étant que chacun offre son cadeau a 'autre), et ds = 2, les deux seules

2 3
répartitions pour n = 3 correspondant aux représentations suivantes : 10 et 1 O .
3 2

a. Déterminer dy en donnant les représentations de toutes les répartitions possibles lorsque n = 4.

On souhaite maintenant effectuer une répartition aléatoirement. On consideére la procédure suivante,

en n — 1 étapes successives (lorsque n > 3) :
— A létape i, pouri € [1,n—2], la personne numérotée i choisit uniformément au hasard un cadeau
parmi les cadeaux non-attribués, qui ne soit pas celui qu'elle a amené (chaque cadeau possible

L__ ou - suivant si le cadeau amené par la personne i est

n—i+1 n—i

est donc choisi avec probabilité
déja attribu¢ ou non).
— Les deux derniéres personnes, numérotées n — 1 et n, regardent les deux cadeaux restants.
— Si un des deux cadeaux est celui amené par une de ces deux personnes, alors la seule possi-
bilité est que 'autre le prenne, et que la personne 'ayant amené prenne l'autre.
S’ils ne sont amenés par aucune des deux personnes, la personne n — 1 en choisit un au
hasard (avec probabilité -é- pour chacun), et laisse I'autre a la personne n.
Ainsi, dans tous les cas, chaque personne obtient un cadeau amené par une autre personne. On a donc
une procédure qui est un tirage aléatoire d'un dérangement de [1,n].

b. Lorsque n = 4, calculer la probabilité d’obtenir le dérangement o —TiT3T3T4] 1 3
; ; : ; i
donné par la table de valeurs (et sa représentation) ci-contre, et en ] Q
S _ S o(i) |3(4]|12(1] 4
déduire que cette procédure n'est pas un tirage aléatoire uniforme
parmi tous les dérangements de [1,4].

L objectif de ce sujet est d’étudier la suite (dp)nen ainsi que des procédures de tirage aléatoire et
uniforme de dérangements de [1,n].



Partie I

1. On se fixe un entier n € N et on définit le polynéme P, et la fonction réelle f,, par

T

. 1 -t
Ve eR, Pz ZM fulz _./Oa(. dt.

1.a. Montrer que P, + f, est solution d’une équation différentielle linéaire homogéne, et la résoudre.

1.b. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € [—1, 1], on ait |f, ()| < C|z|*t.
N

1.c. On se fixe un polynéome @ donné par Q(z) = apx® pour un entier N > n. On suppose qu'il
k=0

existe une constante C' > 0 telle que pour tout = € [—1,1], on ait |Q(x)| < C|z|**. Montrer que tous

les coefficients ax pour k € [0,n] sont nuls. On pourra raisonner par 'absurde, noter kg le plus petit

indice k tel que aj # 0 et calculer la limite en 0 de %:T)

1.d. En exprimant P, (x) et P,(—z) grace a la question 1.a. et en utilisant les questions 1.b. et 1.c.,

montrer qu’il existe un polynome R,, tel que P, (z)Pp(—2) = 1 + 2" R, (z).

2. On note S, 'ensemble des permutations de [1,7] (les bijections de [1,n] dans [1,7]). Si ¢ est une
permutation, on dit que i € [1,n] est un point fixe de o si o(i) =i

On note Sp, C S, l'ensemble des dérangements, c’est-a-dire des permutations o sans point fixe
(Vi € [1,n],0(i) # i). On note donc dy, le cardinal de Sp,,. On pose également dy = 1.

Si E est un ensemble a k éléments, quitte & numéroter ses éléments de 1 a k, une permutation de £
(une bijection de E dans E) sans point fixe peut se ramener a une permutation de Sp k. Le nombre de
permutations de [ sans point fixe est donc aussi dj..

Enfin, pour k& € [0, n], on note py. ,, la probabilité qu'une permutation tirée uniformément au hasard
dans S, ait exactement k points fixes (on pose également pgg = 1).

- ¥ - - n
2.a. Quel est le cardinal de S, 7 En déduire que pg, = —-
n!

2.b. Soit k € [0, 7] et Z une partie de [1,n] & k ¢léments. On note Ty C S, I'ensemble des permutations
ayant pour points fixes les éléments de Z (et seulement ceux-ci). Quel est le cardinal de T ?

2.c. En déduire que pg,, = %j’)g‘“.,k (on pourra traiter a part le cas k = n), et que

Z dn .‘. _]
E'(n—k ’

3. On définit le polynéme D, par D, (a Z dip% ,‘,

3.a. On pose Gy, (x) = P, (x)Dy(z). Montrer en utilisant la question précédente que tous les coeflicients
de degré k de G, valent 1 lorsque k € [0,n] et appartiennent a [0, 1] pour k > n.

3.b. En multipliant G, (x) par P,(—x), et en utilisant la question 1.d., en déduire que I’on a

dp = (=1)F
ﬁ_kz kKl

3.c. On fixe = €] — 1, 1[. Calculer la limite de Gy, (x) lorsque n — oo, et en déduire la limite de D, (z)
lorsque n — oo. Cette limite est appelée fonction génératrice exponentielle de la suite (dn)nen-

4. On note X, le nombre de points fixes d’'une permutation aléatoire tirée uniformément dans S,,.

4.a. En utilisant la question 2.c., exprimer pg_, 1 en fonction de py,, lorsque k& > 1. En déduire
I'espérance de la variable aléatoire X, lorsque n > 1.

4.b. Calculer de la méme maniére E[X,,(X,, — 1)] lorsque n > 2 et en déduire la variance de X,,.
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5. On étudie dans cette question les limites des probabilités pj., obtenues précédemment.
5.a. Montrer que la suite (pon)nen admet une limite, notée pg, et donner sa valeur.
5.b. On fixe k € N. Calculer la limite de py. ,, notée py, lorsque n — co. Montrer que ) py = 1.
k=0
5.c. Quel est le nom de la loi d'une variable aléatoire X telle que P(X = k) = py, pour tout k € N7
Donner son espérance et sa variance.

PARTIE II

Dans cette partie, on étudie des algorithmes de simulations de tirages aléatoires de permutations.
On dispose d’une fonction Unif qui, en prenant pour argument un entier n, renvoie un entier choisi
uniformément au hasard dans [1,n].

Dans les algorithmes qui suivent, on notera := pour l'assignation de valeur, et = pour le test
d’égalité. Et si liste est une variable correspondant a une liste, on note liste[i] son i-éme élément (pour
allant de 1 & la taille de la liste). On représentera une permutation de S, par une liste de n entiers
distincts deux a deux (on utilise la notation [€y,. .., ¢;] pour désigner une liste & k éléments). On note
enfin id,, la permutation identité, correspondant a la liste [1,2,...,n].

1. On fixe n € N* et on veut montrer que I'algorithme suivant renvoie une permutation tirée unifor-
mément au hasard dans S, ('ensemble des bijections de [1,n] dans [1,7]).

Algorithme 1 : Permutation aléatoire
Entrées : n € N*
Sorties : 0 € 9,

1 Fonction PermAlea(n)

2 o= idy,

3 pour i de 2 a n faire

4 4 = Unif (i)

5 (ald), o(5]) = (o[j], ofi])
6 | retourner o

Pour des entiers (jo,...,jn) € [1,2] % [1,3] x ... x [1,n], on note ®(jo,...,jn) la liste o obtenue a
la sortie de 'algorithme 1 lorsque les valeurs de j tirées successivement a la ligne 4 sont ja, ..., jn. A
chaque passage dans la boucle, a la ligne 5, deux valeurs de la liste o sont échangées, on a donc bien
toujours dans la liste une et une seule fois chaque entier de 1 a n, de sorte que o peut toujours étre

vue comme une permutation de [1,7n].

1.a. Montrer qu’a chaque passage dans la boucle, juste avant I'échange de valeurs de la ligne 5, la
valeur de o[k] vaut k pour tout k dans [i,n]. On fixe (j2,...,jn) € [1,2] x [1,3] x ... x [1,n] et on
pose @ = ®(j2,...,7n) € Sp, que vaut ¢(jn)? En déduire que 'on peut déterminer j, a partir de .
1.b. On note de plus ¢ la permutation correspondant a la liste o juste avant le dernier échange
de valeurs de la ligne 5, lorsque i vaut n et que les valeurs de j tirées successivement a la ligne 4
sont ja,...,Jn. Montrer que l'on peut déterminer ¢ a partir de ¢ et j,, et en déduire que l'on peut
déterminer j,—; a partir de .

1.c. On admet que I'on peut obtenir par récurrence que si 'on connait ¢ = ®(jo, ..., jn), alors on peut
déterminer toutes les valeurs js, ..., j,. Montrer que I'application @ : [1,2] x [1,3] x ... x [1,n] = S,
est injective, puis bijective.

1.d. On effectue un appel de PermAlea(n). On considére n — 1 variables aléatoires Ja, J3,...,J,
correspondant aux valeurs de j tirées successivement par I'algorithme a la ligne 4. On suppose donc
que ce sont des variables aléatoires indépendantes, et telles que pour tout k dans [2, n], la loi de Jj est la
loi uniforme sur [1,k]. Si ¢ € S, calculer la probabilité que ®(.Ja, ..., .J,) soit égale a ¢, et en déduire
que l'algorithme renvoie une permutation tirée uniformément au hasard dans S,, en utilisant n — 1
appels a la fonction Unif.



2. On considére 'algorithme suivant, qui tire une permutation aléatoire et recommence tant qu’elle
n’est pas sans point fixe. On rappelle qu'on a noté Sp, 'ensemble des dérangements de [1,n] (les
permutations o € Sy, telles que pour tout i € [1,n], o(i) # i), qu'on a noté pg, la probabilité quune
permutation tirée aléatoirement et uniformément dans S,, soit un dérangement, et qu’on a montré dans
la partie I que (pon)nen @ une limite notée pg > 0 lorsque n — co.

Algorithme 2 : Méthode de rejet
Entrées : n € N*
Sorties : 0 € 5,

1 Fonction PermAleaRejet (1)

2 o := PermAlea(n)

3 tant que o ¢ Sy, faire
4 L o = PermAlea(n)

5 retourner o

On effectue un appel de la fonction PermAleaRejet pour un entier n donné, et on note Z, € N* la
variable aléatoire correspondant au nombre d’appels de la fonction PermAlea (une fois avant la boucle,
et éventuellement a 'intérieur de cette boucle), si la boucle s’arréte en un nombre fini d’étapes. Et on
note Z, = oo si la boucle ne s’arréte jamais.

2.a. Pour k € N*, calculer P(Z,, > k) en fonction de pg . En déduire que P(Z,, = o0) = 0 et donner le
nom de la loi de Z,, et son espérance.

2.b. Si 'on note u, le nombre moyen d’appels a la fonction Unif lors de cet appel de la fonction
PermAleaRejet(n), montrer que I'on a upn ~ ;& lorsque n — oo.

2.c. On se fixe ¢ € Sy, une permutation sans point fixe. Calculer la probabilité qu'une permutation
renvoyée lors de 'appel de PermAleaRejet (n) soit égale a . En déduire que cet algorithme simule un
tirage aléatoire uniforme dans Sy ,,.

Partie I1I

Dans cette partie, on cherche a obtenir un nouvel algorithme de simulation de permutations aléa-
toires en étudiant les cycles associés A une permutation. Comme dans I'introduction, on représente une
permutation o sous la forme de cycles : on choisit un nombre a; € [1,n], et on place un premier point
correspondant & a;. On relie ce point avec une fléche dirigée vers un point correspondant a as = o(ay),
que 'on relie & un point correspondant a a3 = o(as) = o(o(a;)) et ainsi de suite avec les images
successives de a; jusqu’a arriver sur un point ag tel que o(ag) = a,. On appelle (a;,as, ..., ap) un cycle
de la permutation o, et £ est appelé la longueur du cycle (dans le cas ou a(a;) = a;, on a donc £ = 1,
on ne place pas de nouveau point, on relie simplement ce point a lui-méme). Puis on choisit un nouveau
point correspondant a un entier ag;; que I'on n’a pas encore traité, et on fait de méme.

On a représenté sur 'exemple suivant une permutation o de Sy qui a 4 cycles (contrairement a
I'introduction, il peut ici y avoir des cycles de longueur 1 qui correspondent aux points fixes de la
permutation), et indiqué les nombres a; utilisés :

(J.]ZG ﬂu=7 a7=5 G.g=3
- e =2
i |[1]2]3]4]5]6]7]8]9 &= w=1 {) O O
o@)[4]6]3]9[8]1]7][5]2 0 =9~ — 4 4 = 8

On a donc commencé avec a; = 6 dont le cycle est de longueur 5, puis ag = 7 (cycle de longueur 1),
puis a7 = 5 (longueur 2) et enfin ag = 3. On va montrer que 'on peut s’inspirer de ceci pour générer
aléatoirement une permutation dont la loi est encore la loi uniforme sur S, en choisissant uniformément
au hasard les nombres a;, et en choisissant la bonne maniére de tirer au hasard les différentes longueurs
de cycles.
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1. On cherche a étudier les longueurs des cycles d’une permutation o tirée uniformément dans S,
Si (ay,aa,...,ap) sont des éléments de [1,n] distincts deux a deux, on note Cay.az,....a, V'événement
correspondant au fait que (ay,as,...,a;) est un cycle de o : o(a;) = aiy pour tout i € 1,0 — 1],
et o(a¢) = ay.

La. On fixe a; € [1,n] et £ € [2,n]. Si (ag,....a) sont des éléments de [1, 7] distincts deux & deux,
et distincts de @y, combien y a-t-il de permutations o dans S, telles que I'événement Ca,a,....a; SOIt
réalis¢?

1.b. On fixe a; € [1,n] et £ € [2,n]. Si o est une permutation tirée uniformément dans Sy, on note L,
la longueur du cycle de o contenant a;. Montrer que P(L) = ¢) = ;15, et montrer que ce résultat est
vrai également pour £ = 1.
1.c. On se donne £ € [1,n — 1] et on fixe maintenant (a1,...,a41) des éléments de [1,7n] distincts
deux a deux. On note Ly la longueur du cycle de o contenant ag41, et on fixe le [1,n — ¢]. Montrer
que P(Ly = £|Cy,,.. q,) = n_l—f

On admet pour les questions suivantes que si I'on tire les entiers a; uniformément au hasard (c’est-
a-dire que I'on choisit une permutation o uniformément dans Sh, avec a; = a(i) pour tout i € [1,n]),
et que 'on tire L uniformément dans [1, 7], puis Ly uniformément dans [1,n—L] (si Ly < n), puis Ly
uniformément dans [1,n — L; — L], et ainsi de suite jusqu’a obtenir Li+ Ly + -+ Lj, = n, alors
la permutation o obtenue en formant les cycles de taille Ly, Lo, ..., Ly, avec les entiers (@yivvevary),
puis (ar,41,...,ar,+1,), et ainsi de suite, est également une permutation tirée uniformément dans Sy

2. On dispose comme dans la partie IT d’une fonction Unif qui, en prenant pour argument un entier n,
renvoie un entier choisi uniformément au hasard dans [1,7]. On considére I’algorithme sulvant, qui
génere récursivement une liste de longueurs de cycles comme indiqué ci-dessus : on tire d’abord la
longueur L) uniformément dans [1, 7], puis on utilise le méme algorithme avec I'argument n — L, pour
générer la liste [Lo, ..., Ly], et on renvoie la liste 12 S

Algorithme 3 : Génération aléatoire d’une liste de longueurs de cycles

Entrées : n € N*

Sorties : listel : liste d’entiers

Fonction LongueursCyclesAlea(n)

{:=Unif(n)

si £ = n alors

| retourner [n]

sinon
listeL :=LongueursCyclesAlea(n — £)
Ajouter £ au début de listel
retourner listel

(= B B - R~ L -

L’objet de cette question est d’étudier le nombre d’appels de la fonction Unif lorsqu’on utilise cet
algorithme, ce qui correspond a la taille de Ia liste renvoyée. D’aprés ce qu'on a admis, cela correspond
donc au nombre de cycles d'une permutation aléatoire tirée uniformément dans S,,.

Pour cela on note (Uy,),>1 des variables aléatoires indépendantes et telles que pour tout n > 1. 1a
variable U, suit la loi uniforme dans [1,7]. Cette variable Uy correspond a la valeur de £ renvovée par
la fonction Unif a la ligne 2 de P'algorithme 3 lors de 'appel de LongueursCyclesAlea(n).

On peut donc définir par récurrence la variable aléatoire Y, correspondant a la liste renvovée
lorsqu’on effectue un appel a la fonction LongueursCyclesAlea avec 'entier n :

Yo=[n]l& U, =na,
pour k> l, si €1 + e f_:l- =n, alors Vo = [f;._ —_— ,fk] s U, = f] et Yn»—{‘l = [{(g ..... fu'

Enfin, on note H,, la variable aléatoire donnant le nombre d’éléments de la liste Y,,.
7 14



n
i _ 1 L . 1 k1 1
2.a. Pour n € N*, on pose h, = ) . Pour k > 1, montrer que =1 S Ji zdz < 1. En déduire que

k-
k=1
In(n+1)<h, <1l+Inn.
2.b. Quelle est la probabilité que H, = 17 La variable Y) étant définie a partir des (U;)iepi k. on
admet que lorsque k < n, alors U, et Y}, sont indépendantes. Montrer que pour k& > 1, on a

n—1
P(H,=k)=) PlHne=k=1)

n
=1

2.c. Montrer que l'on a E[H,] = 1+ Z E[H,—¢]. Calculer E[H,+1] — E[H,], et en déduire une
expression de E[H,], puis montrer que I’ on d E[H,] ~ Inn lorsque n — co.
On considére maintenant 'algorithme suivant, qui prend en argument une liste de longueurs de

cycles, utilise la fonction PermAlea de la partie II pour tirer les nombres a;, et construit la permutation o
en formant des cycles comme indiqué précédemment.

Algorithme 4 : Permutation aléatoire avec longueurs des cycles données
Entrées : listel : liste d’entiers
Sorties : 0 € S, ol n est la somme des entiers dans listel

1 Fonctlon PermAleaCycles (listel)

2 Initialiser n : somme des entiers dans listel

3 Initialiser £ : nombre d’éléments de listel
4 Initialiser m :=0
5 Initialiser a := PermAlea(n)
6 Initialiser o : liste de n entiers
7 pour j de 1 a k faire
8 pour i de m + 1 a m + listeL[j] — 1 faire
9 | | olafi]] ;== afi+1]
10 ola[m + listeL[j]]] := a[m + 1]
11 m := m + listeL[j]
12 retourner o

D’apreés ce que I'on a admis, on obtient que I'appel de PermAleaCycles (LongueursCyclesAlea(n))
fournit donc une permutation aléatoire tirée uniformément dans S,,. En terme de coiit ce n’est pas plus
intéressant que d’utiliser directement I'algorithme de la partie 11, mais 'objet de la question suivante
est d’en voir ['utilité pour tirer une permutation sans point fixe.

3. On observe qu'une permutation renvoyée par PermAleaCycles(LongueursCyclesAlea(n)) n’a pas

“= point fixe si et seulement si la liste renvoyée par LongueursCyclesAlea(n) n’a pas d’élément égal

- On considére donc la méthode de rejet suivante pour construire une liste de longueurs de cycles
sams clement égal 4 1 (on répéte Palgorithme 3 jusqu’a obtenir une telle liste) :

Algorithme 5 : Méthode de rejet basée sur les cycles
Entrées : n € N*
Sorties : o € 9,

1 Fonction LongueursCyclesAleaRejet (n)

2 listel :—LongueursCyclesAlea(n)

3 tant que listel a au moins un élément égal @ 1 faire
4 listel :=LongueursCyclesAlea(n)

5 retourner listel
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3.a. Comme dans la question 2., on note H;, une variable aléatoire donnant la taille de la liste renvoyée
par 'algorithme 3 lorsqu’on appelle LongueursCyclesAlea(n), et on définit I'événement F}, : « au
moins un ¢lément de cette liste est égal 4 un ». On note FS son complémentaire.

On note enfin T}, une variable aléatoire donnant le nombre d’appels a la fonction Unif lorsqu’on
effectue I'appel de la fonction LongueursCyclesAleaRejet (n) donnée par l'algorithme 5 (éventuelle-
ment 7} = oo si la boucle ne s’arréte pas). Pour ¢t > 1, montrer que 'on a

t—1
P(T, =) =P((Ho = t) N Fo) + Y P((Hy = 5) N FOP(T, =t — 5).
s=1

3.b. Montrer que E(T},) < oo, et en déduire que E(T},) = 1—_*;;'0: (on rappelle qu’on a noté py, la

probabilité qu'une permutation tirée uniformément dans S,, n’ait pas de point fixe).

3.c. Montrer que I'appel de PermAleaCycles(LongueursCyclesAleaRejet(n)) simule une permuta-
tion aléatoire tirée uniformément dans Sy ;. Si on note v, le nombre moyen d’appels de la fonction Unif
lors de cet appel, montrer que I'on a v, ~ n lorsque n — oo (on rappelle qu’on a montré dans la partie 1
que (pon)nen- admet une limite py > 0 lorsque n — o).

Partie IV

a. Commenter les résultats des parties 11 et I11.
mn
b. Montrer que ) Ink > fln Inz dz et calculer cette intégrale.
k=1

. ) (1—g)n
c. En déduire que pour tout &€ > 0, *——

que n est assez grand n! 79" < d,,. Peut-on espérer obtenir un algorithme meilleur que celui de la
partie 111, en terme de nombre d’évaluations de la fonction Unif (si on suppose quelle peut seulement
étre exécutée sur des ensembles de cardinal inférieur a n)?

— 0 lorsque n — oo, et montrer en particulier que dés

Fin du sujet
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