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BCPST 24
’Correction du devoir maison numéro 3‘
Partie A.
Sur | — 00,1, (E) est équivalente a I'équation différentielle linéaire du premier ordre (toujours noté (E)) :
- 1 _er
LI

de la forme y' + a(z)y = b(x), ou les fonctions a et b sont continues sur | — co, 1]

1

1) a) On note (Ep) : ¢ + Y= 0 l’équation différentielle homogeéne associée a (F).
Tz —

La fonction A : x — In|z — 1| est une primitive de a : © — g sw ] —o0,1] et :
1 1

—In|z—1| e
le—1 1-=z

Ve €] —o0,1], e

On en déduit 'ensemble Sy des solutions de (Ejy) :

),)\GR}.

}:{(]—oo,l[—)R,xHx_l

A
S = {(] — 00, 1[—= R,z — T)’AER
—x
b) Appliquons la méthode « de variation de la constante » en déterminant une solution particuliére f, de

A
" (_:E)l, ol A est une fonction dérivable sur | — oo, 1].

(E) de la forme x —
1 ~ N(x)

: _ / _ :
Ona: Vel —o0o,l1] fp(m)—l—gc_lfp(x) T donc :

!/ —x
(fp est solution de (E)) <= Vz €] —o00,1], A (:ci © [ = Vo €] —oo, 1], N(z)=e".
xr— x—

est une solution particuliére de (E) sur | —oo, 1].

On en déduit que la fonction : | —o0, 1[— R, x 1
x e—]) 1

_e_
Notons que l'on peut écrire : Vo €] — oo, 1], — T 12" FA—a)

On obtient en conclusion 'ensemble des solutions de (E) sur |—oo, 1[:

1 A
S{]oo,l[%R,xHem(lx)erl),)\GR}

1
2) Vx €] — oo, 1], f(if/)*m
) Pour tout réel A, notons fy la fonction : | — oo, 1= R, z 2
a our tout ree , notons j) la ronction : o0, , L ew(l—x) x—l

On a les équivalences suivantes :  f(0) =1 < 1—-A=1 < A =0.

On en déduit que :
| f est Punique solution de (F) satisfaisant & la condition initiale y(0) = 1. |
Ve el —oo,1[, f(z)+(x—-1)f'(x)=e"".

b) f est solution de (E), donc f dérivable sur | — 0o, 1] et

Il s’ensuit :
Va E]—oo,l[, f/(x): : eiw_f(x)): l‘il (1 : > - e’c(l'x_ 1)2

er  ev(1—x)

Vo e —sol 1) = g

Dong, sur | —oo,1[, f'(z) est du signe de z, ce qui implique que
f est strictement décroissante sur |—oo, 0] et strictement croissante sur [0, 1].



-1

En 400 : f(2) o TR et Ill)r_noo xe® =07 (croissances comparées), donc : IEI_HOO f(z) = +oo.
En1l: lim e*(1—2)=0".donc lim f(x) = +o0.
Tz—1" T—1"
T —00 0 1
f'(x) - 0 +
400 +oo
f N\ /
1
3) Pour tout x appartenant a | — oo, 1] :
— 1
flz) = 7" x 12

(1—1:—1-;1‘24-0(3:2)) (142422 +0(?))

(l—l—m—i—xZ)—l—(—a:—xQ)—i—%xQ—&—o(xQ),

0

fla) = 1+3x2+0(w2)

x—0 2

Partie B :

1) a) La fonction f est de classe € sur | — oo, 1], donc f admet un développement limité en 0 a tout ordre,

ce qui justifie que ’ d,, existe pour tout n € N‘.

" fk)
b) D’aprés la formule de Taylor-Young, pour tout n € N : f(z) = Z /0 z* +o(2™).

On en déduit, par unicité du développement limité : |Vn € N, d, =

1
On a déja obtenu : f(x) = 1+ 5352 + 0 (2?), ce qui conduit 4 :
r—

1
d():l, d1=0 et d2=§

2) a) Montrons par récurrence sur n que Vn € N, Vz €]—o0,1 [, (n+1)f"™ (x) + (z — 1) (2) = (~1)"e ™.

e Pour n =0: la fonction f étant solution de (E), elle vérifie donc :
Vo €] —oo, 1], f(x)+ (z—1)f'(z)=e"

on a bien :

Vo el —oo,1[, (04 1)/ O@)+ (@ - DO (@) = (-1)%e .

e Soit n € N tel que Va €] —o0,1[, (n+1)f™(z) + (z — 1) f"Ht)(2) = (—1)"e®
On suppose que la propriété est vraie 4 un rang n

on en déduit en dérivant chacun des membres :
Vo €] = oo, 1, (n+ DD (@) + f (@) + (@ = DD (@) = (1) e
ce qui donne :
Vo €] =00, 1], (n+2)f" (@) + (x — 1)) (z) = (1) e

On retrouve la propriété au rang n + 1
En conclusion :

VneN, Veel—oo,1, (n+1)f™(z)+ (x—1)f" () = (~1)"e 7]




b) Du résultat précédent on déduit que, pour tout n € N :
(n+1)™(0) = D (0) = (=1)",

donc, d’apreés 1)b)
(n+1)nld, — (n+ ldpy1 = (-1,

———
(n+1)!
d’ou :
(n4+ Wdpir = (n+Dld, — (=" = (n+ Dld,, + (—1)"%.
Il s’ensuit :
(_1)n+1
vneN, d =d, + ———.
) n+1 n T (n+ 1)'
Partie C :
1) a) import random as rd
def simul_X(Q):
L = [O> 13 2]
S =1
for k in range(3):
i = rd.randrange(3-k)
S.append(L.pop(i)) # on simule un tirage succ. sans remise
c=0
for k in range(3):
if S[k] == k: # c compte le nombre de point fixe
c +=1
return c
c=0
N = 10000
for k in range(N):
¢ += simul_X() # On fait la moyenne des 10000 valeurs prises
print (c/N)

b) En exécutant le programme précédent on obtient par exemple : 0,9911

2) a) Numérotons Aj, As, Az les personnes invitées.

En considérant qu’un résultat de ’expérience aléatoire est la liste (i, j, k) telle que Ay, A2, A repartent
respectivement avec le chapeau de A;, A;, Ay : 'univers €2 est I’ensemble des permutions des éléments de
{1,2,3}, tous les événements élémentaires sont équiprobables,

Card(f2) = 3! = 6.
b)
Q = {(17 2’ 3)7 (17 37 2)7 (27 17 3)7 (27 37 1)’ (37 17 2)7 (37 27 1)}'
c) On obtient alors sans difficulté le tableau de la loi de probabilité de X :

k 0] 1 2] 3
P(X=Fk) |1/3]1/2 |0 1/6

En effet : (X =0) = {(3, 1,2),(2,3, 1)} donc card(X =0) =2 ...

3) Avec des notations standard :

a)

3
1 1
b) E(X?) = Z EP(X=k)=1x o 9 x 6 2, donc, d’aprés la formule de Koenig-Huygens :
k=0

VX)=E(X?) - (E(X))?=2-1=1



Partie D :

On prend pour univers ) 'ensemble des permutations des éléments de [1,n], que ’on munit de la loi de probabilité
uniforme P. On a : Card (2) = n!. Notons que X,, prend ses valeurs dans [0, n].

1) a) def simul_X(n):
L = [ k for k in range(n) ]
S=1
for k in range(n):
i = rd.randrange(n-k)
S.append(L.pop(i))

c=0
for k in range(n):
if S[k] == k:
c +=1
return c

def estime_p(n):
c=0
N = 10000
for k in range(N):
if simul_X(n) ==
c +=1
return c/N

print(estime_p(3))
print (estime_p(20))

b) Le programme précédent affiche une estimation de p3 et pog :

0.3327
0.3733

c) x = [ n for n in range(2, 31) ]
y = [ estime_p(n) for n in range(2, 31) 1]
plt.plot(x, y, ’k+-?)

plt.show() 0.500 1 "
d) Le programme précédent donne la courbe : 04751
0.450 1
0.425 1
0.400 4
0.375 1
0.350 1
0.325 4

2) a) - Lorsqu’il n’y a qu’un seul invité, celui-ci repart avec son propre chapeau, donc : [p; = 0|.
- Lorsqu’il n’y a que deux invités, le premier qui prend un chapeau, choisit au hasard entre deux chapeau
1

d : = —.
onc: |py = 5

1 1
-D’aprés C. 2. ¢c.: P(X3=0) = 3 donc : |p3 = 3l

b) Les résultats qui réalisent 1'événements (X4 = 0) sont :

~—'

(2,1,4,3),(2,3,4,1), (2,4,1,3),(3,1,4,2),(3,4,1,2),(3,4,2,1),(4,1,2,3), (4,3,1,2), (4,3,2,1).

Donc :

9 3x3 3

p4:ﬂz4><3><2




3) a) Soient n € N* et k € [0,n].
Construire une redistribution des chapeaux qui réalise I’événement (X,, = k), c’est :

- choisir les k chapeaux qui repartiront avec leur propriétaire, il y a ( Z ) fagons de le faire,

- puis choisir une redistribution des n — k chapeaux restants de telle sorte qu’aucun ne soit attribué a
son propriétaire, il y a Card (X, = 0) fagons de le faire,

donc : Card (X, = k) = ( Z ) Card (X,,— = 0).
on obtient : |
n!
Card (Xn = k) = m X Card (ank = 0)

On peut ainsi conclure :

VneN*, Vkel[o,n], P(X,=k) =20k

b) Pour tout n € N*, 'ensemble des valeurs prises par X, est inclus dans [0, 7], donc :
Y P(X,=k) =1
k=0

autrement dit, d’aprés la question précédente :

npn—k'_
2 !

n
" Prn—k

e 1" g%crit: " pg = 1", ce qui est vrai d’apreés la convention

De plus, pour n = 0, I’assertion :
k=0
fixée par I’énoncé, donc :

k!

n
vneN, S Pk
k=0

c) Par convention : py = 1, et d’aprés la question précédente, pour tout entier naturel n :

n+1
Pn+1—k
oo
k=0 '
n+1
donc, en isolant le terme de la somme correspondant & k =0 : pj, 1 + Prti-k _ 1, autrement dit :
= k!
n+1 D
+1-k
papr=1-3 =5
k=1
po=1
. . L. . 41
1l s’ensuit que la suite (p,,) vérifie les relations : VnEN, ppoi=1- = Prt1-k
po k!
- De plus, d’aprés le principe de récurrence, ces relations permettent de calculer de proche en proche les
n+1
termes de la suite (p,,), puisque dans la somme Z I% ne figurent que des p; avec 0 < i < n.
k=1 ’
En conclusion :
po=1
(pn) est caractérisée par : 2 Dk
Dn p . Vn € N, Pril = 1— 714];7'_
k=1 )




4) a) Soit n € N*,

n n n n n—1
— _ _ _ _ Pn—k Pn—k Pn—(k+1)
E(X,) =Y kP(X,=k) =Y kP(X,=k) L D k= > e 1)!72 u
k=0 k=1 k=0 k=1 k=0

d’ou :

, et d’apres la question D. 3. b. :
E(X, =1

On peut interpréter ce résultat de la fagcon suivante : en moyenne, un seul des invités repart avec son
propre chapeau a la fin de la soirée.
b) X; est une variable aléatoire certaine, donc : V (X7) = 0.

Soit maintenant n un entier supérieur ou égal & 2 . Commengons par calculer ’espérance de la variable
aléatoire (X,, — 1) X,, :

n n n n—2

_ _ B _ _ . Pn—k _ Pn—k _ Pn—2—k _
E (X, — 1) X,) ;J(k V)kP (X, = k) ;)(k Dk ;(k—%! 2 L

De plus, par linéarité de I'espérance : E (X, — 1) X,,) = E (X2 - X,,) = E (X2) — E(X,,), donc :
E(X2)=E(X,-1)X,)+E(X,)=1+1=2.
Enfin, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :
V(X,)=E(X?) -E(X,)’=2-1=1.

5) a) Pour tout n € N*, d’une part : (1 —1)" =0" = 0, et d’autre part, d’aprés la formule du binéme :

n>1
= n = n
- =3 ()= (7).
k=0 k=0
vneN, S (-)mE( ) =0
’ k
k=0
" d
b) Pour tout n de N, notons P,, assertion « Z 7;Jk =1»
k=0
- Py s’écrit : « dg = 1 », donc Py est vraie.
n+1
dpa1—
- Soit n € N. Supposons P,, vraie et démontrons que &, 1 est vraie, c’est-a-dire : Z J]j k.
k=0 ’
n+1 n n—k+1
dny1-k 1 (—1) do o .
kzz:o - kz::o 2l dpn—r + k1) + 1) (d’aprés la formule de la partie B)

"\ dp UL (—1)ntik 1

=D k'k 2 k'((n-i)-l—k:)' RN

k=0 k=0 ) ’

n+1
1 )
=1+ m kzo ( " _li:_ ! ) (—1)n+1_k (d’apres ’hypothése de récurrence)
=1 (avec le résultat de 5)a))

ce qui prouve que P, 41 est vraie.

D’aprés le principe de récurrence, on a démontré :

k!

" d,
Vn € N, Z o
k=0




c)

On déduit de la question précédente :

n+1

Yn €N dp=1- d”;}*’“
k=1
donc la suite (d,,) vérifie :
dp=1
n+1 d -
Vn € N, dn+1:172%,
k=1

et d’apres la question D. 2. c. :
YneN, p,=d,

-1 n+1
6) a) pg =1 et d’apreés la question précédente et la question B. 2. b. : Vn € N,  p,11 =p, + ((n—i—)l)'
Une récurrence immédiate permet alors d’obtenir :
n N
(=D*
VneN, p,= Z I
k=0

b)

: . . x"
On sait que, pour tout réel z, la série exponentielle E — converge et a pour somme e’ donc :
n!
n>0

la suite (p,) converge et lim p, =e ! = -.
n—-+oo e

Ainsi, pour de grandes valeurs de I'entier naturel n, la probabilité qu’aucun des invités ne retrouve son
1

chapeau est proche de .

Si on répéte Pexpérience un grand nombre de fois (tous les jours pendant un an) la proportion des jours

) 1
oll personne ne retrouve son chapeau sera d’environ — = 37%.
e



