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[Correction du devoir maison rendu le 19/09/2025]

Partie 1
N
1) a) e p€]0,1[ donc pour tout n, b, = ( )p"(l —p)N7" > 0 (expression toujours valable sin > N)
n

e de plus b, est nul pour n > N donc la série converge et sa somme vaut :

N N N

b o= Y <k>pk(1—p)N_’“

k=0 =
= (p+ 1 -p)V (formule du binome)
=1

En conclusion :

| (bn) vérifie (&) |

b) nb,, est nul pour n > N donc la série converge et sa somme vaut :
N N N
— k N—-k
> kb = Zk<k)p (1-p)
k=0 k=0

N@[__ll)p’“(l -

I
M= 1

k=1
N
N -1
= N k—1 1— N—k
> (X ta-n
k=1
N—-1
N -1
= N k 1— N—-1-k
DY < 1 )p (1-p)
k=0
= Nplp+(1-p)N* (formule du binome)
+oo
Z nb, converge et Z nb, = Np
n>0 n=0
1
2) a) ® ¢o =020 et pour tout n > 1, 0”22720

e de plus :

-1 =1 (Série géométrique de raison 1 €l -1,1[)
n—+oo 1— 2

donc E ¢, converge de sa somme vaut 1.

En conclusion :

| (cn) vérifie (&) |

—+o0

1
b) On sait que : Z N existe et vaut ———— =4 (série géométrique dérivée d’ordre 1)
n=0 (1 T2
+oo 1
donc Z Nom existe et vaut 2
n=0

+oo
E nc, converge et E ne, = 2
n=0




n

3) a) e pour tout n €N, d, = 76_2 20
n!

+00 op foo
e de plus on sait que g - existe et vaut e?  (série exponentielle) donc g d, existe et vaut 1.
n!
n=0 n=0

En conclusion :

[ (dy) veérifie (£) |

b) Pour n € N,
D kdi =) ki
k=0 k=0
n
2k
= D ke
k=1
n
2k71
= 2 e
P
k=1
n—1 k
2",
G
k=0
— 26272 =2 (série exponentielle)
n—-+oo
+oo
Z nd,, converge et Z nd, =2
n=0
6 =
4) En posant |eg =0 et pour n > 1, e, = ()7 on a Z en = 1 (d’apres le rappel au début de I’énoncé)
nmw
n=0
¢ e, di O et 37+ diverge (série harmonique)
e ne, diverge car ne, = — e — diverge (série harmonique).
2 n g n= 5 " g q

On a bien défini une suite (e,,) vérifiant (.Z) mais telle que Znen diverge.
Partie 2.

1) a) Soit z € [0,1],
Yn eN, 0 < u,z"” < u, et comme (u,) vérifie (£) donc ZU" converge

donc (théoréme de convergence) Zunx” converge.
“+o0
pour tout z € [0, 1], Z u, " existe donc

n=0

’ fu est définie sur [0, 1] ‘

+oo
b) [£ul0) =uo] et |fu(1)=> un=1| (car (uy) vérifie £)
n=0

¢) Soient 1 et xo dans [0, 1] tels que z1 < o,
comme (u,) est & termes positifs ou nuls, Vk € N, upz? < ugpah
n n
en sommant pour k allant de 0 & un entier n on obtient Z upzh < Z up s
k=0 k=0
et en passant a la limite on obtient : f(x1) < f(x2), (On peut passer a la limite car les deux sommes existent)

| f est croissante sur [0,1] |

2) a) Quel que soit z € R, la suite est nulle & partir de N + 1 donc la série Z b,x" est convergente ainsi :

’ fp est définie sur R




N
b) Vz e R, fp(z) = Z biz® donc fy est une fonction polynomiale et ainsi :
k=0

| fy est dérivable sur R |

¢) Soit z € R,

fo()

N
> bt
k=0

(3 )pra-pyrat
(3)a-m¥ o

)N

(I1-p+pzx (formule du binome)

pour tout € R, fy(z) = (1 —p+pzx) ‘

d) La formule précédente donne pour tout z € R,  fi(z) = Np(1 — p + pz)V !

fy(1) = Np
3) a) On sait que Zq” converge si, et seulement si, —1 < ¢ <1
X n
donc (7) onverge si, et seulement si, z €] — 2,2
nz2 converge si, et seulement si, x €] [

€T n
or c,x" = <§> donc

I’ensemble de définition de f, est ] -2,2 [ ‘

b) Soit z €] —2, 2],

€T n
o) = 3 (3)
n=1
= Zx (série géométrique)
= 2 1 _ % Serie geome rique
xr
VIG]—Q,Q[, fC(l‘)ZQ_aj

est une fraction rationnelle définie sur | — 2, 2[ donc elle est dérivable sur cet intervalle.

) x
C) T +——
2

| f est dérivable sur | — 2, 2] |

1
d) L’expression précédente donne Vr €] — 2, 2|, fli(z) = 3 + @ v 2 = @ E ce qui entraine bien :
—x —x —x

fe1) =2

Partie 3.
1) VneN, S,41—Sn=1ups1 =0 donc ’(Sn) est croissante‘.

La série Z uy, converge et sa somme vaut S donc [(S,) converge vers S|.
k>0
VneN, Ry,i1—R,=—upy1 <0 donc ’(Rn) est décroissante‘.

VYneN, R,=S5-.5,et(S,) converge vers S donc ’(Rn) converge vers 0.

2) Soit k € N.
Ve €[0,1], 2% — 2FT = 2%(1 — z) donc

’Vxe]o,l[, ¥ — 2 > 0 et pour z € {0,1}, 2F — - —




3) a) i. pourn €N,

NE

up(l— 2% = Zuk(l—mk)
k=1

= Y (Bi-1— Ri)(1—a)

x>~
Il
=]

k=1
= Z (Ri—1 — Ri) — Z Ri_12" + Zkak
k=1 k=1 k=1

n—1 n
= Ro—R, — Z Rypzht! + Z Ryx"
k=0 k=1

= Ro—R, — Zka’f“ + Rya™t 4+ Z Rpz® — Ry
k=0 k=0

Pour tout n € N, Zuk(l — M) = R, (™ — 1) + ZRk(Ik — Mt
k=0 k=0

ii. On sait que :
(1] Z u,, et Z upx™ convergent donc Zun(l — z") converge
® (R,,) converge vers 0 et (z™) bornée donc R, (2" — 1) tend vers 0 quand n tend vers +oc.

la relation de la question précédente permet alors d’affirmer que Z R, (2" — ™) converge
et en passant a la limite on obtient bien :
—+oo —+oo
Zuk(l — M) = ZRk(xk — Mt
k=0 k=0
b) Si z =1 l’égalité est immédiate, raisonnons pour x € [0, 1 [
Soient N € N* et z € [0, 1[7
N—1
Z Rk(xk — karl) < Ry Z k+1 car (Ry) décroissante et (z* — z"T1) >0
k=
< Rg(l — xN) (telescopage)
+oo
Z Rk(mk xk'H) < Ry Z k+1 car (Ry) décroissante et (mk — mk'H) >0
k=N
< Ry (xN —0) ( série telescopique)
< Ry car z € [0,1]

“+o0 N-1 +oo
or Zuk(l —zh) = Z Ry (zF — 21y 4 Z Ry, (zF — 2F 1)
k=0 k=0 k=N

> uk(l—a*) < Ro(1 —2) + Ry

¢) Soit € > 0,
e d’une part prenons un N € N tel que Ry < % (ce N eziste car (Ry) converge vers 0).
e d’autre part sachant que ql}_)ml Ro(1—x ) 0,
on peut prendre un a > 0 tel que Vz € [1 —a,1], Ro(1 —2™) < %
. Joo
donc Ve >0,3a>0:Vz €[l —a,l], Zukl—x gdou ii_}mlkz:uk(l_xk):o




d) Ona: f(1 Zuklfx)

donc on vient de montrer que hml(f(l) — f(z)) =0 ou encore lim1 flz) = f(1)
z— T—

’ f est continue en 1‘

n_n

4) a) Icile signe signifie "de méme nature et de somme égale en cas de convergence”

+oo 400

—+oo
Skuc = 33wk
k=0 k=1 i=1

+o0o 400

= Z Z uplick (admis au début du sujet)
i=1 k=1
+o0 400

- Xy

i=1 k=1
+oo

= 2 B
i=1
+oo

= 2 R
k=0

donc

E kuy converge si et seulement si, E Ry, converge et alors : E ku, = E Ry..
k>0 k>0

b) i. Soit x €[0,1],

+oo
FO) = flz) = D w(l—ab)
k=0
+oo
= Z Rk(xk — J;k'H) (d’aprés 3)a))
“+o0
= Zkak(l —x)
k=0
+oo
= (1-2) Z Ryz®
k=1

donc

Pour tout z € [0,1], f(li—ZRn—ZRk (zF —1)
— T

ii. La suite (R,,) posséde les mémes propriétés que (u,) a la question 3) (d un coeﬁicient pres!)

“+o0o
f()
donc hm X%Rk ¥ —1) = 0 et on en déduit que hrn1 ﬁ = Z R,,
’ f est dérivable en 1 ‘
iii. On vient de montrer que f’(1 Z R,,

et avec le résultat de la question 4) ) on obtient finalement :

+oo
"(1) = Z Ny,
n=0

FIN DE LA CORRECTION



