BCPST 24

[Correction du devoir surveillé du samedi 31/01,/2026]

Exercice : Autour de la loi exponentielle.

1) eVz e R, f(z) >0,

e [ est continue sur R*.
“+o0 —+o0
e f est nulle sur | — 0o0; 0] donc / f)dt = / Xe Mdt  (en cas de convergence)
0

—0o0

Pour z € [0; 40|,

/Ae”\tdt = -]
0 0

= 1—e

— 1 car A >0

En conclusion :

| f est une densité de probabilité.|

2) a) Soit A>0,
Les fonctions t — t" 1 et t — —e™ sont C sur [0, A] donc par intégration par parties :

A

A A
/ e Mt = {t""'l(—e_kt)} — / (n+ 1)t" (—e M) dt
0 0

0

donc

A A
1
/ tn+1 /\e_M dt = _An+1e—)\A + %/ y /\e_)‘t dt
0 0

n!
b) Montrons, par récurrence sur n, que pour tout n € N, I, converge et I,, = SO
e Pour n =0,
. 0!
d’une part, on a vu a la question 1) que Iy est convergente et vaut 1, d’autre part, S 1

donc la propriété est vraie pour n =0

n!
e Soit n € N tel que I, converge et I, = X
on sait d’aprés la question 2) a) que pour tout A > 0,

A A
/ e M dp = —Ar e ML / e M dt
0

0 A
. n! . A n!
sachant que l'intégrale I,, converge et vaut 3 onac AEIEOO | the M dt = o
et lim A"tle ™ =0  (croissances comparées)
A——+oco
A
n+1n!
il vient que lim t"tle Mdt =0 —
vienbaue e J, WS
: n+ 1)!
donc l'intégrale I,, 1 converge et vaut ()\"7'*‘1)
En conclusion :
n!
pour tout n € N, I,, converge et I,, = o
n! ) .
c) YA e Ry, i +o0 (C’est une croissance comparée lorsque A > 0)

| La suite (,,) est tend vers 400 |




3) a) Onfixet R,
f est nulle sur | — 00; 0] donc

+oo +oo
/ fl)de = / e el dy (en cas de convergence)
—o0 0

+oo
=Ny
0

I
>

Disjonction de cas :
e Sit > \alors Vo > 0, =2 > 1 donc (Théoréme de convergence par comparaison)

+0o0
/ e*=Ndx diverge
0

1
eSit < Aalors F' : x — ﬁem(t*” est une primitive de la fonction intégrée et on a : lirf F(x)=0
— Tr—r+00

—+oo

/ e®=Ndz converge

0
—+o0

En conclusion, / f(z)e'™ dx converge si, et seulement si, t < A,

— 00

[L’ensemble de définition de G est ] — 0o A[ |

b) En utilisant la primitive F' définie & la question précédente on a :

+oo
/ e Ndz = limF — F(0)
0 +o0

A

= 0 —
t—A

A

pour tout ¢ €] —oo; A[, G(t):)\ ;

c) Soit t €] — A3 A[,
en utilisant expression de la question 2)b) :

X p

+oo mn

E I,— = —— (en cas de convergence)
n! A" !

n=0 n=0

—+oo t n
= E () ( ¢’est une série convergente car

n=0

f\’<1)

On retrouve 'expression de G trouver a la question 3)

+oo
tn
pour tout t €] — A; [, G(t) = g In—
n!

n=0

d) L’expression trouvée a la question 3)b) permet d’établir par récurrence sur n que :

An!

(n) . AL
vneN, G .xl—>()\_t)n+1

|
En ¢t = 0 on obtient G™(0) = ;L—n et ainsi



Probléme
Partie I : Etude spectrale de A.

4) La matrice A est triangulaire donc le spectre est lu sur la diagonale : | Sp(A4) = {0,1,2,3,4} |

5) A est une matrice de .#5(R) avec 5 valeurs propres distinctes donc ’A est diagonalisable‘

6) e Soit P € Ry[X]
on a deg(P) < 4 donc deg(P) < 3 et ainsi (X — 1)P'(X) € Ry[X] donc

T permet de définir une application de Ry[X] dans R4[X]

e Soient («, 3) € R? et (P,Q) € Ry[X]?,

T(aP + Q) (X = 1)(aP + BQ)
(X = 1)(aP’ + Q)
a(X —1)P +B8(X - 1)Q'

aT(P) + T(Q)

donc T est linéaire

En conclusion :

T est un endomorphisme de R4[X]]

7) T(X%) =0 et pour chaque k > 1, T(X*) = (X — 1)(kX*1) = kX* — kX"~ donc

’ la matrice de T dans la base € est A‘

8) T(Py) = 0 et pour chaque k > 1, T(P) = (X — 1)P, = (X — 1)(k(X — 1)*71) donc T(Py) = kPy

’pour chaque k € [0,4], Px est un vecteur propre de T associé a la valeur propre k ‘

9) e Les polynomes Py, Pi, Py, P3, Py sont 5 vecteurs propres associés a 5 valeurs propres distinctes donc ils
forment une famille libre.
e la dimension de R4[X] est 5.

donc (en dimension n une famille libre de n vecteurs est une base)

(B = (Py, P1, P, P3, Py) est une base de Ry[X]]

En développant tous ces polynémes on obtient ;

Py=1, P=-14+X,
143X —3X%2+ X3,

P,=1-2X+ X?,

P Py=1-4X +6X?—4Xx%+ Xx*

on obtient la matrice de passage de € dans %

-1 1 -1 1
1 -2 3 -4
0 1 -3 6
0 0 1 -4
0 0 0 1

I
coocor

10) La matrice de T dans la base % est ’ A = Diag(0,1,2,3,4) ‘ et la matrice de T dans % est A,

sachant que @ est la matrice de passage de € dans £ la formule de changement de base donne la relation :

<Z> an—kpk
k=0

Vn €N, Y(a,b) € R* (a+b)" =

vn e N, Y(P,Q) € R[X]?,

(P(X) +Q(X)"

k=0

2

n
k

Jreortar

La démonstration est identique & celle faite dans R car les propriétés utilisées sur les opérations + et

X sont les mémes dans R et dans R[X].




X" = 1+X-1n)"
_ - N\ n—k _1\k
= ;(k)1 (X —1)

donc

" /n
our tout n € N, X" = X — 1)k
b ;(k)< )

d) L’inverse de @ est la matrice de passage de & dans €
or la question précédente nous permet d’exprimer tous les vecteurs de ¥ dans la base & et ainsi

Q' =

OO OO =
OO O =
OO~ N
O = W W
e

12) La formule changement de bases pour 'endomorphisme 7" donne A™ = QA"Q ™!
Rédaction qui évite la récurrence.

Avec la notation des matrices élémentaires F; ; en déduit :
1 " 1\" 2\" 3\" 4\"
—A) =(= EynQ ' 4 | = E33Q7 '+ | = B Q' 4 | — Es55Q7!
(20 > <20) QE220Q " + (2()) QE33Q7 " + (20> QE44Q™ + 20 QE55Q

1 n
<20A> O//fs ®)

n——+oo

Partie IT : Etude d’une nouvelle matrice.

13) On remarque que

Montrons, par récurrence sur n, que pour tout n € N*, J® =517
e Pour n =1,
d’une part J' = J et d’autre part 5171 =1J = J

donc la propriété est vérifiée pour n = 1

e Soit n € N* tel que J" = 5""1J,

JU = g xJ
= 5"l xJ (hypothese de récurrence)
— 5”—1J2
= 5"t5J (remarque ci-dessus)

JH = 5

En conclusion :

’ pour tout n € N*, J% =5""1J ‘

14) On remarque que : [JA=0, g,

n
montrons, par récurrence sur n, que pour tout n € N*, (A+4J)" = A" + Z gkgk=1 gn=k g
k=1

e Pour n =1,
d’une part (A4 4J)' = A+4J

1
dautre part A' + > 4F5F AR = AT 14 x 1 x A% = A4 4T
k=1

La propriété est vraie pour n = 1.



e Soit n tel que (A+4J)" = A" + Z gksk=1An=k

k=1
(A4t = (A+4J)(A+4)"
= (A+4J) (A“ +Y° 4’“5’“1A”’“J>
k=1

— A’nﬁ‘rl 4 Z4k5k71An+lfk‘J+ 4<]An +Z4k+15k71JAn7kJ

k=1 =0 k=1
:4n+15n71']2

n+1

— A7L+1 + Z4k5k—1An+1—kJ
k=1

En conclusion :

pour tout n € N*, (A+4J)" = A" + 24]@5’“114"716(]

k=1
15) Pour n > 1,
20
An n 4k5k71
= — ARy
20m + — 20"
Ar K11
_ = - An—kJ
20" + Z 5 20’!7,7](3
k=1
Ar 11
20n+§)520T J (r<mn )
donc
M"™ = 1 A”+7§71 A"J
20 e 5-20" '
Partie IIIl : Limite d’une somme de matrices.
16) (Question de cours)
Soit ¢ un réel appartenant & ] -1,1 [,
n—1 )
) 1—q"
Z ¢~ = 4 car q # 1
k=0 1—q
1
e e— q" =0 car |g/ <1

n——+00 1-— q

Z” 1
nEI«IFlOO =0 q - 1 —dq

17) a) Is — K est une matrice triangulaire supérieure avec sur la diagonale que des coefficients non nuls : 1,
19 18 17 16

?0, 2*(), %, 2707 donc

| (Is — K) est inversible |




(Z K’“) (Is — K)

n—1
Z KMI; - K
k=0

n—1
— Z (Kk _ Kk+1)
k=0
= K- K" (Telescopage)

pour tout n € N*, (ZK’“) (Is —K)=1Is— K"

¢) La relation précédente donne :

n—1
YK = -K)T -
k=0

les coefficients sont des combinaisons linéaires de ceur de K"

Or on a montré a la question 12) que (K)"

K"(Iy — K)™*
N———

—>n_>+oo 0//15(R) donc

n—-+oo

lim ZK’“ (I — K)~*

18) a) On a vu a la question 15) que : M" = 207

n—1

oronavuque lim K" =0et hm ZK’“
'I’L‘) o0

n—-4o00

n—1

la suite de matrices (M™) converge L = (I5 — K)~'J ‘

b) Les colonnes de L sont toutes égales a (I — K)~

Partie IV : Chaine de Markov et horloge aléatoire

43 4 4 4
L4524
19) M= |4 4 6 1 4],
4.4 470
4 4 4 4 8

’ M est stochastique par colonnes‘

20) Appliquer la formule des probabilités totales avec le SCE : (X,, = j)1<;<5) on obtient Vn € N, p,11

Et ensuite un raisonnement par récurrence montre Vn € N, p,, = M"pg

21) Appliquer la formule des probabilité totales avec le SCE : (Xo = j)i<j<5)
D’apres la question 18, la suite de matrices (M™) converge vers une matrice L dont toutes les colonnes sont

identiques.

Interprétation probabiliste : lorsque n — +o0, la loi de X,, ne dépend plus de I’état initial X.

La chaine de Markov converge vers une loi stationnaire.

n—1
1 T n _ n k
+2520TAJdoncM K <I;K>J

(Is — K)~' donc (on peut détailler)

115, onl 15 est définie dans la partie IV.

les coefficients sont bien positifs et la somme de chaque colonne donne 1

= Mpn

22) a) Pour k € [1,4], si Uy est un vecteur propre de A associé & k il est proportionnel aux coordonnées de

(X — l)k dans €, il vérifie JU, = 0, (la somme des coefficients du polynéme (X —

1)*

k
On a donc MU, = — AU, = — U et ainsi les vecteurs propres de la matrice A associés aux valeurs

20

propres 1,2, 3,4 sont également des vecteurs propres de M associées aux valeurs propres :

1 2 3 4
207207207 20 |

(=}



b) M est stochastique par colonnes donc 1§M = 15T ou encore M7T15 = 15 donc 1 est valeur propre de
MT
or MT et M ont le méme spectre donc ’ 1 est une valeur propre de M ‘

U= (I—-K)'15 donc (I - K)U = 15 ce qui donne U — KU = 15 puis KU = U — 15

en multipliant & gauche par 17 il vient : 12 KU = 12U — 1¥15 et ainsi 11U =5 car 17 K =0
(Les sommes des colonnes de A sont nulles)

On a alors :

1
MU = KU+5JU

1
= U—l5+gl515TU

1
= U

de plus 17U = 5 donne U non nul et ainsi :

’ U = (I — K)"'15 est un vecteur propre associé a 1 ‘

¢) M est une matrice 5 X 5 et on a trouvé 5 valeurs propres distinctes donc

1 2 4
M est diagonalisable et son spectre est ¢ 1, —, —, i, —
20°20°20" 20

La suite n’est pas corrigée.



