CHAPITRE 4

Révisions et compléments sur les variables
aléatoires discretes

Le hasard ne profite qu'aux esprits prépareés.

Louis PASTEUR (1822-1895)

On reprend ici quelques théorémes et exercices sur les séries numériques et les variables discretes. La partie sur
I'espérance et la variance est réservée au chapitre suivant.

— Rappels et compléments sur les séries

1.1 Définitions

DEFINITION (RAPPEL) série numérique

Soit (u,) nen Une suite réelle. La série associée a () ,en est la suite (Sy,) nen avec
YneN,  S,=) u.

On dit que la série converge si la suite (Sy,) nen converge vers une limite finie.

A Attention. Il ne faut pas confondre :
* Y uy :lasérie de terme général u,,;
e S, = f uy : la somme partielle d’ordre # de la série;
k=0

too P ~ . 7 . . .
* ¥ uy :lasomme de la série, c’est-a-dire sous réserve de convergence, la limite des sommes partielles;

k=0
o +z°° uy : le reste d’ordre n de la série si cette derniére est convergente.
k=n+1
Exercice 1 <% D'apres EDHEC 2022
o Ecrire une fonction Python qui prend en argument un entier n, un réel x non nul et renvoie la
4 somme partielle d’ordre n de la série ¥ 1/sh(kx). Que dire de la convergence? p-24
VoA = k=1
Q\/ La fonction sh est la fonction sinus hyperbolique définie sur R par sh(x) = (e* —e™%)/2.
#PY89
Remarques.
e Pour tout n € N*, Up,=S,—Sn-1.

e Sila série de terme général u,, converge, alors u,, — 0.
n—oo



La série harmonique )" 1/n montre que la réciproque est fausse.
* Soient u et v deux suites réelles telles que les séries de termes généraux u,, et v,, convergent.
Pour tous A, p € R, la série de terme général Au, + v, converge et

+00 +00 +00
VngeN, Y (Aug+pve) =X Y. up+p Y. vk
k=ngp k=ng k=ng
THEOREME convergence absolue

e Ondit que la série de terme général u,, converge absolument si la série de terme général |u,| converge.

* Si une série converge absolument, alors elle converge.

Remarque. La réciproque est fausse. La série y(—1)"/n donne un contre-exemple.

On admet I'énoncé suivant qui expliquera la condition de convergence absolue dans la définition de I’espérance.

THEOREME famille sommable
Soit1 un ensemble dénombrable, indexé par N sous la formel = {¢p(n)|n €N} oi ¢ est une bijection deN dans 1.

Si la série y ugm converge absolument,

alors sa somme est indépendante de l'indexation ¢. On peut donc noter sans ambiguité y u; cette somme.
iel

Résultat admis.

1.2 Séries de références

THEOREME séries géométriques, série exponentielle

e Soit x € R. Les séries de termes généraux x*, kxk ! et k(k - 1)x*2 sont convergentes si et seulement si | x| < 1. Dans

ce cas,

+00 P 1 +00 1 1 +00 - 2
x'=—— ,) kx*"'=—— et k(k—1Dx" = —
kgo I-x kz=:1 (1-x)? k%"z 1-x)3
xk +00 xk

e Pour tout réel x, la série de terme général o est convergente et Z o = exp(x).
. k:0 .

1
* On appelle série de Riemann, une série de terme général —, avecx € R.
n

Cette série est convergente si et seulement sia > 1.

1.3 Critéres de convergence pour les séries a termes positifs

THEOREME critére de comparaison

Soient u et v deux suites réelles telles qu'a partir d'un certain rang, 0 < u, < vy,.
 Sila série de terme général v, converge, alors la série de terme général u, aussi.

o Sila série de terme général u, diverge, alors la série de terme général v,, aussi.




+ Les questions 1 et 2 sont indépendantes.
1. Soit Z uj une série a termes positifs. On suppose que la série Z k? ukz est convergente.
Ex‘f:rmce 2 a) M Montrer que la série Y uy, est convergente.
. A b) A Etudierla réciproque.
‘- . s -, . - p. 24
- 2. Soit )_ uy une série a termes positifs convergente. Justifier la convergence des séries :
- 3up
, In(Q+uy) et f
)y 1+ uy? X " )y 1+ t4
THEOREME criteres de négligeabilité et d’équivalence
Soient u et v deux suites réelles.
e Si| — up=o0(vy)
— v est positive a partir d’un certain rang
— la série de terme général v, converge,
alors la série de terme général u,, converge.
e Si | — u,~vy
— v est positive a partir d’'un certain rang,
alors les séries de termes généraux u,, et v, sont de méme nature.
Remarque. On a des critéres analogues si v est négative a partir d'un certain rang.
A Attention. Il ne faut pas oublier les conditions de signes lors de 'application de ces théorémes.
JJ Exemples
4 Déterminer la nature des séries suivantes :
Ex‘f:rmcei-} Z 1n(1+ 3 ) . Z ns. . Z nn'
Try a1V vn ns1 2" ns0 ™
z p. 25

J 44 Discuter, en fonction du parameétre o € R, de la nature de la série :

142+-+n

n=1 n=1

n Révision sur les probabilités

-y (;)a; -y (\/nT \/_) . Zarctan(lr:n

2.1 L’application probabilité

On représente le résultat d'une expérience aléatoire comme un élément w de 'ensemble Q de tous les résultats
possibles. Dans la suite, of est un ensemble composé de partie de Q (of < 22(Q). Il vérifie

e Qed.
* of est stable par passage au complémentaire : VAed, A=Q\Aed.

* of est stable par unions et intersections finies ou dénombrables : si1 est un ensemble fini ou dénombrable et si

pour tout i €1, A; € &/, alors
UAiE.,Qf et ﬂAiE.,Qf.

iel i€l

Vocabulaire. Les éléments de o/ sont des événements. Autrement dit, « est 'ensemble des événements. On parle

aussi de tribu ou de o-algebre.

#RA11
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DEFINITION Papplication probabilité

Soient Q, un univers des possibles et </ un ensemble d’'événements.
Une probabilité est une application P réelle définie sur «f vérifiant les conditions suivantes.

- P: & — [0,1];
— PQ)=1;
— P esto-additive :
Pour toute famille (A;) jc1 finie ou dénombrable d'événements deux a deux disjoints,

P(UAi =) PA)).

i€l iel

Pour tout A € o/, P(A) est appelée la probabilité de I'événement A.

Remarque. Dansle cas oul’ensemble des indices I est dénombrable (par exemple, N), la définition suppose implicitement
la convergence de la série y P(A;).

iel

Vocabulaire.

e La donnée d’'un triplet (2, «/,P) ou1 Q est un univers des possibles, & un ensemble d’événements sur Q et P une
probabilité sur (Q, o), définit un espace probabilisé.

e Un événement de probabilité nulle est dit négligeable.

¢ Un événement de probabilité 1 est dit presque stir.

THEOREME de la limite monotone

Soient (Ap) nen et (By) nen deux suites d'événements sur un espace probabilisé (Q, </, P).

* Si la suite (Ap) nen est croissante pour l'inclusion (c'est-a-dire, Vi €N, A; c Aj41),

Alors P ( U An) = lim P(A).

neN

e Sila suite (B,) ,en est décroissante pour Uinclusion (Vi €N, B;,; ©B;),

Alors P( N B,,) = lim P(By).

neN

Conséquence. Si (Cj,) en est une suite d’événements quelconques alors les suites d’événements définies par A, =

n n . . 2z . . .
U CretB, = n Ci sont respectivement croissante et décroissante pour I'inclusion et

k=0 k=0
lim P Cr|=P Cr| et lim P Cr|=P Cr|.
nmreo k=0 k=0 nmreo k=0 k=0
2.2 Probabilité conditionnelle et indépendance
DEFINITION probabilité conditionnelle

Soient (Q, o7, P) un espace probabilisé et A € of tel queP(A) # 0. SoitB € .
La probabilité conditionnelle de B sachant A est

P(AnB)

PA(B) = PR




Remarques.
* A partir de la définition, on prouve une premiere formule de Bayes.

. PA(B)-P(A)
SiP(A) #0etP(B) #0, alors Pg(A) = @

* Si A est un événement non négligeable, alors (Q2, «/,P,) est un espace probabilisé.

DEFINITION indépendance deux a deux et mutuelle

* Deux événements A et B sont dits indépendants pour la probabilité P si
P(AnB) =P(A) x P(B).

* Soit (A;) je1 une famille finie ou dénombrable d’'événements. Les événements de cette famille sont dits mutuellement
indépendants si pour toute partie finie non vide {iy, iz, , ip} <,

p p
PN A |=]]P@A;.
k=1 k=1
2.3 Formules des probabilités composées et probabilités totales

PROPOSITION formule des probabilités composées

Soient Ay, Ay, ...,An—1,A,, des événements d'un espace probabilisé (Q, «/,P) tels que
PA1NnAxn...NnA;—1) #0.

Alors PA1nAxn...nA,) =PA;) 'PA1 (Ag) - PAlﬁA2 (Ag).. 'PAln"'nAn—l Ap).

THEOREME formule des probabilités totales

Soient (Q, o/, P) un espace probabilisé et (A;,) ne1 un systeme complet d’événements non négligeables (1 est un ensemble

fini ou dénombrable). Pour tout événement B,

P(B) =Y P(A,NB) =Y P(A,)Py,[B).

nel nel

4 J3 Soient a, b, n, m € N*. Considérons deux urnes contenant respectivement a et b boules
blanches et n et m boules noires. On suppose de plus que le nombre de boules dans les deux

urnes est identique.
. On procéde de la maniere suivante :
Exercice 4

4 * On choisit (de fagon équiprobable) une des deux urnes.

* On effectue ensuite des tirages mutuellement indépendants avec remise dans cette p. 26
méme urne.

. 1. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au k-iéme tirage, puis la probabilité
d’obtenir k boules blanches consécutives.

2. Calculer la probabilité d’obtenir une boule blanche au (k + 1)-iéme tirage sachant que I'on
a déja obtenu k boules blanches aux tirages précédents.
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n Variable aléatoire réelle

3.1 Définition

DEFINITION variable aléatoire réelle

Etant donné un espace probabilisé (Q, «,P), on appelle variable aléatoire réelle toute application X définie sur Q a
valeurs dans R, telle que pour tout t € R,
{weQlXw) <ttew.

Notation. Dans la suite, pour I un intervalle de R et € R, on note :
Xell={weQlXwel}, X<tl={weQlXw <t} et [X=1={weQlX(w) =t}
Ainsi, X est une variable aléatoire si pour tout réel ¢, 'ensemble [X < ] est un événement.

Remarques.
e Soient a, b € R. Si X est une variable aléatoire réelle, alors [X €la, b]] est un événement. En effet,

[Xela, bl = [X<b\[X<al=[X<bIn[X<aleso car [X<al], [X<bleod
X<a X<b

—

a4 «— b
a<X<bh

Par conséquent, le réel P([X €]a, b]]) est bien défini.

* La donnée des probabilités P([X €]a, b]]|) pour tous réels a < b définit la loi de probabilité de la variable aléatoire
réelle X.

PROPOSITION Opérations sur les variables aléatoires
SoientX, Y deux variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (), </, P). Alors

— la combinaison linéaire A\X+ pnY ot A, p € R,

— leproduitX-Y,

— le maximum max(X,Y) et le minimum min(X,Y)

sont encore des variables aléatoires sur (Q0, </, P).

Résultat admis.
Remarque. Celas’étend a un nombre fini de variables aléatoires.
3.2 Fonction de répartition
DEFINITION fonction de répartition

SoitX une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (O, «/,P). On définit la fonction Fx sur R par
VieR,  Fx(n)=P(X<t]).

La fonction Fx est la fonction de répartition de la variable aléatoireX.




Exercice 5

v \f < & Soit X, 1a variable aléatoire donnant la valeur d’un dé équilibré. p. 26
\. 7 Tracer le courbe représentative de Fx sur [-1;7]. )

Exemple. En généralisant I'exercice précédent, la fonction de répartition d'une loi uniforme discrete sur [[1;n]] est
donnée par I'expression

0 sit<0
VteR, F(r)= Llt]/n  site[0;n]
1 sitzn
PROPOSITION propriétés de la fonction de répartition

SoientX une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé (0, </ ,P) et Fx sa fonction de répartition.
e Pourtoutt €R, Fx(t) € [0;1].
e Fx estcroissante: pour tousty, b €R, H <ty = Fx(f)sFx(h).
e lim Fx(t)=0et lim Fx(t) =1.
t——00 t—+oo
o Fx est continue a droite : pour tout a € R,

lim Fx (1) = Fx(a).
t—a

t>a

e Pourtousa, beR telsquea<b, P(a < X< b) =Fx(b) —Fx(a).

Preuve. Démontrons chacun des points de la proposition.
e Le premier se déduit du fait que la probabilité d'un événement est toujours comprise entre 0 et 1.
* Soient f1, f2 € R. Par croissance de la probabilité

n<n = KXsnlcXs<n] = Fx(n)=P(X<nl])<P(X<n])=Fxt).

¢ Justifions la limite en +oo.

— La fonction Fx est croissante et majorée par 1. D’apres le théoréme de la limite monotone pour les fonctions, la limite de
Fx en +oo existe. Pour tout n € N, posons Ay = [X < n]. La suite (Ay) ,en €st une suite croissante d’événements, donc d’apres le
théoréme de la limite monotone pour les probabilités :

1=P(Q) =P nLeJNAn = lim PAp) = lim Fx(n).
Par croissance de F, 1= nliIP Fx(n) = , liIJ}l Fx (7).
—Foo -
neN telRoo

— Procédons de méme pour la limite de Fx en —co. Fx est croissante et minorée par 0, donc d’apres le théoréeme de la limite
monotone pour les fonctions, la limite de Fx en —oo existe. Pour tout 7 € N, posons B, = [X < —n]. La suite (By) ,en €St une suite
décroissante d’événements, donc d’apres le théoreme de la limite monotone pour les probabilités :

0=P@)=P ﬂ Bn) = nl—lg-looP(Bn) = nl—l»TooFX(_n)'
neN
Par croissance de Fy, 0= nliT Fx(—n) = tlim Fx(1).
—+00 ——00

* Soit a € R. De nouveau, le théoréme de la limite monotone pour les fonctions justifie I'existence de la limite a droite en a de la
fonction de répartition. Etudions la limite de Fx(a + 1) lorsque n tend vers +oo. Pour tout n € N*, posons C, = [X < a+ %] La
suite (Cy) nen= st une suite décroissante d’événements, donc d’apres le théoreme de la limite monotone pour les probabilités :

1
Fx(a):P([Xsa]):P( N cn)znlim P(Cp) = lim Fx(a+;).

neN* +00 n—+oo

1
Fx(a)= lim Fx (a+—): lim Fx(1).
n—+oo n t—a
t>a

# RVA2



e Pour tous a, b e Rtels que a < b, sachant que X< a]c[X< b]ona
Fx(b) —Fx(a) =PX<bh)-PX<a) =P(X< b\ [X<a]) =P(a<X<b).

Astuce. A la fin de chaque calcul d'une fonction de répartition, il est toujours utile de vérifier rapidement les trois
premiers points.

PROPOSITION caractérisation de la loi

Une fonction de répartition caractérise une loi de probabilité. Cela signifie que deux variables aléatoires ont la méme
fonction de répartition si et seulement si elles ont la méme loi.

Résultat admis.
n Révisions sur les variables aléatoires discretes
4.1 Rappels : variables aléatoires finies et discrétes
Dans le cas ot X(Q) est fini ou dénombrable, la définition de la variable aléatoire se simplifie.
DEFINITION variable aléatoire discrete

Soit (Q, «/,P) un espace probabilisé. Une variable aléatoire discrete est une applicationX: Q — R

telleque | — X(Q) ={x;|i €I} oi] est une partie finie ou infinie deN,

— pour touti €1, [X = x;] est un événement.

Vocabulaire. Donner laloi d'une variable aléatoire discrete X signifie donner 'ensemble X(Q2) des valeurs prises par
X et pour chaque x € X(Q), la probabilité P([X = x]).

Remarques.
* On donne parfois la loi sous forme d'un tableau. Par exemple, la variable aléatoire X, somme des valeurs de deux
dés équilibrés a pour loi :

i | 2 | 3 | 4 |5 | 6 | 7| 8 |9 |10 |11 |12

P([XZi]) 1/36 | 1/18 | 1/12 | 1/9 | 5/36 | 1/6 | 5/36 | 1/9 | 1/12 | 1/18 | 1/36

A

| &

On peut aussi représenter la loi a l'aide d'un
diagramme en batons.
En abscisse, on place les valeurs possibles de

1

2
la variable (ici, 2,3,...,12) et en ordonnée les 1
probabilités correspondantes (ici, P([X = 2])),P([X = %
31),...,P([X=12])).

HHI—ID
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 >

e Aune varibale aléatoire discrete X est associée le systéme complet d’événements ([X = x]) XeX(Q)

©l—

En particulier, il vient Y P(X=x])=P@Q)=1.
xeX(Q)



¢ La courbe d’'une fonction de répartition d’'une variable aléatoire discréte est en escalier. Les abscisses des sauts
donnent les valeurs x; et la hauteur du saut donne la probabilité P([X = x;]).

Dés lors, si X et Y sont deux variables
aléatoires discréetes ayant la méme ‘
fonction de répartition, on a Fy

X(Q) = Y(Q) = {x1,+, Xm}, P([X=x;1)

et pour tout indice i,

X

P([X=xi]) =P([Y=xi])- >
On retrouve 1'égalité en loi.
DEFINITION indépendance, cas discret

» SoientX etY deux variables aléatoires discretes sur un méme espace probabilisé (Q, </, P).
On dit queX etY sont indépendantes si

Y (x,y) eX(QxY(Q), P(X=xIn[Y=y])=P(X=x])-P([Y=y]).

e Les variables aléatoires Xy, ..., X, sont mutuellement indépendantes si

V(x1,00, xn) €X1(Q) x -+ x X, (Q), P

NXi= xi]) = [[P(IX; = xi).
i=1 i=1

Remarque. Dans ce cas, on constate que si X et Y sont indépendantes alors
Vi, LeR, Ex(11)Fy () =P(X< ] n[Y < B]).

Preuve. Soient 11, t € R.On a
X<hlnY<sBbl= U X=xIn[Y=yl.
(x,Y)eX( Q) xY(Q)
X<ty, Yyst

L'union est disjointe, par la propriété d’additivité d’'une probabilité, puis par la définition de I'indépendance, on a

P(X<uln[Y<fl)= 3 P(X=xIN[Y=yl)
(x,)eX(Q) xY(Q)
X<ty, yst

= Y  PX=x)-PY=y)

(x,)eEX( Q) xY(Q)
X<ty, ysty

Y PX=x)|| Y P¥=y

xEX(Q) yeY(Q)
X<ty Yyt
P(X< f]Nn[Y< 1]) = Fx(1)Fy(t).

La réciproque est vraie mais plus délicate a prouver.

4.2 Lois usuelles

Rappelons que donner la loi d'une variable aléatoire X discréte revient a la donnée de :
— X(Q) : 'ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire.
— Pour chaque k € X(Q), P([X = k]).

Dans chacun des cas, on précisera la loi, une représentation aI'aide d'un diagramme en batons, des exemples concrets
d’application. De plus, on distinguera bien



— les cas finis : loi certaine, loi uniforme discrete, loi de Bernoulli, loi binomiale.

— les cas infinis dénombrables : loi géométrique, loi de Poisson.

Variable aléatoire certaine

Une variable X est dite variable aléatoire certaine, ou presque slirement constante s'il existe un réel c tel que

P(X=c])=1.

Loi de Bernoulli

DEFINITION loi de Bernoulli

Soit p € [0;1]. La variable aléatoireX suit une loi de BERNOULLI, noté X — 98(p), si

X@=1{0;1} er P(X=1)=p, P(X=0])=1-p.

Exemple. Pour A € &/ alors la fonction indicatrice 14 suit une loi de Bernoulli de parameétre P(A).

Représentation de % (p) p
Ci-contre, le diagramme en batons associé a une loi de
Bernoulli de parameétre p.

>

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'une piece de monnaie équilibrée (1 pour pile, 0 pour face) suit une loi %8(1/2).

— Plus généralement, la variable aléatoire associée a une expérience aléatoire ayant seulement deux issues (0 pour
échec, 1 pour succes) suit une loi %(p) ol p est la probabilité de succes.

Loi binomiale

DEFINITION loi binomiale
Soient n e N*, p € [0,1]. On dit queX suit la loi binomiale de paramétres n et p, noté X — %(n, p), si

n

X@Q) =[0,nl] et Vkel0,nll, PX=k)= (k

Représentation de 28(n; p)

Donnons quelques diagrammes en batons associés aux lois %8(n; p) avec n = 30 et
p€{0,05;0,14;0,23;0,32;0,41;0,5}.

10



0.2
0.3 I 0.15 4
197 0.14 =0.23
0z p=0.05 p=t 0.1 p= .
var=1.435 0.1 var=3.612 var=5.313
0.1 0.05
0.05 |
o TTTTTTTITTITTTIIT I TITT I T 0 I:l TTTTTTTITTITITITITT T I T 0 TTTTT TITTTTITITITTITTTITTIT
0.15 - 0.15 - _ 0.15 4 )
1 p=0.41
] p=0.5
0.1 - 0.1 0.1
1 p=0.32 var=7.257 var
var=6.528 1 =
7.5
0.05 0.05 4 0.05 4
0 TTITTTTTT TTITTTIITTTTTTT T 0 TITTITTT LLI TTTTTITITTTIT T 0 TTTTTTTTTTT LLI TTTITTTTTTT

Exemples de modélisation.

— On lance 7 fois un dé et X compte le nombre de « 6 » obtenus. Alors X — %(n, 1/6).

— Plus généralement, lorsqu’on répete n expériences de Bernoulli (a deuxissues : succés/échec) identiques, mutuellement
indépendantes, dont la probabilité de succeés est p, la variable X qui compte le nombre de succés suit alors une loi
binomiale de parametre (1, p).

A Attention. Ne pas oublier la condition de mutuelle indépendance.
Loi uniforme

DEFINITION loi discréte uniforme

Soient a, be Z avec a< b.
La variable aléatoire X suit une loi discrete uniforme sur [[a, b]], noté X — % ([[a, b]]), si

X@=llab] et Vkelabl, P(X=K)=——

Remarque. SiX— % ([[1,n]]) avecn=b—-a+1,alorsY=X+a—-1—%([la, b]]).

Représentation 0.2 +

Ci-contre le diagramme en batons de la loi :

2 ([[1;5])).

Exemples de modélisation.

— Le résultat d'un lancer d'un dé équilibré a 6 faces suit une loi uniforme sur [[1;6]].

— Une urne contenant n boules indiscernables au toucher numérotées de 1 a n. On tire au hasard une boule. Le
numéro obtenu suit une loi uniforme sur [[1; n]].

Loi géométrique

11



DEFINITION loi géométrique ¥ (p)

Soitpel0;1[etg=1—-p.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi géométrique de parametre p, notée 4 (p), si

X@Q=N* et VkeN*, P(X=kl)=1-p)*'p=qg""p.

Remarque. La loi est bien définie puisque les probabilités des événements sont positives et, a partir des résultats sur
les séries géométriques :

+00 _ +oo | p

Ypal=pYa=r—=1

k=1 i=0 -4

Représentation de ¢ (p)

++4 A 1 Diagramme en batons de la loi géométrique

Exercice 6 .
1. Soient p €]0;1[ et X — ¥(p). Ecrire un programme qui prend en argument p et renvoie la
- W
\ @7\ plus petite valeur entiére n, telle que P([X> npl) <1%. p. 26
1 b 2. En déduire un second programme qui prend en argument p renvoie le diagramme en
bétons sur [[1;np]l.
#RVA3
Diagramme en baten pour la loi géo avec p=1/5
0.200 1
0.175 1
0.150 4
0.125 4
0.100 4
0.075 4
0.050 1
0.025 1
0.000 -
o 5 10 15 20
Exemple de modélisation.
e Une loi géométrique modélise un premier temps d’arrét.
Si X renvoie le rang du premier succes dans une succession d’expériences de Bernoulli identiques, mutuellement
indépendantes, alors X suit une loi géométrique ou1 p est la probabilité de succes d'une expérience de Bernoulli.
e Une autre maniere de caractériser la loi géométrique : c’est une loi sans mémoire.
4+ JJ Loi discréte sans mémoire
Soient p €]0;1[ et X une variable aléatoire de loi 4(p).
Exercice 7 .
» 1. Justifierque: Vs, teN*, Pixsg (X> s+ 1) =P([X> 1) (o)
T 2. Réciproque. .
' . . L .o p.27
]\J _ Soit X une variable aléatoire sur N* vérifiant (e) (sous-entendu, on suppose que pour tout
J seN*, P(X>s) >0). Posons p =P([X=1]).
N a) Soit k € N. Exprimer P([X > k]) en fonction de p.
b) En déduire que X suit une loi géométrique de parametre p.
# RVA4

Loi de Poisson
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DEFINITION loi de Poisson 22(\)

Soit A un réel strictement positif.
On dit que la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de parametre A, notée 22 (), si

)\k

X@Q) =N et VkeN, P([X: k]):e_)‘ﬂ.

Remarque. La loi est bien définie. Les probabilités sont bien positives et a partir de la série exponentielle

+00 )\k

+00 +00 )\k
Y P(X=kl)=), e_)‘—‘ze_)‘ Y —'=e_)"e’\ =1.
k=0 m Kk fe=o k!

Représentation de 2 (A)

++ 1 Diagramme en batons de la loi de Poisson

1. Soient A €]0, +oo[ et X — Z2(A). Ecrire un programme qui prend en argument 7, A et renvoie
la matrice ligne

Exercice 8 N Al -
- [P0 p1 ... pn] ou pi= e
9/ . ’ p.28
On pourra remarquer que p;+1 = Ap;/(i+1).
-~ .
%“/ 2. Ecrire un programme qui prend en argument A et renvoie la plus petite valeur entiere 7,

telle que P([X = ny]) < 1%.

3. En déduire un second programme qui prend en argument A renvoie le diagramme en
batons sur [[0; 12y 1].

# RVA5
Quelques exemples pour différentes valeurs du parameétre.

Loi Poisson lambda=0.8 Loi Poisson lambda=1
0.5 0.40 Loi Poisson lambda=10

> Pour poursuivre 'étude, voir exercice 32, p. 21.

Exemple de modélisation.
On utilise souvent laloi de Poisson pour dénombrer les « événements rares ». Nous y reviendrons au chapitre Convergence
des variables aléatoires.

"On a sanctionné les copies dans lesquelles Poisson (ou tout autre mathématicien) était écrit
o
\_ S sans majuscule.”
Rapport de Jury : HEC 2021

Siméon Denis Poisson (1781-1840)
«Lavie n'est bonne qu’a deux choses : découvrir les mathématiques et enseigner les mathématiques. »
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n Simulation des variables aléatoires discrétes
5.1 Premiers exemples avec les lois usuelles

Pour simuler des variables aléatoires, on peut utiliser la bibliothéque random que I'on importe par :

import numpy.random as rd

Editeur

¢ rd.random()
La commande rd.random() renvoie un réel choisi au hasard dans I'intervalle [0;1[ suivant une loi de probabilité

uniforme continue sur [0;1].
Pour simuler a I'aide de Python un événement de probabilité p, on peut écrire rd.random() < prenverra True avec

probabilité p.

¢ rd.randint(debut,fin)
De la méme facon, on peut tirer au hasard (et uniformément) un entier plutét qu'un réel. Dans ce cas, la commande
a utiliser est rd.randint (début,fin) qui tire au hasard avec une probabilité uniforme un entier dans I'intervalle

[début,fin[.

>>> rd.randint (0,10)
9

Console

Remarque. On peut aussi écrire np.floor ((b-a+1)*rd.random())+a.

¢ rd.geometric(p)
La fonction rd.geometric(p) permet de simuler une variable aléatoire qui suit une loi géométrique de parametre
p. Pour rappel, si X renvoie le rang du premier succes dans une infinité d’expériences de Bernoulli mutuellement

indépendantes, X — ¥ (p) ol p est la probabilité d'un succes.

¢ rd.binomial(n,p)
De la méme fagon, on peut simuler une variable aléatoire qui suit une loi binomiale de parameétres n, p avec la
commande rd.binomial(n,p). Pour rappel, le nombre de succés obtenus lors d'une répétition de n expériences
de Bernoulli mutuellement indépendantes de probabilité de succes p suit une loi binomiale de parametres n, p.

¢ rd.poisson(lbda)
Enfin, rd.poisson(1lbda) simule une variable qui suit une loi de Poisson de parameétre 1bda.
Remarque. Toutes les méthodes précédentes peuvent aussi renvoyer une liste de valeurs tirées selon les différentes
lois de probabilité plutét qu'une seule valeur. Pour faire cela, il suffit de donner comme argument supplémentaire a
I'instruction la taille de la liste voulue. Par exemple, rd.randint (1,101,200) renvoie un tableau numpy contenant
200 entiers pris aléatoirement entre 1 et 100. De plus, la commande rd.randint (1,101, [200,10]) renvoie une
matrice de taille (200,10).

Exercice 9. ¢ JJ Lois usuelles avec random()
Une urne contient 5 boules (1 rouge et 4 bleues). On considere I'expérience suivante :

On tire une boule au hasard et on note la couleur. On replace ensuite la boule dans l'urne.

1. Soit Xla variable aléatoire qui renvoie 1 sila boule est rouge et 0 sinon.

Préciser la loi de X.
En utilisant uniquement la commande random, écrire un programme qui simule la variable X.

2. On répeéte maintenant n fois I'expérience élémentaire. On suppose les tirages mutuellement indépendants. On
note Y le nombre de boules rouges obtenues.

Quelle estlaloi de Y?
Avec la commande random, écrire un programme qui prend en argument 7 et simule Y.

14
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Editeur

Editeur

3. Onrépéte maintenant une infinité de fois I'expérience élémentaire. On suppose toujours les tirages mutuellement
indépendants. On note Z le numéro du tirage o1 on a obtenu la premiere boule rouge.
Quelle est la loi de Z?2 Ecrire un programme qui simule la variable Z.

4. Modifier le programme précédent pour simuler la variable X, qui donne le numéro du tirage out on obtient la
seconde boule rouge.
Soit r € N*. Généralisez la question avec X;, la variable aléatoire qui renvoie le tirage de la r-ieme boule rouge.

> Solution p. 28

Histogrammes

Rappelons aussile code pour le tracé d'un histogramme qui permet d’avoir un apercu de la répartition des valeurs
de I'échantillon. Ce graphique est obtenu en tracant, pour chaque i € [[1; p]], le rectangle de base [a;; a;+1] sur I'axe
des abscisses et en ordonnées, 1'effectif de la classe [a;; a;+1].

# Voici un exzemple avec le mombre d’habitants par
département francats

# Création d’un tableau avec les intervalles de
longueurs 200 000 (habitants)

inter =np.linspace(0,2.8%10%*6,15)

plt.hist (L, bins=inter)

plt.xlabel (’Nbre habitants (en millions)’)

plt.ylabel (’Nbre de départements ’)

plt.show ()

Nbre de départements

1.0 15 2.0 25
Nbre habitants (en millions) 1le6

Echantillon de taille 72 = 100 :

# La lot de la wariable
val=[1,2,3,4,5,6]
loi=[1/6,1/6,1/6,1/6,1/6,1/6]

# Simulation de la wvariable aléatoire
ech=np.floor (6*np.random.rand (m))+1
# Tracé du diagramme en bdtons "iﬂﬁlmg
# bar(abscisses,ordonnées)
plt.bar(val,loi,color=(0.2, 0.8, 0.1, 0.4),label=
’Proba théoriques’)

Echantillon de taille m2 = 1000 :

# Tracé de l’histogramme
# hist(echantillon, bins=classe) o175
classe=[0.5,1.5,2.5,3.5,4.5,5.5,6.5]
plt.hist(ech,bins=classe,density=’true’,rwidth
=0.6,label=’Simulation’)

0150
0125
0100
plt.legend( loc = ’lower right’) 0075
plt.show ()

0.050

0.025 === Simulation

Proba théoriques

0.000

5.2 Simulation pour une loi discréte

Le cas fini

Soit X une variable aléatoire finie. Pour simplifier le programme, on suppose X(Q) = [[1; n]l. On note
i
Viellnl, pi=P(X=il) et Pi=) pg.
k=1
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On souhaite simuler la variable X uniquement avec la commande rand (). L'idée est la suivante : on simule la loi de X
en tirant un réel, au hasard dans [0; 1] et en renvoyant I'entier k s’il appartient a l'intervalle [Pr_;;P[. La probabilité
que l'entier k soit choisi est alors Py — Pi_; = py. = P([X = k]) (avec la convention Py = 0).

X
P1 P2 P?) P4
Pp=0 Ps=1
® O O O O ®
<1+ <« >« >« -4
p1 p2 p3 P4 ps
Exercice 10. 444 JJ Simulation des v.a finies #PY37

1. Que représente les réels P; en termes de probabilités et de X?
2. Ecrire un programme qui prend en argument la matrice-ligne (p;);e(1.) correspond a la loi de X et simule X.
3. Tester votre programme sur la loi uniforme % ([[1; 10]]) et vérifier la cohérence du programme al’aide d'un histogramme.

>> Solution p. 29

Le cas infini dénombrable avec la loi de Poisson

On peut toutefois étendre la méthode précédente au cas ou X prend ses valeurs dans N. Prenons le cas de X ~ Z22(A).
Notons pour k€N,

AAF k
pr=P(X=kl)=e o e szj;op,-.
E ticuli P Py + A
n particulier, on a = —— Dk
p k+1 k o+l Pk
Exercice 11. ¢4 Simulation d’une loi de Poisson #PY38

1. Adapter la méthode précédente pour simuler X — Z2(A).
2. Comparer I'histogramme obtenu aux valeurs théoriques (diagramme en batons construit a I'exercice 8).

> Solution p. 29

16



2 2
) 7 7z
rz - Laloi de Benford et la fraude fiscale Le saviez-vous ﬂJ 4

Prenons le pari suivant :

On choisit un nombre au hasard dans un journal. Si son premier chiffre est 1, 2 ou 3, vous me devez dix euros, sinon je vous
dois dix euros. Acceptez-vous de jouer?

On pourrait s'imaginer que le jeu vous est favorable. A priori, il y a autant de chances que le nombre choisi commence
par 1 que 9, 2 que 7 etc. J’aurais donc seulement une chance sur trois de gagner, trois nombres sur les neuf possibles
m’étant favorables (on exclut 0). Mais en réalité, le jeu n’est absolument pas en votre faveur. Etonnamment, la répartition
des chiffres obtenus n’est pas uniforme. On vérifie expérimentalement que

— environ 30% des chiffres sont des 1; 17,6% sont des 2; 12,5% sont des 3.
Au total, j’ai donc prés de 60% de chance de gagner.

— respectivement 9,7%, 7,9%, 6,7%, 5,8%, 5,1%, 4.6% pour 4, 5, ---, 9.

* Cette propriété fut découverte par Simon Newcomb en 1881, puis redécouverte par Frank Benford 57 ans plus tard,
en constatant que les premieres pages des tables de logarithmes étaient plus usées que les autres. Cette propriété
de répartition des nombres s’étend a de trés nombreux types de liste (longueurs des fleuves en metres, prix dans les
supermarchés, etc.). Bien str, certaines listes ne vérifient cette propriété. Par exemple, la taille des Francais exprimée
en centimetres contient essentiellement des nombres dont 1 est le premier chiffre. De plus, ils ont précisé que le premier
chiffre suivait une certaine loi, dite de Benford. Une variable aléatoire X suit une loi de Benford si :

In(k+1) —In(k)

X@=(19) et Vkelnol P(X=k)=—o

Le site de I'Insee contient de trés nombreuses statistiques qui permettent de tester cette loi. Voici par exemple, a gauche,
la répartition du premier chiffre du nombre d’habitants de 2500 communes francgaises, et a droite, le diagramme en batons
correspondant aux probabilités d'une loi de Benford. Les deux diagrammes sont pratiquement identiques.

035 - 035

* Donnons une application.
En étudiant la répartition du premier chiffre des comptes des entreprises ou des Etats, on peut détecter des irrégularités et
d’éventuelles fraudes. En effet, les données falsifiées ne respectent en général pas la loi de Benford.
En 2011, les comptes des Etats membres de I'Union européenne ont été soumis a ce type de test. Les comptes de la
Gréce (et dans une moindre mesure, ceux de la Belgique) s’écartent significativement de la répartition de Benford. Ce
critere conforte 'hypotheése que les comptes grecs aient été falsifiés afin d’étre en accord avec les traités européens et ainsi
permettre 'entrée de la Gréce dans la zone euro (2001).
Pour aller plus loin
Voyages aux pays des maths (arte)
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N Exercices 5

Révisions sur les séries

Exercice 12. < J3 Série alternée et contre-exemple #RA13
On définit 1 . () W) (=n" (-n"
n définit les suites u = (u etv=(v ar Up=—— €et vp=——"—.
ninz1 nJn=2 P n NG n Vi+(=)n
n
1. a) OnposeSy, = Z uy. Justifier que les suites (S2) pen* €t (S2p+1) nen* sont adjacentes.
k=1
b) En déduire la convergence de la série }_ uy,.
1
2. Vérifier les équivalents : Up~vy et up—vp~-—.
n

3. Prouver que la série }_ v, est divergente.

Les séries Y uy ety vy ont les termes généraux équivalents mais la nature des séries est différente. Cet exemple montre l'importance
de Uhypothese de positivité pour appliquer le critere d'équivalence.
> Solution p. 29

Exercice 13. 4 #RA14
1. & Montrer que pour tout 7 de N, (2 + v/3)" + (2 — v/3)" est un entier.
2. En déduire que la série de terme général sin (’II(Z + \/5)”) est absolument convergente.

>> Solution p. 30

Exercice 14. ¢4 Représenter dans le plan muni d'un repére (O, 7,7) I'ensemble des points de coordonnées (a, ) tels que la #RA15
(04

série de terme général u;, = soit convergente.

n? + nb Soluti
> Solution p. 30

Exercice 15. ¢4 JJ Produit de Cauchy D'apres EDHEC 2020 # RA17
On considere deux suites réelles (ay) ,en et (bn) e a termes positifs et on suppose que les séries de termes généraux ay, et by sont

+00 +00 n
convergentes, de sommes respectives A= Zodn etB= Zobn Pour tout entier naturel n,onpose:cy = kz akbn_k.
n= n=| =0

n n n 2n
1. # Montrer que:VneN, ¥ cks(): uk)(z bk) < Y ¢k
K=o =0 “J\k=o K=o

+00 +00 +0o0o
2. & En déduire que la série de terme général ¢, converge et quel'ona: Y cp =) an|| Y bul.
n=0 n=0 n=0

3. Application

+00 (a+b)k +00 ak +00 bk
Soit (a, b) € R*2. En utilisant le résultat précédent, démontrer que : Z 0 . ol
! i=o K

k=0 =0 ¥

>> Solution p. 31

Exercice 16. +4 JJ Comparaison série-intégrale, une série de Bertrand

Prouver que la série )

est convergente.
n(In(n))

2
> Solution p. 32 #RA18
Exercice 17. ¢ 44 Soit (an) ,en une suite réelle décroissante de limite nulle. Pour tout n de N*, on pose : by, = n(ay—1 — an). #RAI19
n n-1
1. Montrer que pour tout 7 de N*, ona: ¥ by = ( > ak) - nay.
=1 k=0

2. On suppose dans cette question que la série de terme général a;, converge.

a) P Montrer que na, — 0.
n—oo

b) En déduire que la série de terme général b, converge et que b3 by = ann.
n=1 n=0

18



3. On suppose dans cette question que la série de terme général b;, converge.

n+k
a) 4 Montrer que pour tous 1, k€ N*, ona: n(an—ay4x) < % 1bj.
j=n+

+o0 +00
b) En déduire que la série de terme général a; converge etque ¥ ay = Y. by.
n=0 n=1
>> Solution p. 32

Exercice 18. 444 / Représenter dans R? I'ensemble des points (x, y) € R? tel que la série suivante soit convergente :

xn

nen 1 +y2n

> Solution p. 33 #RA20
Exercice 19. ¢ J3 D'apres oral HEC 2014 # RA21
Pour tout élément n de N* on pose : up =Inn+aln(n+1) + bin(n+2).
1. # Déterminer les réels a et b pour que la série de terme général u,, soit convergente.
2. Calculer alors la somme de cette série.

>> Solution p. 34

Exercice 20. 4 JJ Produit infini #RA22
Soit (uy) en* Une suite a termes positifs.

1. & Montrer que pour tout n € N*,
n n

1+ ) uksklill(1+uk]sexp(i uk).

k=1 k=1
n
2. En déduire que la suite de terme général [] (1 +u k) admet une limite finie lorsque n — oo si et seulement si la série Y uy
k=1
converge.

> Solution p. 34

Exercice 21. 44 Transformation d’Abel #RA23
Soient (uy) neN €t (Vn) nen deux suites. On suppose que (vy) en est décroissante de limite nulle et que la suite de terme général

n
Sn = ¥ uy estbornée.
k=0

n n-1
1. a) Justifier que pour tout neN: 3 ugve= ) Sk(vk—vk+1) +Snvn—Sovi.
k=1 k=1

b) En déduire la convergence de la série Y u, vy.
2. Etudier la nature de la série ¥ (-1)"/n.

> Solution p. 35

Probabilités

Exercice 22. 44 /M Soient n, r, s € N*. Considérons n urnes numérotées de 1 4 n, contenant chacune r boules bleues et s # RVA9
boules rouges . On réalise I'expérience suivante. On choisit au hasard une premiere boule dans la premiere urne que I'on replace
dans la seconde et on répéte 'opération jusqu’a la derniere urne.
Quelle est la probabilité qu'une boule tirée au hasard dans la derniére urne soit bleue?
> Solution p. 35

Exercice 23. ¢+ 44 Soit (A;),en* Une suite d’événements mutuellement indépendants. #RVA10
+00 n
1. Montrer que P| [ J Ax|=1- lim |J] (1-P(Ag))|
k=1 "o\ k=1

2. On suppose que pour tout n € N*,P(Ay,) €]0; 1[. Montrer que

P =1 < Y In(1-P(Ag)) diverge < Y P(Ay) diverge.

+00
U Ak
k=1

3. Application
On dispose d'une urne d'une capacité illimitée, d'une boule rouge et d'une quantité illimitée de boules blanches. Dans chacun
des cas suivants, déterminer la probabilité de tirer au moins une fois la boule rouge.
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a) On place la boule rouge et une boule blanche dans 'urne. On effectue une suite infinie de tirages avec remise.

b) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et une boule
blanche dans I'urne. Puis, aprés chaque tirage, on remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute une boule blanche.

¢) On effectue une suite infinie de tirages de la facon suivante. Pour le premier tirage, on place la boule rouge et trois boules
blanches dans 'urne. Apres le n-iéme tirage, on remet la boule tirée dans I'urne et on y ajoute 27 + 3 boules blanches.
Indication. On commencera par déterminer le nombre de boules dans l'urne avant le n-ieme tirage.

> Solution p. 36

Exercice 24. 4 Soit n = 2. On lance 7 fois une piéce équilibrée de maniere indépendante et on considere les événements # RVA1l
suivants :

— A=«on obtient au plus une fois Pile »;
— B=«lesrésultats des différents lancers ne sont pas tous identiques ».

Les événements A et B sont-ils indépendants?
>> Solution p. 37

Exercice 25. 4 Soient U et V deux variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace probabilisé (Q, o/, P) avec # RVA12
U et V suivant une loi uniforme sur {—1;0; 1}. Pour tout w € Q, on définit N(w) comme le nombre de racines réelles du polynome

Qo () = ¥% +2U(w) x + V(w).

1. Proposer un programme python qui simule N.
2. Donner laloide N.
>> Solution p. 37
Exercice 26. <> Pour chaque énoncé, proposer une loi pour la variable aléatoire réelle X. On précisera les parametres de laloi # RVA16
et les éventuelles hypothéses.
1. Onlance un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre obtenu.
2. Onlance 10 fois un dé a 6 faces et on note X la variable égale au nombre de numéros pairs obtenus.

3. Une urne contient 15 boules (5 noires, 3 blanches et 7 rouges). On tire successivement et avec remise 20 boules et on note X la
variable égale au nombre de boules noires.

4. Unjeude 52 cartes est aligné, faces cachées, sur une table de facon aléatoire. On découvre les cartes, de gauche a droite jusqu’a
obtenir la dame de cceur. Soit X la variable égale au nombre de cartes découvertes.

5. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire au hasard un a un avec remise jusqu’a obtenir le jeton 1. On note X la
variable égale au nombre de tirages effectués.

6. On pose m questions a un étudiant. Pour chaque question, n réponses sont possibles dont une seule est correcte. L'éléve répond
au hasard. Soit X la variable égale au nombre de bonnes réponses.

> Solution p. 37

Exercice 27. 44 JJ Matrices de rang 1 et indépendance de variables aléatoires D’aprées EMLyon 2013 # RVA17

1. Montrer que M € ./, (R) est de rang 1 si, et seulement si, il existe deux matrices colonnes non nulles U, V telles que M = U*V.

2. On considere deux variables aléatoires X et Y définies sur le méme espace probabilisé (Q, «/,P). On suppose de plus : X(Q) =
Y(Q) = [[1; n]l. On note, pour tout (i, j) € [[1; n]]%,

m; j=P(X=iln[Y=jl),

€y 1 (R).
n

1<is<

puis M= (m; ;) €A ®), Ux=(P(X=1)) _,_ etla® et Uy=(P(1y=1)

i 1<i<
a) On suppose, dans cette question, que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
Calculer Uy ‘Uy. En déduire que la matrice M est de rang 1.
b) On suppose, dans cette question, que la matrice M est de rang 1. Notons Cy, Cp, ..., Cy, les colonnes de M.
i) Vérifier que Cy +---+Cj, = Uy.

ii) En déduire que, pour tout j € [[1; n]], il existe ﬁj eRtel que Cj = ﬁ]-UX.

iii) Montrer que pour tout j € [1;n]], P([Y = j]) = B

iv) En déduire que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.
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> Solution p. 38

Exercice 28. ¢4 JJ Soient X, Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de méme parametre p. #RVAI8
Calculer la probabilité que la matrice suivante soit inversible

X Y
a=[y ¥
>> Solution p. 38
Exercice 29. ¢4 Etude asymptotique de la queue d’une loi de Poisson. d’apres oral HEC 2012 # RVA19
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q,.o7, P), suivant une loi de Poisson de paramétre A € R¥.
1. Montrer que pour tout entier n>A -1, ona P([X > n]) < P(IX = n]) 72415
2. Endéduire que P(X=nl) ~ P(X=nl).
n—+oo
3. Montrer que P([X > n]) = n_.oJrOO(P([Xz n]))
> Solution p. 39
Exercice 30. ¢ Comment écrire un programme qui prend en argument la liste des probabilités (P([X = x])) eX(0) et renvoie le
X

ou les modes de X.
> Solution p. 39 #RVA20

Exercice 31. ¢ 44 Mode(s) de laloi binomiale %(n; p)
1. Soit n € N*. Soit p €]0;1[. Montrer que, selon les valeurs de n et p, la loi binomiale 9 (n; p) admet un ou deux modes que ’'on
précisera.

2. Pour n =9, illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.

> Solution p. 39 #RVA21

Exercice 32. 444 Mode(s) de laloi de Poisson
1. SoitA € Ri. Montrer que, selon la valeur de A, la loi de Poisson 22(A) admet un ou deux modes que 1'on précisera.
Indication. On distinguera 3 cas: A€]0,1], AeN\{0;1} et A€]l,+oo[\N.

2. Illustrer par des représentations graphiques en Python les différents cas obtenus.

> Solution p. 40 # RVA22

Exercice 33. 44 Une caractérisation de la loi géométrique # RVA23
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N*, indépendantes et de méme loi, toutes deux définies sur le méme espace
probabilisé (Q2, «,P). On pose

I=minX,Y), M=maxX)Y) et D=M-L
1. Dans cette question, on suppose que la loi commune de X et Y est géométrique de parametre p €]0,1[ (on pose g =1- p).

a) Reconnaitre la loi de la variable I.

b) Calculer P([I=i]n[D = d]) pour tout (i,d) € N x N. On séparera les cas d = 0 et d > 0.

c) Déterminer la loi de la variable D.

d) Vérifier que les variables I et D sont indépendantes.

2. Dans cette question, la loi commune de X et Y est inconnue et on suppose que les variables I et D sont indépendantes.
On note b = P(D = 0) et, pour tout entier naturel k non nul, py. = P(X= k). On suppose pj. > 0 pour tout k € N*.

a) Exprimer le réel b al'aide de la famille (p;) ieN* -
b) Exprimer, pour tout entier naturel k, la probabilité P(I > k) a I'aide de la famille (p;) ieN*
©) Soit k € N. En calculant la probabilité P([I > k] n [D = 0]) établir I'égalité

too +00 2

Y pit= b( > Pi) :

i=k+1 i=k+1

d) i) Endéduire, pour tout entier naturel k non nul, I'égalité : (1 — b) pj. = 2bP(X > k).
ii) Calculer p; en fonction de b

1+b7%
e) En déduire que la loi commune des variables X et Y est une loi géométrique.

iii) Etablir, pour tout k € N*, I'égalité : py,; =

21



> Solution p. 40

Exercice 34. ¢4 Taux de panne et caractérisation des lois géométriques # RVA24
Soit X une variable aléatoire discrete a valeurs dans N* telles que

vneN*, PX=n)>0.
On appelle taux de panne (ou encore taux de défaillance) associé a la variable X la suite () ;en+ définie par:

VneN*, Un =PxzpnX=n).

-1
1. a) Vérifier que pour tout n e N*, P(X > n) = [] (1—uy).

b) Exprimer p; =P(X = n) al’aide des réels u.
2. a) Vérifier que pour tout n €N, uy €10;1[.
b) Montrer la divergence de la série }_ uy.

3. Réciproquement, soit (1) ,en* Une suite a valeurs dans ]0; 1] telle que la série Y uy diverge. Justifier qu'il existe une variable
aléatoire dont le taux de panne est la suite () ,en*-

4. Montrer que la variable X suit une loi géométrique si, et seulement si, son taux de panne est une suite constante.

> Solution p. 42

Exercice 35. ¢ 44 On dispose d'une piéce de monnaie équilibrée. Les faces sont numérotées 0 et 1. On lance indéfiniment # RVA63
la piece de monnaie et on note X; le résultat du i-éme lancer. On se fixe une séquence s = (s, 2, -, Sg) € {0, 11k de longueur k. On
veut montrer que cette séquence apparait dans la suite (X;) ;e une infinité de fois avec une probabilité de 1.

On définit les événements :

* A:«Lasuite s apparait une infinité de fois »;

® pour tout i €N, A; : «La suite s apparait au moins une fois a partir du (k x i + 1)-iéme lancer;

k
. pourtoutjEN,Bj:mm:1 Xkj+m =Sm|-

X +00
1. Justifier que A = .ml A;.
i=
Indication. On pourra raisonner par double inclusion sur les complémentaires.

2. Endéduire P(A) = lim P(A;).

i—+00

+00

3. Montrer que jL—JiBj cA;j.

+00
4. Soiti€eN, onposeC; = U B;. Onveut montrer que P(C;) =1.
J=i
a) Montrer que les événements (B j) jen sont mutuellement indépendants.

n —
b) Déterminer, pour n =i, P( n ‘Bj).
j=i
¢) Endéduire que P(C;) =1
5. Montrer que la séquence s apparait dans la suite (X;) ;e une infinité de fois avec une probabilité de 1.

>> Solution p. 43

Exercice 36. 444 Exemple de convergence presque-sir Oral ESCP 2022, sujet 37 # RVA64
Pour tout entier n = 1, on pose A, = Ln@

1. a) Déterminer un équivalent de | /7] lorsque n tend vers +oo.
b) En déduire que la série de terme général A, converge.

2. Dans la suite de I'exercice, on considére un espace probabilisé (Q,</,P) et une suite de variables aléatoires réelles (Xp) ;=1
définies sur cet espace, indépendantes et telles que, pour tout n de N*,X;, suit la loi de Poisson de parameétre A ;.

a) Montrer que la série Y ,,>1 P (X5 # 0) converge.
b) J3 Soit (E;);eny+ une suite d’événements de /. Montrer que, pour tout 72 € N*

N

P(. lEi)si:ZlP(Ei).

1

22



c)

d

e)

Soit N € N*. En déduire que Nlim P
—+

U [Xn¢01)=0.

n=N

En déduire que P ( U
N=1

N Xn =0])) =1.

n=N

Onnote B = {u) Q| Z Xy (w) converge }
n=1
Montrer que la série Y ;> X;;, converge presque stirement, c’est-a-dire que P(B) = 1.

+00

On suppose désormais que B = Q. Ainsi la fonction S = Z X} est définie sur Q. On admet que c’est une variable aléatoire.

k=1

n
3. Déterminer la limite en loi de la suite (S;,) ;> avec Sy, = Z X

k=1

4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (S;) ;> -

>> Solution p. 43

Exercice 37. 4 Soit n = 2 entier. Sur chaque carte d'un paquet de n cartes, figure un nombre, de sorte que les n nombres #RVA76
écrits sont distincts deux a deux. On mélange ce paquet, et on le donne a une joueuse prénommée Alice, qui ignore la valeur de ces
nombires. Elle devra alors regarder les cartes une a une, en s’arrétant quand elle veut. Elle gagne si elle s’arréte a la carte sur laquelle

figure le maximum M des nombres écrits sur les cartes.

Alice décide de la stratégie suivante, s’étant donné un entier p, avec 1 < p < n—1: elle regarde les p premieéres cartes, puis a

partir de 13, elle s’arréte dés qu’elle voit une carte portant un nombre supérieur aux nombres déja observés. Bien sir, si M est dans

les p premiéres cartes, Alice ne s’arréte qu’a la dernieére carte et a perdu. Elle perd aussi lorsque M n’est pas dans les p premiéres

cartes et qu'apparait ensuite une carte qui majore toutes les cartes observées mais qui n’est pas M.

1. Pourchaque k€ {p,...,n—1}, onnote E,, , ; 'événement « Alice gagne en s'arrétant a la (k + 1)-ieme carte».

a)
b)
c)

a)

b)

Quelle est la probabilité de I'événement E,, p, p ?
Plus généralement, quelle est la probabilité de I'événement E,, p,k» pour ke{p,...,n—1}?
Montrer finalement que la probabilité de I'événement Gy, : « Alice gagne» est

Justifier que
n-1
1 1
ln(ﬁ) < Z - \ln(ﬁ) +—
Pl ik P
et en déduire un encadrement de la probabilité de G, p (sans signe somme).

Lentier n étant supposé «grand», Alice doit maintenant choisir la valeur de p qui optimisera sa stratégie. Elle doit faire en
sorte que % soit le plus proche d'un certain réel. Lequel? Que vaut alors (a peu pres) la probabilité qu’elle gagne?

> Solution p. 22
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Bhoa pit Indications et solutions
| -:u> = |
1
P Indication de I'exercice 2 p-3

1.a) Utiliser pour tous réels a et b,

a? +b?
>

ab <

1.b) Penser aux séries de Riemann pour construire un contre-
exemple.

2. Vérifier que pour tout x € R}, les quantités

X In(l + 9 fx dr
———, In(1+x),
1+ x2 o 1+1t4

sont positives et inférieures a x.

A Indication de I'exercice 5 p-7
Pour calculer P(X < 1), distinguer plusieurs cas :
t<1,te[l;2], ..., te[56] t=6.
& Indication de I'exercice 6 p.- 12

Reprendre l'exemple de l'algorithme de seuil avec un
"while".

& Indication de I'exercice 22 p-19

Posons pour tout i € [[1,n]], 'événement A; : « La i-eme

boule tirée est bleue ». On a

r
P(A) = —.
r+s
A l'aide du systeme complet d’événements (Al,A_l), on
montre que
P(A2)=P(A1).

Généraliser.

Exercice 1 p-1

PY89

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
def SommePartielle(x,n)
s=0
S=np.zeros(n)
for i in range(l,n):
s+=1/(np.exp(i*x)-np.exp(-i*x))
S[il=s
return S

24

# un test pour z=0.1

plt.clf ()

plt.plot (SommePartielle(0.1,50),’ko’)
plt.show ()
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On constate que la suite des sommes partielles
semblent converger.
C’est effectivement le cas, la série ) sh(kx) est convergente
pour tout réel x. En effet, on prouve la convergence a I'aide
des criteres de Riemann et de négligeabilité avec

1 1
=o0|-—| croissance comparées.
sh(kx) (k2) P
Exercice 2 p-3
RAI11
1.a) Soit k € N*. Suivons I'indication avec a = kuy et b=1/k,
(kug)? + (17 k)?
0 < (kuplk < ————
s 0 1 22 !
uis < u < —kut+—.
p k 2 k 212

Par hypothese, la série Y k? u;.? est convergente. La série de
Riemann Y 1/ k2 est convergente (car 2 > 1). Par linéarité, la
série de terme général % kPu? + # est convergente.

Ensuite, le critére de comparaison s’applique :

‘ La série ) uy est convergente.

1.b) Posons pour k € N*, uj = 1/k3/2. La série de Riemann
> uy = Zl/k?’/ 2 converge alors que la série harmonique
Y KPur? =Y 1/k diverge.

Ainsi : ‘ Laréciproque est fausse.

Si ) uy converge, on ne peut pas affirmer que

La série Z k*u k2 converge.




2.¢ SoitneN.Ona:

3up

0<

< S3un.
1+ uy?

La série Y 3u, converge par hypothese. D’apres le critere de

. Py u, .
comparaison, la série ). 1+u,:, > est aussi convergente.

e Soit n € N. Comme 1+ uy = 1, In(1 + up) = 0. De plus, a
I'aide de I'inégalité classique :

VxeR", In(l+x) <x,
on prouve, In(1+ up) < up.

Le critére de comparaison justifie la convergence de la série
>In(l + up).
e Soit n € N. Pour tout réel ¢,

1
1+¢4

0< <1l

Par croissance de l'intégrale,

up, dt Un
Osf sf 1dt = uy.
o 1+t Jo

De nouveau, le critere de comparaison justifie la
convergence de la série.

Exercice 3 p-3
RA12
e Justifions que la série Z = In (l + i) diverge.
n=1 V7N vn
— Onal’équivalent: Lln 1+ i) ~ E
vn vnl n

1
— La série harmonique ). — diverge.

n
— Les séries sont a termes positifs, par le critere
d’équivalence, la série diverge.

3
- n
¢ Prouvons la convergence de la série ) —.
2”
n=1
- Al'aide des croissances comparées :

1
— La série de Riemann ) — est convergente (car2>1).
n

1
- La série }_ —est a termes positifs.
n
— Le critere de négligeabilité s’applique, la série est
convergente.
* Soit n e N*.

NXNXNX--+XnN

n! 1x2x3x---xn

——
NX-+XnN
2 nx =
2)<...)<n

25

. . nn Py . EBN
Ainsi, e, Too La série diverge grossiérement.
n! n—oo

e SoitneN*,ona:
4In() _ (In@In(n) _ ,In(4)

In(m*  In(n)*
gln(n) ~ pIn@) "

Ainsi,
Précisons de plus que
In(4) =2In(2) =2x0,69=1,4.
AV'aide des croissances comparées, on vérifie :
ln(n)4 1

anm ¢ 12

1
— Lasérie de Riemann ) — estconvergente (car1,2>1).
n )

1
— Lasérie ). — g est a termes positifs.
- Le critere de négligeabilité s'applique, la série est
convergente.

¢ On sait que pour tout n € N*,

n nn+1) n?
Y k=142+-+n=———~—.
=0 2 2
Par élévation a la puissance,
1 a 2%
(1+2+~~~+n) T2
1

Or, la série de Riemann ). —55 converge si et seulement si
n

200> 1.
De plus, on est dans le cas de séries a termes positifs.
Le critére d’équivalence s’applique. La série converge si et

seulement si

¢ En utilisant les équivalents classiques :

Vn+i-vn = \/ﬁ(\/1+%—1)
77
- ﬁ.ﬁzm.

7% 1

(Ve Vi)~ o

PulS, 2 . m

Par le critere d’équivalence des séries a termes positifs la
série ¥ (vn+7—y/n)" est de méme nature que la série de

Riemann ) 1/ n%/2.
En conclusion, on a convergence si et seulement si

o>2.

¢ La fonction arctangente est dérivable en 0, on obtient le
DL;1(0)

arctan(x) = arctan(0) + arctan’ (0) (x — 0) + 0o (x)

=x+09(x)

arctan(x) ~g x.



n
De plus, arctan(x) s

Raisonnons maintenant par disjonction des cas.
— Sia>1

na
— 400
1+ n n—+oo
et par composition
n® b1
arctan — —#0
14+n) noo 2

Dans ce cas, il y a divergence grossiere de la série.
— Sia =1, par continuité de la fonction arctangente en 1,

n® n L
arctan( ) = arctan(—) — arctan(l) = —#0.
1+n 1+n/n—oo 4

De nouveau, il y a divergence grossiere de la série.
— sia<l,onan%/(1+n) — Oet
n—oo

o o
n ) n a1 1

arctan ~ ~ = )
1+n) 1+n nl-a

Par le critere d’équivalence pour les séries a termes positifs,
la série est de méme nature que la série de Riemann
> 1/n'~% 1l y a convergence si et seulement si 1 —a > 1,
c’est-a-dire a < 0.

Finalement, en regroupant tous les cas, la série
¥ arctan (n%/(1 + n)) converge si et seulement si

a<0.
Exercice 4 p-5
RVA1
1. Pour i € {152}, on note U;, [I'événement

«piocher dans I'urne i ». Comme le choix de l'urne est
équiprobable,

1
P(Uy) =P(Up) = 7

Soit k € N*. (U1, Uy) est un systeme complet d’événements
de probabilités non nulles. D’apres la formule des
probabilités totales, si By désigne I'événement « Tirer une
boule blanche au k-iéme tirage » :

P(By) P(U))-Py, (By) +P(U2) - Py, (By)

1 a 1 b
_._+_._-
2 a+n 2 b+m

De nouveau, si Ay désigne I'événement « Tirer k boules
blanches successivement » la formule des probabilités
totales donne :

PAy) = PUD)-Py, (Ag) +PU2) - Py, (Ag)
1 a \k 1 b \k
- e
2 \a+n 2 \b+m
En effet, une fois l'urne choisie, les tirages sont

mutuellement indépendants.

26

De plus, il y a le méme nombre de boules dans les deux
urnes a + n = b+ m, I'expression se simplifie

P(Ap) = (ak + bF).

2(a+n)’C

2. On cherche PAk (Bj+1)- Par définition,

P(A;NBiy1)  PlAgsn)
P(AY)  PAp

PAk (Bk+1) =

On trouve :

k b \k
(a-c:n) +1-'-(b+m) H_

a \k b \k
() *(55m)
a+n b+m
De nouveau, comme il y a le méme nombre de boules dans
les deux urnes a + n = b+ m, 'expression devient :

Pr Brs1) =

1 ak+1 +hk+1

Py, Biy))=——|——F—7-—|-
A\ Pk+1 a+n ak + bk
Exercice 5 p-7
RVA2
On obtient une «une courbe en escalier ».
Graphe de la fonction de répartition
1.0  —
0.8 4 E
—
0.6
—
0.4 +
—
0.2 4 E
0.0 1
0 1 2 3 3 5 6 7
Exercice 6 p-12
RVA3

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def BatonGeo (p)
u=p
Sommeterme=p
n=1
while Sommeterme<0.99
n=n+1
u=u*(1-p)
Sommeterme+=u
return n



Comme la loi est simple, on peut faire le calcul direct de np
avec une partie entiere et obtenir un second programme.

P(X>np)<1% <« P(X<np)=0,99.

P(X<npl)=P

np
U X=k]
k=0
np
= Y P(ix= k)
k=0
"p

=Y pg*!
k=1

1
P(X<npl)=p =g

D’olt P([X>npl)=q"r.

On résout donc

" In(0,01)
q7=<001 < np =
In(q)
On obtient
. Pn(o,onw
P~ Ina-p

(partie entiere supérieure).

def BatonGeoBis (p)
n=np.ceil(np.log(0.01)/np.log(l-p))
return n

Remarque. Un test pour vérifier que les deux programmes
donnent le méme résultat.

>>> BatonGeo (0.2)

21

>>> BatonGeoBis (0.2)
21.0

2. Solution avec des matrices.

def Q2BatonGeo (p)
n=int (BatonGeoBis (p))
Termes=np.zeros (n)
Termes [0]=p
for i in range(n-1):

Termes [i+1]=Termes [i]*(1-p)
ind=np.linspace(1,n,n)
plt.clf )
plt.bar (ind, Termes)
plt.show ()

¢ Solution avec des listes.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
def Q2BatonGeo (p)
u=p
termes=[p]l # on stocke les waleurs dans
la liste termes
Sommeterme=p
n=1
while Sommeterme <0.99
n=n+1
u=u*x(1-p)
termes.append (u)
Sommeterme+=u
plt.clf O

ind=np.linspace(l,n,n)

plt.bar(ind, termes)

plt.title(’Diagramme en b&atons pour la
loi géo avec p=1/57)

plt.show ()

Exercice 7 p-12

RVA4
1. Soit k € N*. Comme X est a valeurs entiéres :

X=zkl= U X=ml.

m=k

Les événements ([X = m]),, .y sont deux a deux disjoints,
d’apres la propriété d'additivité d’'une probabilité

+00
P(X=kl)=P( |J X=m])=)_ P(X=mi).
mzk m=k

En utilisant I'’expression dans le cas ou X — ¥4(p), il vient a
I'aide du changement d’indice i = m -k,

+00 +00 itk
P(X=kl)= Y pA-p™ =Y pa-pitkl
m=k i=0

On reconnait la somme d'une série géométrique de raison
g=1-pel-11[
1

L
1-(1-p)

P(X> k1) = ¢ p ]

Noter que
P(IX> kl) =P(IX= k+11) = g*.
Soient s, r € N*.

P(X>sIn[X> s+1])

P([X> s])
P([X>s+1])

P((X> s])
S+t

Pix>g ([X> S+ t]) =

&

D'oit | Py (> 5+ 0 = P(X>1)). |

2.a) Soit k € N*. Appliquons la relation () avec r =1 et s = k,

P(X>1]) = Pyxop(X>k+1])

P(X>k+11n[X> k)
P([X> kl)
P(X>k+1])
P([X> k)

Or, on a aussi

P(X> 1)) 1-P(X>1))
= 1-P(X=1]) = 1-p.
1l vient P(X>k+1]) =1 - p)P(X> kl),

et P(X>0]) =1.



La suite (P([X > k1)), est une suite géométrique de raison
g =1-p etde premier terme 1. Ainsi,

VkeN, P(X>kl)=1-pk.

2.b) Soit ke N*.
X=kl=[X>k-1]\[X> k],
et X>klcX>k-1].
Des lors :

P([X=kl)=P(X>k—-1])-P(X > k)
=1-pFl-a-pk
=1-pFla-a-p)

P(X=kl)=(1-pF1.p

Pour p €]0;1],

Exercice 8 p-13

RVA5

import numpy as np

def BatonPoi(lbda,n)
u=np.exp(-1lbda)
Termes=np.zeros (n+1)
Termes [0]=u
for i in range(n)
Termes [i+1]=Termes[i]l*1bda/ (i
+1)
return Termes

¢ Solution avec une liste :

import numpy as np

def BatonPoi(lbda,n)
u=np.exp(-1lbda)
termes=[ul] # on stocke
la liste termes
for i in range(n+1)
u=uxlbda/(i+1)
termes.append (u)
return termes

les waleurs dans

def Q2Poisson(1lbda):
u=np.exp(-1lbda)
Sommeterme=u
n=1
while Sommeterme<0.99
u=u*lbda/n
n=n+1
Sommeterme+=u
return n

3.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def BatonPoiBis(1lbda)
n=Q2Poisson(1lbda)

28

Termes=BatonPoi(lbda,n)
ind=np.linspace(0,n,n+1)

plt.clf )

plt.bar(ind,Termes,color=(0.2, 0.8,
0.1, 0.4),label=’Proba théoriques’)

plt.legend ()

plt.title(’Loi Poisson’)

plt.show ()

* Une autre solution plus directe avec les listes.

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def BatonPoiBis(1lbda)
u=np.exp (-1lbda)
termes=[ul] # on stocke
la liste termes
Sommeterme=u
n=1
while Sommeterme<0.99
u=ux*lbda/n
n=n+1
termes.append (u)
Sommeterme+=u
plt.clf )
ind=np.linspace(0,n,n)
plt.bar(ind, termes,color=(0.2, 0.8,
0.1, 0.4),label=’Proba théoriques’)
plt.legend ()
plt.title(’Loi Poisson’)

les waleurs dans

plt.show ()

Exercice 9 p- 14

RVA6

1. La variable X suit une loi de Bernoulli de parametre p = 1/5.
Un code possible est

import numpy.random as rd
p=1/56
print (rd.random () <p)

On identifie ici True avec 1 et False avec 0.

2. La variable Y compte le nombre de succés dans n
répétitions d'une expérience de Bernoulli de parametre p.
Les expériences sont mutuellement indépendantes. C’est
donc une loi binomiale.

Y — %B(n;1/5).

Pour simuler la variable Y, on simule 7 parties et on compte
le nombre de parties gagnantes.

def SimuY(p,n)
Compteur=0
for i in range(n)
Compteur+=rd.random () <p
return Compteur

On peut aussi écrire

def SimuY(p,n):
Y=sum(rd.random(n)<p)
return Y



3. Lavariable Z est le rang du premier succés dans une infinité
de répétitions d’épreuves de Bernoulli mutuellement
indépendantes. La probabilité de succeés est p. Par
conséquent, Z suit une loi géométrique de parametre p.

On peut simuler la loi par

def SimuZ(p)
Rang=1
while rd.random()>p
Rang+=1
return Rang

4. La variable Xp peut s’obtenir comme la somme de deux
variables aléatoires de loi géométrique de parametre p.
Ainsi,
def SimuX2(p)

x2=8imuZ (p)+SimuZ (p)
return x2

Ce code se généralise a r boules :

def SimuXr(p,r)
x=0
for i in range(r)
x+=SimuZ (p)
return x

Exercice 10 p- 16
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1.0na
P; =P(X<1i].

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import numpy.random as rd

def Simulation(Loi)

n=len(Loi)

k=1

Somme=Loi [0]

x=rd.rand ()

while Somme<x
Somme+=Loi [k]
k+=1

return k

TestSimulation (m)

nombre de simulation,

tatlle de l’échantillon m=1000 par

ezemple

Loi=np.ones (10) /10

ech=np.zeros (m)

for i in range(m):
ech[il=Simulation(Loi)

inter =np.linspace(0,11,12)

plt.clf ()

plt.hist (ech, bins=inter ,density=’true’
,rwidth=0.6,label=’Simulation’)

plt.legend ()

plt.show ()

def # m représente le

ou encore la

Il ne reste plus qu’a tester

29

TestSimulation (10000)

mmm Simulation

On pourra tester avec des valeurs de m de plus en plus
grandes.
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import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import random as rd

def SimulationPoisson(1lbda)
p=np.exp(-1lbda)
Somme=p
k=0
x=rd.random ()
while Somme<x
k+=1
p=p*lbda/k
Somme +=p

return k

def TestSimulationPoisson(m,lbda)
# m représente le nmnombre de simulation,
ou encore la tatlle de 1’é
chantillon m=1000 par exzemple
ech=np.zeros (m)
for i in range(m):
ech[i]l=SimulationPoisson(1lbda)
inter =np.linspace(0,22,23)-0.5
#plt.clf ()
plt.hist(ech, bins=inter ,density=’true’
,rwidth=0.6,label=’Simulation’)
plt.legend ()
plt.show ()

Exercice 12 p-18
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1.a) Justifions les trois points de la définition des suites
adjacentes :



e Onapour neN*,

S2(n+1) —Sn
2n+2 (—k  2n (—1k

=1 vk o Vk

(_1)2n+2 (_1)2n+1 2n (—l)k

+ +
V2n+2  VZn+l o vk

2n (-pk

e

1 1

= ————<0

v2n+2 v2n+1

La suite (S25,) nen+ est décroissante.

e De méme, on prouve que la suite (S2;+1)pen* €St
croissante.
e SoitneN,ona
(_1)2n+1 1
S2n+1-S2n = =- — 0.
va2n+1 V2n+1n—00

En conclusion,

(S21) nen* €t (S2n+1) nen* sont adjacentes. ‘

1.b) D’apres le cours, les suites (S27) nen €t (S2i+1) nen SONt
adjacentes, on sait alors qu’elles convergent vers une limite
commune ¢. On sait alors que la suite des sommes partielles
(Sn) nen converge. AUtrement dit, la série converge.

2.Soitn=2
up Vn+(=D" -D"
—= =1+ — 1.
Un \/ﬁ \/ﬁ n—oo
Par conséquent, Un ~ Un.
De plus,

=n" =n"

Up—Vn =

VA a+(=Dr
(_l)n(l 1
T vnl _1+(—1)"/\/ﬁ)
(-n" ="
Up—vn = \/ﬁ(l_(l+7) J
Comme (—1)”/\/ﬁnj0»00,
1o T D
+ 7
P dui D" ("
t, - ~ . .
ar produi Up—Un N
1
D’out Up—Up~ —.
n

3. Raisonnons par I'absurde en supposant que la série ) v,
converge.
— Comme la série ) uy est convergente, la série Y u, — vy
est aussi convergente.

30

- La série ). % est positive et u, — vy, ~ %

— Par le critére d’équivalence des séries a termes positifs, on
en déduit que la série Y % est alors convergente. Absurde, la
série harmonique est divergente.

En conclusion :| La série }_ v, est divergente.
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1. D’apreés la formule du bindme de Newton
2+V3)"+2-V3)"
n
( o gn—kyak Z( n )2”"‘(—\/5)"
k o\ k

( 'kl )2”"“ (\/§k + (V).

n
n
¢ Si k est un entier impair
V3t vak =o.
* Si k est pair

V3b e (vak=2.v3 =2.3p

est un entier. Dés lors, u; = 2+ v3)" + (2 — v3)" est une
somme d’entiers, c’est un entier.

2. Rappelons l'inégalité classique obtenue par concavité du
sinus sur [0; 11/2]

VxeR, |[sin()l<|xl.
Ona
‘sin(n(2+ \/5)"] :)sin(n(2+\/§)"—nun” car up € Z
= [sin(r2-v3)")|
<ml2-v3"

La série géométrique |2 — v/3|" est convergente car

(-1<2-V3<1).

Par le critere de comparaison des séries a termes positifs,
¥ |sin(m(2 + v3)™)| est convergente. C'est la définition de
I'absolue convergence.

Exercice 14 p-18
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Procédons par disjonction des cas :
— Sip <2alors P = o(n?) et

n® 1

n2+nP~n? et -~
n2+nP n2-a

D’apres le critére d'équivalence des séries a termes positifs, la
o
n
série Y. 2P est de méme nature que la série de Riemann
ne+n

1
> o On a donc convergence si et seulement si 2 — o> 1,



c'est-a-direa < 1.
—~ Sip=2,
n® 1
n2+nb  2n2
De nouveau, on a convergence si et seulement si a < 1.
— Sip>2,n?=o(nP) et

n% 1

2. 8,0
n“+nP~nP, et ——~——.
n?2+nb pb-a

Par comparaison aux séries de Riemann, on a convergence
si et seulement sif —o > 1.
Résumons les différents cas de convergence :

Pp<s2eta<l;

p>2etp>1+a.

A
at ,
p
Convergence p=1+a
2
1 T .
Convergence Divergence
¢ ¢ ¢ | ¢ —>
3 -2 -1 |, 2 3 4
_ 1 + [0
Exercice 15 p- 18
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1. Rédaction 1, le signe de la différence
Soit n € N. Commencgons par intervertir I'ordre de
sommation.
n n k n n
D ck=2 Y aibei= ), aibe;=} ) aibc_;.

k=0 k=0i=0 0<is<ksn i=0k=i

Puis avec le changement d’indice j = k— i, on obtient

n n n n n-i
Z CkZ Zai(z bk—i): Z(ll‘ Z b]
k=0 i=0 k=i i=0 j=0

On en déduit que

el ool

k=0

n n n
Dés lors, (Z ai)(z hj)> Y k.
k=0

i=0 j=0
I'inégalité de droite se démontre de la méme maniere.

e Rédaction 2, via les ensembles.
Soit n € N*, posons

Ak:{(i,j)el\lz|0sisketi+j:k}

31

={apeN?| i+j=k}

de sorte que

k
Cr = Z aibk,,- = Z aibj.
i=0 (i,j)eAL
Puis
n n

ch: Z Z aiij aibj.

k=0 k=0(i,j)eAr (i,j)eULUAk
On a aussi

M=

aibj.

(. @i 2. bj

i j=o0 ) (i, /)€l0;n]12

Les inclusions
n 2 2n
U Agcli0;n1° < | Ay
k=0 k=0

impliquent le résultat car les termes sont positifs.

Illustrations des inclusions précédentes pour n = 5. A gauche,

on illustre l'inclusion a gauche : carrés gris pour les points de
5

([0;5112, en bleu les points de | J Ay. A droite, linclusion de

k=0
10
droite ot les points en bleu représentent maintenant |_J Ay.
k=0
10 01 @
9 291 @ @
8 g1 e o ©
7 71e e e @
6 61® ® o e o
51 @ 5
1@ @ 4 [ ]
310 @ @ 3 o o
2@ @& @ @ 2 ® o o
118 @ & @ @ 1 e o o o
o118 @ @ @ @ e 0 e o o o o
I S T S S S S T S R
Posons

+00 +00
A= Z a. et B= Z b.
k=0 k=0
Soit n € N. D’apres les propriétés des séries a termes positifs,

n n
Y ap<A et by <B,
k=0 k=0

n

Z ¢ <AB.
k=0

donc

La série de terme général cj est une série a termes positifs.
La suite des sommes partielles est croissante et majorée
par AB, elle converge d’apres le théoreme de convergence
monotone. Par passage a la limite dans 'encadrement de la
question 1), on obtient

+00 +00 +00
Z Ck <AB< Z Cle» d’ou Z Ck = AB.
k=0 k=0 k=0
3. Soit ke N.
(a+bt _ i @azbk—i S
k! = Kk it (k-0




En posant, pour toutneN: ay = %r'z et by = %V,L, ona
(a+ b)k k
= Z by_; = ck.
L. . ) ak bk
Les séries exponentielles de terme général T et T

convergent. D’apres la question 2)

o0 (a+b)* (+oo ak) (+Zoo hk)
k! — k) = K

k=0

Remarque. On retrouve ainsi, pour a et b positifs,

ea+b —e%x eb.

Précisons de plus que le résultat de la question 2) reste
vrai lorsque les séries Y ap et Y by sont absolument
n=0 n=0

convergentes.
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Lexemple est un cas particulier des séries de Bertrand

1

———  aPeR.
ns2 n®(nn)P P

En adaptant la preuve qui suit, on montre que la série de
Bertrand associée a o et 5 converge si et seulement si o« > 1
ou=1etp>1).

Onpose f: xel=]1;+o00[— .
xIn(x)2
La fonction f est continue et décroissante sur I.

Soient ke N\ {0;1} et x €1,
ksx<k+1l = fk)=fx)=fk+1).

On intégre ces inégalités sur [k; k + 1],

k+1 k+1 k+1
flkydr = ; f(de= ; flk+1)dt.
=f(k) =f(k+1)

Par sommation et la relation de Chasles

n-1 n-1 rk+1 n—1
Y fo=Y | fode=Y flk+),
k=2 k=2 k=2

c’est-a-dire,
n-1 n n
Yy f(k);f fdez ) fk).
k=2 2 k=3

Pour n € N\{0; 1}, notons S;, la somme partielle d’'ordre n :
1 1

“Z k(In(k)*

Ona

n
_f(n) ZL f(t)d[?Sn_f(z)
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On en déduit la majoration :

n
f(2)+f f(nyde=Sy.
2

Calculons maintenant I'intégrale a I'aide du changement de
variable, de classe €1, u =In(t), « du = dt/t».

n n dt In(n) du
fzf([)dt - j; fn(n? fln(Z) u?
1 1In(n) 1 1

- [_ Z]ln(z) - n@ Inm

En particulier,

n 1
fzf(t)dts ™ok

En reprenant la majoration précédente,
S 2 —1
< +
n<f(2 n@)’

La suite (Sp)p=2 est croissante et majorée, d’apres le
théoréme de la limite monotone, la suite est convergente. Dit
autrement :

VneN\{0;1},

La série )|

est convergente.
n(In(n)

)2

p.18
RA19

Exercice 17

1. Soit n € N*.
Rédaction 1.

n n
> b= ) k(ag-1-ax)
k=1 k=1

=ap—a

+ay—ax+ay—a
+ap—asz+az—asz+ax—as

+...
+anp-1—an—2+an—1—an—2+...

+anp-1—apt+an—1—anp+...

+ a)
+ ap
R
+an-1
n-1
—nap = Y a—nan.
k=0
Rédaction 2.
n n n
Y be=) kag_1- ) kag.
k=1 k=1 k=1
n-1 n-1
=Y (k+Dag—| Y. kag+nay
k=0 k=0
n—-1
= (k+1)-k)ay—nay.
k=0
n n—-1
Y b= ay—nap.
k=1 k=0



2.a) Les hypothéses sur la suite (a;), impose que cette
derniere est positive
VneN, ap=0.
Soit n € N. Par décroissance de la suite (ay),

nagp =ayn+axp+---+axn

Sap+aps1+-+azp

2n
< Z ag.
k=n
+00
0<2naz; <2 ) aj.
k=n

On reconnait a droite, le reste d’ordre n — 1, en particulier

+00
23 ag — 0.
k=n

Par le théoreme d’encadrement
2naz,; — 0.
2n n—oo
De méme 2n+1azp+1 — O.
n—oo
En distinguant termes d’indice pair et impair, il vient
nan’;:;oo.

2.b) D’apres ce qui précede.

i (rtz—:l +00
by = ay|-nanp — ay—0.
k=1 k=0 SR =

D’ou 'existence de la limite et I'égalité.

3.a) Soient n, k € N*. Par télescopage

n+k
n(an—apik)=n ) aj_i-aj
Jj=n+1
n+k p.
)
j=n+1 J

Orpour j = n+1, n/j <1.D’ou la majoration demandée.

3.b) Par passage a la limite dans l'inégalité précédente, on
obtient
o0
0<nap< ) by
k=n+1

On reconnait a droite le reste d’ordre n de la série
convergente }_ by, en particulier

>
by — 0.
k=n+1 T

Par le théoreme d’encadrement

nap — 0.
nnaoo

On conclut alors a I'aide de la premiére question.
Exercice 18 p-19
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Procédons par disjonction des cas :

33

e Siyel-1;1]
xn

n
1+y2n n:oolx |

— Si x €] -1;1], la série ¥ |x|" convergence absolument
donc par le critere d’équivalence des séries a termes positifs
la série ¥ x"/ (1 + yZ”) converge absolument, elle converge.
— Six¢]—-1;1][, la série diverge grossiérement.
Graphiquement le carré | — 1; 1[2 est inclus dans le domaine
de convergence.

1
” 1
¢ Si y € {1}, on a maintenant
P Pl
1+y2n| 27

Il'y a convergence si et seulement si x €] —1;1[.
e Siy¢ [-1;1], on a maintenant

n n

X
y2

‘ X
1+ y2n

— Si x/y% €] —1;1], on a convergence de la série comme
précédemment. On a donc la condition de convergence

—y?<x<y?

— Si x/y2 ¢]—1;1[, on a divergence grossiere.




Lorsqu’on regroupe le tout, on obtient :

11y a convergence si et seulement si

| x| <rnax(1,y2).
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1. Soit n € N*.

un:lnn+aln(n

3ol 2)

1 2
=(1+a+ b)lnn+aln(1+—)+bln(1+—).
n n

Il est donc nécessaire d’avoir 1+ a+b = 0, car le cas contraire
la suite (1) ,en+ De tend pas vers 0 et la série ). u, diverge
grossierement.

Supposons donc 1+ a+ b = 0. Ainsi

up =aln

1 2
1+—)+(—1—a)1n(1+—)
n n

1 1 1 2 1
=azarolia))-0rali -5z o)
un:(—z—a)—+w+ (i
n 2n? n?

On obtient une nouvelle condition : @ = -2 car dans le cas
contraire
1
up ~ (-2—-a)—.
n—oo n
Sachant que la série harmonique Y 1/n diverge, le critere
d’équivalence des séries a termes de signe constant permet
de s’assurer de la divergence de la série.

On suppose finalement a = —2. Alors b =
-1
n2

1 et uy, =

1
+ o( ) donc Y. u;, converge.
n2
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2. Nous sommes donc dans le cas a = —2 et b= 1. On écrit :

M=
=

Il
M=

(In(k) —2In(k +1) + In(k +2))

k=1 k=1
n n
=Y (In(k)-In(k+ 1)+ Y (In(k+2)-In(k+1)
k=1 k=1
=lnl-In(rn+1)+In(n+2)-In2 apres télescopages

w n+2
Z uk=—ln2+ln(—) — —In2+In1=-In2
=1 n+1/Jn—oo

par la continuité de la fonction logarithme. Finalement, la
somme de la série Y uy vaut —In2.

Exercice 20 p-19

RA22
1. Prouvons l'inégalité de gauche par récurrence sur la
propriété

n n
pourneN, Pm: [[(1+u)=1+) u;.
i=1 i=

— Initialisation. Par convention, un produit et une somme
sur 'ensemble vide valent respectivement 1 et 0. Ainsi
12140, et 22(0) est vraie.

—  Hérédité. Soit n € N. Supposons Z?(n) vraie et
démontrons 2 (n+1).

n+l1

n
ITQ+u)=Q+uns) [T +u;)
i=1 i=1

n
=[] (1+u) +un+1H (1+u;).
i=1 i=1

n

[1(1+u)=

i=1

D’apres '’hypothése de récurrence, u;.

M=

n
Comme la suite (1) ;,eN €st positive : H 1 + u,

n+1 n+1l

Dou [[(1+u)= (1+Zul)+un+1—l+2ul
i=1 i=1 i=1
Deés lors, 22(n + 1) est vraie si 22(n) l'est.

— Conclusion. Pour tout entier naturel n, 2(n) est vraie.

* Prouvons maintenant l'inégalité de droite en utilisant
I'inégalité de convexité

VxeR, Y>14x.

Pour tout k € [[1; ]| 1+ug <e'

n

n
<[] e"* =exp( ) ug).
k=1 k=1

n
Par produit, il vient H (1+uy)
k=1



2. La suite (up), est positive, donc la suite des sommes
n

partielles (X ug), est croissante. Si la série Yu, est
k=1

convergente alors la suite des sommes partielles est majorée

(théoreme de convergence monotone). Sa limite M est un
majorant. Par croissance de la fonction exponentielle

n n
vneN, ) up<M puis exp(z uk)SeM.
k=1 k=1

ATaide de la question 1, il vient

n
[TQ+up<eM
k=1

De plus, la suite des produits est croissante car les termes
sont strictement positifs et :

n
Finalement, la suite de terme général [J (1 + uy) est
k=1
croissante et majorée, elle converge.
n
Réciproquement, si la suite de terme général [] (1 + uy) est
k=1

convergente alors elle est majorée (disons pas L). Dans ce
cas,
n n
Z Up<1l+ Z uksnkzln(l+uk)sL.
k=1 k=1
La suite des sommes partielles de }_ u; est croissante est
majorée, elle converge. Dit autrement, la série converge.
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1.a) On rappelle que pour tout k € N*, uj. =S —Sp_1. D’olt

||
M:

Sk —Sk-1Vk

=
Il
—

n
SkUk— 2 Sk-1Vk
k=1
n-1
SkVk— 2 SkVke1 (k=1<K)
k=0

1}
M=

ke
I
—_

1l
3
i ™M=
0 HPﬂ

Sk(l)k Vi+1) +Snvn—Sov1.

n
Z UV
k=1

kel
\ |

1.b) Notons dans la suite M un majorant de la suite (|ISy|) .
— OnalSyvyl<sMyy n—>000 par hypothese.

— Comme (vy) est décroissante vy — vy, =0donc:

n-1

n-1
2 ISk (Wp=vrs1)l <
k=1 k=1

n
La suite des sommes sommes partielles (¥ [Sg(vg —

k=1
vk+1)|)n€N=« est donc majorée. Comme les termes de la
sommes sont positifs, elle est aussi croissante. D’apres le
théoréeme de convergence monotone, la suite des sommes
partielles converge. Dit autrement, la série Y [Sy(vy —

Y Mg—vg41) = M(v1-vp) < Moy

35

Vi+1)| converge. Cette convergence absolue entraine la
convergence de }_ Si (Vi — Vgy1) -

Ces deux points permettent d’affirmer que la suite de terme
général

M=
<

n-1
= Z Sk(Vk = Viesr1) +Snvn —Sov1
k k=1

1

admet une limite finie. Finalement, }_ uj vy converge.

2. On applique le résultat précédent avec les suites u, v définie
par

1/n sin=1

A4 N .
nen 0 sin=0.

up=(-1" et ynz{

Il reste a vérifier que ces suites satisfont aux hypotheses de
la question 1.
— vy = llnn—éoo et vyp1—vp =1/(n+1)-1/n<0 (la
décroissance de v a partir du rang 1 suffit).

— ATaide des résultats sur les sommes géométriques

-(=n"
-(-D

IZ uk|—|Z< 1>’“|—\
Concluons : la série Y (—1)"/n converge donc bien.

La réécriture de la question 1 sappelle une transformation
d’Abel. Elle est l'analogue discret d’'une intégration par
parties. En effet la « dérivée » d'une suite (vy), est la suite
de terme général (V41 —vp)/(n+1—n) = vy —vp etla «
primitive » d’une suite (uy) 5, est la suite (k)f1 ug) n

Exercice 22 p-19
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Remarque. Conjecturons le résultat.
Introduisons, pour i € [[1,n]], I'événement A; : «La i-éme

boule tirée est bleue ». On a
PA)) = —
r+s

(A1,A]) estun systéme complet d’événements. D’apres
la formule des probabilités totales :

P(A2) = P(ADPy, (A)+P(A])P5-(A2)
_ r r+1 s r
T or+s r+s+1  r+s r+s+1
—— ——
r+1 boules B r boules B
s boules R s+1 boules R
_ r(r+s+1)
- (r+s)(r+s+1)
Py = —

r+s

On constate que 'on retrouve le méme résultat que si 'on
avait tiré directement dans la seconde urne. On conjecture
que ce résultat perdure a chaque étape.

Montrons par récurrence que pour tout n € N*,

PA,) = —
M ks



— Initialisation. P(A1) = ——

755 La propriété est vraie au
rang 1.

r
— Hérédité. Soit n € N*. On suppose P(A;) = P

r+s
(An,Ap) est un systeme complet d’événements possibles.

D’apres la formule des probabilités totales :

PAns)) = PARPA,Ans1) +P(Rn) P(Ans)
_ r r+1 s r
T or+s r+s+1 r+s r+s+1
—_—— ——
r+1 boules B r boules B
sboules R s+1 boules R
_ r(r+s+1)
- (r+s)(r+s+1)
PAp+1) = —

r+s

La propriété est vraie au rang suivant.

— Conclusion. YneN*, PA,)=——

Exercice 23 p-19
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1. D’apreés les lois de De Morgan, U A= ﬂ A.
=1 k=1
D’apres le corollaire de la llmlte monotone

P(EJ?AJC) = nliTooP[ L'J Ak) = lim (1 —p( Lnj Ak))

k=1 oo k=1

n
= 1- lim P Ag).
lois de n—+oo (krjl k)

De Morgan -

Par hypothese (A;)jen+ est une suite d’événements
mutuellement indépendants. Donc (A) nen+ €st aussi une

suite d'événements mutuellement indépendants et

P( (&)= 1P = 1 (1P,
k=1 k=1

k=1

Puis, P(+L°J°Ak) :1—n§Tw(k1z[l(1—P(Ak))).

k=1

2. Raisonnons par double implication sur la premiére
équivalence.

Si P(EA’C) =1, alors "l—i’Too[klill (1 —P(Ak))] =

n n
Or in( [T (1-P@p)) = ¥ In(1-PAy).
k=1 k=1
Donc lim Zl In(1-PAp) =
Finalement, La série Y In(1-P(Ay)) diverge.

On suppose que la série Y’ In (1 —P(Ay)) diverge.

n
Cette série est a termes négatifs, donc lim Y In(1 -
n~>+00k:1

P(A;)) = —co0. Dol

n

lim [] (1-P@Ay)

n—+oo
k

n
1 :nEerexp(Iglln(l—P(Ak))) =0.
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Puis, P(kL_J Ag)=1.

Pour la seconde équivalence, il suffit de montrer que

+00 +o00
) In(1-P(A)) converge < Y P(A;) converge.
k=1 k=1

Si ¥ In(1-P(Ay)) converge, alors le terme général tend
vers 0. La série est a termes négatifs et In(1 —P(Ap)) ~ (-
P(Ap).
D’apres les criteres de convergence des séries a termes de signe
constant, les séries
Y In(1-P(Ap)) et ¥ —P(A;) sont de méme nature, donc
+o0o
Y. P(Ap) converge.
k=1
Si ) P(Ay) converge, alors le terme général tend vers 0.
La série est a termes positifs et —In (1 - P(A)) ~P(Ap).
D’apres les criteres sur les séries a termes positifs, les
séries ) P(Ap) et
Y —In(1-P(A)) sont de méme nature, donc ¥ In (1-P(Ay))
converge.

En conclusion, les équivalences sont prouvées.

3. Introduisons, les événements :

* A «tirer au moins une fois la boule rouge ».

e pour tout k € N*, les événements Ay, : «La k-iéme boule
tirée est la boule rouge. »

L'événement A est réalisé si et seulement si on réalise 'un
des événements Ay :

+00

A= U Ap.
k=1
De plus, pour les trois protocoles (Ap)gen* €St une suite
d’événements indépendants car, pour tout k = 1, la
composition de l'urne au k-ieme ne dépend pas des
résultats des tirages précédents. On peut donc utiliser les
équivalences montrées a la question 2).

3.a) Pour le k-iéme tirage, la composition de 'urne est d'une

boule rouge et une boule blanche. Donc P(A) = % Ceterme
ne tend pas vers 0, la série }_ P(Aj) diverge. Donc

Presque stirement, la boule rouge est tirée.

3.b) Pour le k-iéme tirage, 'urne contient la boule rouge et k

boules blanches (on a rajouté k — 1 boules blanches). Donc
PAY) = 757

La série ) P(Aj) est la série harmonique (décalée). Elle
diverge. De nouveau,

3.c) Pour le premier tirage I'urne contient 4 boules. Pour le
second tirage, elle en contient 9, puis 16 boules. Montrons,
par récurrence que le nombre de boules dans I'urne pour le

n-iéme tirage est N, = (n+ 1)2.
— Initialisation. n=1.0naN; =4=22 La propriété est

vraie au rang 1.



—  Hérédité. Soit n € N*. On suppose que I'urne contient
(n+1)2 boules pour le n-iéme tirage. Alors, pour le (1 +1)-
iéme tirage on rajoute 2n + 3 boules. Le nombre de boules
dansl'urne estalorsde N1 = (n+1)2+2(n+1)+1 = (n+2)2.
—  Conclusion. Pour tout n.€ N*, on a (n + 1) boules dans
I'urne pour le n-iéme tirage.

On en déduit que, pour tout k e N* : P(Ay) = m

La série de terme général P(A;) est une série de
Riemann d’exposant 2 > 1, donc convergente. A I'aide de la
question 2), on peut simplement affirmer que P(A) # 1.

+00
Calculons ¥ In(1-P(A)) avec la question 1).
k=1

Pour tout k € N*,

In(1-P@Ag))=In(1-

)

(k+1)2
k% +2k
=In
(k+1)2
=In(k) +In(k+2)-2In(k+1).
Soitn=2
n
Y In(1-PAy)
k=1
n n n
=Y Ink)+ Y In(k+2)-2 Y In(k+1)
k=1 k=1 k=1
n n+2 n+1
=Yhk+ Y hkEh-2 ¥ Ink)
k=1 k'=3 k=2
(k'=k+2) (k'=k+1)
=In@2)+In(n+1) +In(n+2)-2(In@) + In(n+ 1))
= —ln(2)+ln(2—ﬁ)
— —=In(2) +In(1) = —1n(2).
n—+o0o
Dot lim ﬁ (l—P(A )) = l et [PA=1- l = l
n—too | L k=% 2 2
Exercice 24 p- 20
RVAI1l

Notons X la variable aléatoire égale au nombre de
Piles. Par indépendance des lancers, X — %8(n,1/2). On
sait d’apres le cours que A et B sont indépendants si et
seulement si A et B le sont aussi. Calculons alors P(A),P(B)
etP(ANnB). ) )

* PA)=PX<])=PX=0+PX=1) = (E)n + n(z)n =
n+1
an
« PE) =P(X=0luX=n)=(D"+})" =71
- - - -12 2 —on-1-
— 1
* PANB)=PX=0) = on

¢ Enfin, nous avons les équivalences :

A et B sont indépendants <= P(ANB) =P(A)P(B)
1 n+l 1
2n = on ga T

— 2" lop

Cette égalité est vérifiée pour n = 3 uniquement. On peut
le montrer en vérifiant par récurrence que pour tout n = 4,
2"l s oy,

37

Finalement, A et B sont indépendants uniquement lorsque
n=3.

On peut naturellement résoudre cet exercice sans

poser de variable aléatoire. Seulement, le recours
a la loi binomiale permet d’éviter des écritures
fastidieuses d’événements.

p-20
RVA12

Exercice 25

import numpy.random as rd

def simulN():
u=rd.randint (-1,2)
v=rd.randint (-1,2)
Delta=4*xu**x2-4xv
if Delta>0:
return 2
elif Delta==0:
return 1
return O

2. Soit w € Q. Le discriminant du polynéme Q est A(w) =
4(U(w)? - V(w)). Précisons que U? suit une loi de Bernoulli
de parametre 2/3 car U? est a valeur dans {0; 1} et

2 2
P(U%=1)=P([U=1]U[U=-1]) =P(U=D+P(U =-1) = 5

Lavariable N est a valeurs dans {0; 1;2} et par indépendance

PIN=0)=P(A<0)=P(U?<V]=P([U?=0|n[v=1])
2 1 1 1
=p(U :O)XP(VZI)nggzg

P(N=1)=P(A=0) :P[([U2 :om[v:O])u([U2 —1n[V= 1]))

= P(U2 = o) P(V=0)+ P[U2 = 1) P(V=1) indépendance

1 1 2 1 1
==X=—4+=X=-==
3 3 3 3 3
1 1 5
Enfin PN=2)=1-PN=0)-PN=1)=1--—=-=—.
9 3 9
Exercice 26 p- 20
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1. Si le dé est équilibré, on modélise la situation avec

X—%n,6)-

2. Si le dé est équilibré et les lancers mutuellement

indépendants, alors
X— 28(10,1/2).

3. Si les boules sont indiscernables, les tirages mutuellement
indépendants, alors X compte le nombre de succes dans
une répétition de 20 épreuves de Bernoulli mutuellement
indépendantes avec p = 5/15 = 1/3 comme probabilité de

succes. Ainsi,
X — 98(20,1/3).



4. Sion note de 1 a 52, les places des différentes cartes, alors X
désigne la position de la dame de cceur. Si la répartition des
cartes est équiprobable,

X — %n,52))-

5. Supposons les tirages mutuellement indépendants. X est le
rang du premier succes dans une succession d’expériences
de Bernoulli mutuellement indépendantes. Comme p =1/n
est la probabilité de succes d'une expérience :

X—=%(1/n).

6. Si les choix sont mutuellement indépendants,

X— B(m,1/n).

Exercice 27 p- 20

RVA17
1. Soit M € 4, (R). Notons Cy, Co, ..., C; ses colonnes. La

matrice M est de rang 1 si, et seulement s’il existe une
colonne C;; non nulle et pour tout i € [[1;7]] la colonne C;

est colinéaire a C;,. C’est-a-dire, il existe Ay, A2, ..., Ap tels
que C; =A;Cyy.
A
Sionpose U =Cj, etV= . |,onabien
An
Ulv= [ AMCiy  A2Cyy .o ARGy, ]
=[ C: G Cn ]ZM.

Laréciproque est plus directe : si M s’écrit sous la forme UV,
alors toutes les colonnes sont proportionnelles et la rang de
M ne peux excéder 1. De plus, U et Vsont non nulles, il existe
i, j €[1; n]] tels que U[i] #0, V[j] # 0. Dans ce cas

M3, j1= ULVl #0.

La matrice M est non nulle, elle est de rang au moins 1.
Finalement, la matrice est de rang 1.

2.a)
PX=1)

P(X=2)
Ux'Uy = PY=1)P(Y=2)...P(Y=n)
PX=n)

PX=1DP(Y=1 PX=D1PY=2)
PX=2)P(Y=1) PX=2)P(Y=2)

PX=1P(Y=n)
PX=2)P(Y=n)

PX=nPl¥Y=1 PX=nP{Y=2)
Par définition de I'indépendance de X et Y

PX=nPY=n)

P(X=1n[Y=1])
P(X=2In[Y=1])

P(X=1In[Y=n])
P(X=2In[Y=n])

Ux/Uy = ) =M.

P([X:n].n [Y=11) P(X=nln[Y=n])

La matrice M non nulle est, d’apres la question 1, de rang 1.

2.b)i. La famille ([Y = i]);cy., st un systeme complet
d’événements, la formule des probabilités totales s’applique

P(X = ]])—ZP[X jinlY=il)= th]
i=1

D’oti le résultat.
2.b)ii. On a

F=Vect(Cy,Cp,...,Cy) =VectCq,Cp,...C,,C1 +Co +...+Cyp)
ZVeCt(Cl,Cz,...,Cn,Ux).

comme M est de rang 1, toutes les matrices colonnes sont
colinéaires, F est de dimension 1. De plus, Ux # 0 (par

exemple fP(X = i) =1, il existe ig tel que P(X=ip) # 0).
i=1
Donc

F =Vect(Uy).

Le résultat s’en déduit.
2.b)iii. On a donc pour tout couple (i, ) € [1; n]]2
P(X=iln[Y=j])= Bj-P(X=iD) (9

Par somme sur i € [[1; n]]

n
P([Y= 11)—ZP[X—zm[Y i) :Z
i=1 i=1

=B; i P(X=1i])=p;
i=1
car ([X= i])i[[l; 4 €st un systeme complet d’événements.
2.b)iv. La relation () devient pour tout (i, j) € [[1; n]]%.
P(X=in[Y=jl)

= p(Ix= 1)) P(IY = j1).

Par définition :

’ Les variables X et Y sont indépendantes. ‘

Exercice 28 p.21

RVA18

Passons par l'événement contraire. A n'est pas
inversible si et seulement si det(A) =

det(A) = 0 < [XZ—YZ =o] — [X2 =Y2] — X=Y]
ey

(Y = k) pen+ €st un systeme complet d’événements.



D’apres la formule des probabilités totales

+00

PX=Y)= ) P(X=YIn[Y=k])

k=1

+00
= Y P([X=kIN[Y=kl)XetYindépendantes

k=1

+00
=) PX=k xP(Y=k)
k=1

+00
— Z pZ(l_p)Z(k—l)k/ k=1
k=1

5 +00 5 k_,
=p° ) (A-p)7)
=0

série géométrique de raison (1 — p)2 €]0,1(

2

I A
1-(1-p2 2-p°
2(1-
P(«Ainversible») =1 — L: ( p).
2-p 2-p
Exercice 29 p- 21
RVA19
1.SoitneN, n=A-1,
+00
P([X> n]) =P U [X=k]
k=n
+o00o
=) P(X=kl)
k=
_ +00 e_)\&
k=n k!
-eio e—)\)\n Ak—n
= n!
k=n n! k!
+ 1
=p(X=n)) ) A1
k=n k!
+00 ; n!
[[ n]) ,;, (i+mn)!
Or pour tout i €N,
nl(n+1)!
i facteurs

=1x2x3x...x(n-Dxnxmn+1)x(n+1)x---x(n+1)

<1Ix2x3x..x(n—-1Dxnxm+1)xn+2)x---x(n+1i

< (n+1)!

D’out

Al n!
<
n+1) (i+n)!

A i
n+1) ’

Or pour A-1<n, AM(n+1) €] -1,1], la série géométrique

YA (n+ 1) converge avec

*iO Ay 1 n+l
4 A A
io\n+l 1- 25 n+l-A

39

Finalement

P(X=>n]) <P(X= n])f(L)z

2. Soit n € N. Comme

o\n+1

n+1

< P([XZ n])m

P([X= n]) =P([X=nl).

On en déduit I'encadrement.

AvecP(X=nl])>0

P([X=n])<P(X= n])sn+l AP([X:n])
lsP([X;n])s n+l
P(X=n]) n+1-A
N——
nco’

n+1

Par le théoreme d’encadrement

C’est-a-dire

P([X=nl)

—— — L
P([X = n]) n—+o0

P(X=nl) ~ ooP([X: nl).

P(IX> n)

n—+

P((X > n]) - P(IX = n)

P(X=n])
D’ot le résultat.

Exercice 30

- P(X=n))

— 0.
n—oo

p-21

import numpy as np

def mode(Loi,val):

m=max (Loi)

for i in range(len(Loi)):
if Loi[i]l==m:
print(val[il)

# Exemple avec la

dés

val=np.arange (2,13)
Loi=np.array([1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,1])/36

mode (Loi, val)

7

Exercice 31

RVA20

loi d’un résultat de deuzx

p-21

1. Posons pour k € [[0

Ftudions les variations de la suite. Pour k € [[0, n — 1]].

Uk+1

;nll, up=PX=k) >0.

~ (k-zl)pk-'—l(l _ p)n—k—l

Uk

— (Prra-pnk

B nlkl(n—-K)!p

T nlk+D(n-k-1)!1-p)
__(n=kp

T (k+1)(1-p)’

RVA21



(up) est strictement croissante lorsque

Uetl (n—k)p

U (k+1D(1-p)
(n-kp>k+1)A-p)
— k<pn+1)-1.

>1(k+1D(1-p)>0

—

Or —1< p(n+1)—-1< n.Ondistingue alors 4 cas :

° — _ Ug
p(n+1)—1<0.Alors, pour tout k € [0, n—1]], uzl <1.

La suite (1) ke[o, ) €St strictement décroissante.

On a un seul mode : 0.

e p(n+1)—1> n-1. Alors, pour tout k € [[0,n—1]],
Uk+1 >1
e .

La suite (i) ke(io, ] €St strictement croissante.

On a un seul mode : n.

* 0sp(n+1)-1<n-1.0nadeuxsous-cas:

— Premier sous-cas p(n+1)—1€[[0,n—-1]].

Autrement dit, il existe kg € [[0, 7 —1]] tel que kg = p(n+
1)-1.

Pour k < ko (Oskskg—l),onaus—zl>1,d0ncu0<
u1<~--<uk0.

u ko
Ukg+1

Puis pour k > kg (kp+1<k<n),ona ”’,;—21 <1, donc
Uky+1 < UL << Up.

Puis =1, donc ug, = upy41-

On adeuxmodes: p(n+1)—1et p(n+1).

— Second sous-cas p(n+1)—-1¢[[0,n—1]].
Alors il existe kg € [[0,n—1]] tel que kg < p(n+1)-1<
ko+1.
ko=Ilpn+1)-1]=|pn+1)]-1

ol | x| désigne la partie entiere de x

u,
Pour k < kg, on a kzl >1,donc up < uy <+ < Uy 41

u
Uk+1
Pour kp+1<ks<n-1,o0na e <L donc ug 41 <
Ugg42 <"+ < Up.

On aunseul mode: k;; = [p(n+1)].
. On écrit une fonction 1iste_loi_binom quirenvoie la liste
des valeurs pour construire I'histogramme. On utilise, pour
1< k< n, larelation P(X = k) = (”",j—;””P(X: k-1).

def liste_loi_binom(n,p):
proba=(1-p)**n # P(X=0)
b=[probal
for k in range(l,n+1):
proba=((n-k+1)*p)/(k*(1-p))*proba
b.append (proba)
return b

Pour afficher I'histogramme on utilise p1t.bar .

import matplotlib.pyplot as plt

ange (n+1)

= 0.1

plt.bar(x, liste_loi_binom(n,p),width)
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Exercice 32 p.-21
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1. Posons pour k € N, u;. = P(X = k). Etudions les variations de
cette suite. Pour k€ N.

)\k+l A
Ugel _ rDI® A
e T T
Uj Ae A k+1
u A
Donc k+l le —>1© k<A-1.
Uj k+1

¢ Nous distinguons trois cas :
— 0<A<1.AlorsA—1<0.Pourtout keN,
La suite est strictement décroissante.

Ukl
w <l1.

On a un seul mode : 0.

— AeN*.Soit kg =X~ 1. Alors g1 = .
Pour k < kg, on a u’,;zl >1,donc up <uy <+ <ug, .

Uk+1
= <1 donc up 11 > Upgyro >0 >

Pour k > kp, on a
U > Uyl >

u

Onadeuxmodes: kp=A—-letkp+1=A.

— A>1letA¢N*. Soit kg = [A—1].Alors kg <A—1<kg+1.
Pour k < kp, on a k < A—1. Donc uy < up,;. D'olt
u0<u1<~--<uk0+1.
Pour k = kgp+1,ona k> A-1. Donc ug > ur,,. Dot
Uy+1 > Ufy+2 > -+

Onaunmode: kg+1=[A].

2. On écrit une fonction liste_loi_Poisson qui renvoie la
liste des valeurs pour construire I'histogramme. On utilise,
pour 1 < k < n, larelation PX= k) = AP(Xz k—-1).

Pour afficher I'histogramme, on utilise p1t . bar.

def liste_loi_Poisson(11l):
proba=np.exp(-11) # P(X=0)

b=[probal

for k in range(1,n+1):
# P(X=k) = P(X=k-1) * 1l / k
proba = proba * 11 /k

b.append (proba)
return b

import matplotlib.pyplot as plt

n=9
x = range(n+1)
11=3.5

width = 0.1

plt.bar(x, liste_loi_Poisson(1ll),width)

Exercice 33 p-21

RVA23

1.a) Les variables étant X, Y a valeurs dans N*, I est a valeurs



dans N*. Pour k € N*
P> k) =P(X=kIN[Y=> k)
=PX=kPY=k)
=PX=>k)?

(indépendance)
X, Y méme loi)

2
PlI=k) = [qk_l) (loi géométrique)

Puis
PI=k) :P([I =kI\[[=k+ l])

=PI=zk)-PI=k+1)

car (Izk+1]c[l=k]
:qZk—z _ qzk
:q2k—2 (1 _ qz).

On constate que I suit une loi géométrique de parametre

p'=1-q*=p@2-p).

1.b) Soit i € N*. Lévénement [D = 0] est réalisé si et
seulement si max(X,Y) = min(X,Y) est réalisé. C’est-a-dire,
si et seulement, I’événement [X = Y] est réalisé. D’ol1

P(I=iln[D=0]) =P(X=iln[X=Y])
=P(X=iln[Y=1i])
=PX=1i)-P(Y=1).

On trouve
. i-1)2
P(1=ilnD=0])=(pg"!]".
Soit d € N*
P(I=iln[D=d])
=P(Imin(X,Y) = il n [max(X,Y) = d + i])
=P((X=ilnY=d+i)u(X=d+iln[Y=i]))
=P(X=iln[Y=d+il)+P(X=d+iln[Y=1])

=2P(X=iln[Y=d+i]) (méme loi)

=2PX=0)P(Y=d+i) (indépendance)
:2p-qi_l .p_qd+i—l
:szqd+2l_2.

1.c) La variable D est a valeurs dans N. On a vu que [D = 0] est
réalisé si et seulement si [X = Y]. En reprenant le calcul de
I'exercice 28, on trouve

_P_

-p

PMD=0)=

— N

Soit d € N*. Les événements ([X = i]);n+ forment un
systéme complet d’événements, d’apres la formule des
probabilités totales

+00
PD=d)=) P(D=dln[l=1i])

i=1

+00 .
_ Z 2pzqd+21—2
i=1

2 d_2+oo 21
=2p°q“~° ) q”
i=1

=2p?q72. )
Pt

41

Comme 1 - q2 =(1-g9)(1+¢qg) =pQd+gq),ontrouve

pa’

PD=d)=2
1+q

1.d) Soit (i,d) € N* xN. Si d # 0, alors d’apres les calculs
précédents
PI=i)P(D=d)
. 2%
_ 2i-2(7_ 2 pq
=q (1 q ) X —1 g
— qzi—2+d x2p(1-q)

= op?qd+2i-2

=P([I=iln[D=dI).
On vérifie que cette relation est aussi valable pour d = 0.
C’est bien la définition de 'indépendance de D et I.

2.a) Comme (X = kl).n+ €st un systtme complet
d’événement, on applique la formule des probabilités

totales
PD=0)=PM=1)

=PX=Y)
= ) P(X=YIn[X=kl)
keN*
= ) PY=KPX=k)
keN*
b= Y pi’.
keN*
2.b)Ona
P(> k) =P([X>kIn[Y> kl)
=PX> kP> k)
=PX> k)?
2
[
i>k

2

+00

P> k) > pi
i=k+1

2.c) D’une part, par indépendance de D et],on a

P(I>kIn[D=0])=P0>kPD=0)

x b.
i=k+1

D’autre part

P([I>kIn[D=0]) =P([I> kIn[X=Y])
=P(X> kI N[X=Y])

=P| U X=ilnX=Y]

i>k

=P

UXx= i]n[Y:i])
i>k
=) P(X=iDP(Y=1)
i>k
P(I>kInD=0])=) p;

i>k

D’oti le résultat.



2.d)i) Soit ke N*.On a

+00o 2 +00 2 9
ZPi =( Z pi )+I9k
i=k i=k+1

+00

2
=b| ) Pi) + i
i=k+1

+00 2 2
=b| ) Pi—pk) + Pk
i—k

+00 2 +00 2
=b| ) Pi) —2bpr ) pi+(1+b)py
i=k i=k
+o00

+00 2 2
=) pi“=2bpi ), pi+(1-bp;-.
i=k i=k+1

D’out
+00

~2bp Y. pi+(1-bpi®=0.
i=k+1

La relation s’en déduit en remarquant que

+00

PX>k= Y p;
i=k+1

2.d)ii) Pour k=1,
1-b)p1 =2bPX>1)
=2h(1-PX< 1)
=2h(1-P(X=1)) car X(Q) =N*
(1-b)p1=2b(1-p1).
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Des lors ((1 - b) +2b)p1 = 2b. Soit

2b

P

2.d)iii) Soit k € N*. Larelation obtenue ala question d)i) donne

(1-b)pr =2bPX> k)
1-b)prs1 =2bPX>k+1).
Par différence

(1-b) (px— pi+1) =2bPX> k) -PX> k+1))
=2b(P(X> K\ [X>k+1])

=2bPX=k+1)
=2bpjs1-
Ainsi A-b)pr=Q-=Db)pr+1 +2bpri.-
puis Uty = pn.

2.e) La suite (py), - €st donc une suite géométrique de

raison
1-b

=15
Nécessairement, la loi commune de X et Y est une loi
géométrique.
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Exercice 35

p. 22

Séries de pile et face
— +oo___
1) D’apreésles lois de De Morgan, il suffit d’établir A = _U A;.Procédons par double inclusion.

—
\\C Soit w € A. Alors la séquence s apparait un nombre fini de fois. Soit j le rang dela

derniére apparition de s, 1 si s n’apparait jamais. On aw € A Doncw € U Ay

1/‘ Soitw € U1A 1l existe un indice j tel que w € A Donc toutes les apparitions de s

se font avant le (k X j + 1)-iéme lancer. On a au plus (k X j + 1) apparitions de s.
Ainsiw € 4,

2) La suite (4;) est une suite décroissante : si w € A;;, alors s apparait au moins une fois
apresle (k (i+1)+ 1)—iéme lancer. Cette apparition se faitapresle (k X i +1)-iéme lancer.
Doncw € A;. D'olt ;4 C A;. D'apres le théoréme de la limite monotone,

o= (i) mr]

3) Soitw € U Bj, alors, il existe j > i tel que w € B;. Donc la séquence est réalisée a partir

du lancer k] +1 > ki + 1. Donc w € 4;. On a montré

4) a) Soientj; < j, < -+ < jp. B, concerneleslancers k X j; +1a (k + 1)j; qui précédent
strictement les lancers k X j, +1a (k +1)j,, et ainsi de suite. Donc, dansl'intersection,
on considére kp lancers distincts.

Exercice 36
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n B(B)).

JEU1,Jp}

P(KUR-JP}B") G )kp*(( )

[Les événements (B;) sont mutuellement indépendants.]

b) Les événements (fj) sont mutuellement indépendants. Donc
[ 1\
P(;‘QiBj) B (17 ) ) )
c) On en déduit donc (encore les loi de De Morgan)
1yk\"
]P(LJ B)—l—]P’(n 3)71— 1-(3) )
D’apreés le théoréme de la limite monotone,

[MO ~amF

5) D’aprés la question 3), C; € A;. Donc IP(4;) = 1. La question permet alors de conclure

P(4) 1 P(A

Autrement dit,

[s apparait dans la suite (X;);ey une infinité de fois avec une une probabilité de 1.]

p- 22
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SOLUTION DU SUJET N° 37

1. (a) Par définition pour tout x réel, x — 1 < |z]
(b) Ona0<
2. (a) Soit n € N*.
A, car A, = 0. Comme Z A, converge, il est en de méme pour Z P(X, #0).
n>1 n>1
(b) C’est quasiment du cours. Se démontre par récurrence.
(c) Soit N € N*. Pour tout p € N

<o <. Ainsi [z ~ 2. Done [\/i] ~ /7.

3/2

N+p N+p +oo
P(UXn#0) < Y P(Xn #0)< Y P(X, #0)
n=N n=N n=N

En faisant tendre p vers +oc, le théoréme de la limite monotone donne :

+00 +00
0<P(|JXa#0) <Y P(X, #0)
n=N n=N

Enfin, on fait tendre N vers 400, le reste de la série convergente de terme général P(X,, # 0) tend

vers 0 et par suite, P( U [Xn # 0]) aussi.
(d) Pour tout N de N*, . pose Ay = U [Xa # 0.

n>)

d’événements, donc

ﬂ U [Xa £0)

N=0n>N

P a0

im P(An) =
oo

+o0
(e) En passant au complémentaire, on a : P(J () [Xn = 0]) = 1; ceci signifie que presque str
N=0n>N
il existe un rang & partir duquel la suite (X,) est nulle et donc que presque surement, la
Z X, converge.

n>0

43

< Ay ~ — : donc Y A, converge par comparaison avec une série de RIEMANN convergente.

P(X, #0)=1—P(X, =0) =1— e~ qui est équivalent lorsque n tend vers +o00 i

La suite (Ay) est une suite décroissante

RVA64

Compléments

On supposc désormais que B = Q.
oo

Ainsi la fonction § ZXA est définie sur ©2. On admet que c’est une variable aléatoire.
=1
3. Déterminer la limite en loi de la suite (S,)ns avec S, :Z X
4. Déterminer la limite en probabilité de la suite (S,)ns1

n
3. Par indépendance, on sait que S, suit la loi de PorssoN de paramétre i, = > A et

k=1
+oo
lim = A = pt.
k=1
« -
Ainsi, pour tout k € N fixé, et par continuité : P(S, = k) = e Frhr — e Rl
H e F

ce qui montre que S,, converge en loi vers la loi de Po1ssox de parametre

4. On a, par indépendance, pour N > n,

N +o0
Son= > n

k=n+1 k=n+1

V(S —

vak

k=n+1

On utilise 'inégalité de TCHEBICHEFF.

+oo
> M

k=nt1

il 4
g2 n—+oc

P(S,— 5> ) <
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