CHAPITRE 1 5

Projections orthogonales

Lart des mathématiques consiste a trouver le cas particulier qui
contient tous les germes de la généralité.

DAVID HILBERT
Mathématicien allemand (1862-1943)

“ Rappels : projecteur et orthogonal d’un sous-espace

1.1 Les projecteurs

DEFINITION (RAPPEL) projecteur

Soient E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

G > Ainsi, pour tout u € E, il existe une unique décomposition

u = ug + ug out (up, ug) € F x G. On pose
4 o E — E
F : / |
p { u — Uf.
/G

Cette application est linéaire, elle est appelée le projecteur sur F parallelement a G.

Remarque. Rappelons que F =Im(p) =Ker(p —idg) et G = Ker(p). En particulier, on a
E=Im(p) ® Ker(p).

Si & est une base adaptée a cette décomposition en supplémentaire, on obtient une base de diagonalisation avec

1 - 0 0 -+ 0
0 1 0 0

0 0 0

o -- 0 O 0
1gA dimEerA

De plus, idg — p est le projecteur sur G parallelement a F.



THEOREME (RAPPEL) caractérisation d’un projecteur
Soit p : E — E une application. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) Lapplication p est un projecteur.

ii) Lapplication p est linéaireet po p = p.

+
Exercice 1 1. Soit p un projecteur d'un espace vectoriel E.

a) Donner les puissances de p, puis celles de 2idg +p.

_ — b) Soient A, p € R, simplifier (Ap + pidg) o (2idg + p). En déduire que 2idg +p estun P[0
Y & isomorphisme.

- 2. Considérons deux projecteurs p et g qui commutent.

Montrer que p o g est un projecteur et justifier que Ker(p) + Ker(g) c Ker(p o q).

1.2 Les sous-espaces orthogonaux

Soit F un sous-espace vectoriel de E. On appelle orthogonal de F, et on note F*, 'ensemble des vecteurs orthogo-
nauxaF, c’est-a-dire :
Ft={ucE|VveF, (uv)=0}.

PROPOSITION (RAPPEL) espaces supplémentaires orthogonaux

SoitF, un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, () ) Alors
E=FeoF'.

En particulier dimF + dimF! = dimE.

1
Exemple. Dans R»,[x], on considere le produit scalaire (P,Q) = f P(1)Q(?) dt et F le sous-espace vectoriel des poly-
-1

2n+1)

nomes impairs. On a F = Vect (x, x3,x%,- x . On vérifie que F* est le sous-espace des polynémes pairs.

Remarque. Soit (ey,...,ep) est une base orthonormée de F que 'on compléte par (ey,...,ep, €p+1,...,en), une base
orthonormée de E. On a
F=Vect(ey,...,ep), Ft =Vect(ep+1,...,€n).

Exemple. Dans R® muni du produit scalaire canonique, considérons u = (1,0,1) et F = Vect(u), la droite vectorielle
engendrée par u. Déterminons une base de F*.
e Rédaction 1.SoitX = (x,y,2) € R3.

XeVect(u)r < (x,u)=0
<~ 1-x+0-y+1-2=0
— X=-2

— X=(x,y—-x)=x(1,0,-1)+y(0,1,0).
Sion pose v=(1,0,—-1) et w = (0,1,0), on obtient
Vect(u)L = Vect(v, w).

Comme v et w sont non colinéaires, ils forment une base de FL.
* Rédaction 2. Notons que
dimF* = dimR® — dimF = 2.



On vérifie que si on pose v =(1,0,-1) et w = (0,1,0),

(v,uy=0 et (w,u)=0.

On a donc v, w € FL, puis Vect(v, w) FL. Or (v, w) est une famille libre contenant autant de vecteurs que la dimen-

sion, c’est une base de Ft.

Exercice 2
T

—
X g

— —

Exercice 3

7

Vk'/

L &

+ Les questions sont indépendantes.

1. Dans R3 muni du produit scalaire canonique, on considere les plans F et G d’équations

respectives :
x+2y+3z=0 et x-y—-z=0.
p[M

Déterminer une base de F+ puis de (Fn Gt
1
2. Soit R3[x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(1)Q(r)dt. On pose F =Ry [x].
0

Déterminer une base de FL.

4+ Soient (E, (-,)) un espace euclidien et F, G deux sous-espaces vectoriels. m
Justifier que F et G sont supplémentaires si et seulement si F- et G sont supplémentaires. P

PROPOSITION

condition nécessaire et suffisante d’appartenance a I'orthogonal

SoitF = Vect(ey, ..., ex) un sous-espace vectoriel deE. On a

ueFt < Viel[l;k], (u,e;) =0.

Exercice 4
T

—
X

- —

4 Vecteur normal a un hyperplan
Soit F un hyperplan d’un espace euclidien (E, (-,-}).

1. Montrer qu'il existe ug € E tel que pour tout ve€ E:

2. Exemples
a) On considére E = R3 muni du produit scalaire canonique et I'hyperplan F = p.[[7

{(x,¥,2) € R3|2x +3y — z = 0}. Déterminer un vecteur normal a F.

veF < (ug,v)=0.

1
b) Soit maintenant E = R3[x] et le produit scalaire défini par (P,Q) = f P(H)Q(r)dt. Dé-
-1

terminer un vecteur normal a Ro [x].

n Projecteurs orthogonaux

2.1

Définitions et exemples

DEFINITION

projecteur orthogonal

Soit (E, ¢,+)), un espace euclidien.
On appelle projection orthogonale sur F, notée pr, la projection sur F parallelement a F*.

Pour tout u € E, pr(u) est appelé le projeté orthogonal de u surF.




Retenons
v € F

7 v=ppu) <
P {u—v € Fh

Remarque. D’apres le rappel du début de chapitre, un projecteur p est orthogonal si et seulement si Im(p) et Ker(p)
sont supplémentaires orthogonaux, si et seulement si E(p) et E; (p) sont des supplémentaires orthogonaux de E.

Exercice 5 <> Soit p un projecteur orthogonal. Justifier que pour tout u € E
_ 2
N7 (p(w),u) = pwl-. p-[[7]
4+ % Exemple
Exercice 6 Soit .4/, (R) muni du produit scalaire (A, B) = Tr (AB) . On définit I'application
) M+M
— p: MR — M®), pM) = CE p.[7
I o
5.8 1. Vérifier que p est un projecteur. Préciser le noyau et 'image de p.
2. Est-ce que p est un projecteur orthogonal?
PROPOSITION caractérisation

Soit p, un projecteur d’'un espace euclidien (E, oD ) On a l'équivalence entre les énoncés suivants.

i) Leprojecteur p est orthogonal.

ii) Lendomorphisme p est symétrique.

Preuve. Raisonnons par double implication.

Supposons que p est orthogonal. Soient u, v € E. Il existe uy, vk € Ker p, uy, vy € Im p tels que
u=ug+uy et v=vg+uy.
En particulier, on a p(uy) =0 = p(vy), p(u) = yj et p(v) = v;. Comme Ker p et Im p sont orthogonaux

(p(u), vy = (ur, vg + vr)
= <u1, UK> + (uI, UI>
={ug, v1)
et de méme (u, p(v)) = (uy, vp) .

D’ou I'égalité (p(u), v) = (u, p(v)). Le projecteur p est orthogonal.

Supposons que p est symétrique. Soient u € Kerpet veImp.Ona

(u, vy =(u,p(v)y carvelmp=E;(p)
=(p(w),v) symétrie
=0, v) carueKerp
=0.

D’oty, le noyau et 'image sont des espaces orthogonaux et p est un projecteur orthogonal.




PROPOSITION caractérisation matricielle

Soient E un espace euclidien, 28 une base orthonormée deE, p un endomorphisme et A = Matg(p).
On a l'équivalence entre :

i) Lendomorphisme p est un projecteur orthogonal.

ii) LamatriceA est symétrique et A> = A.

Preuve. D’apres ce qui précede, un endomorphisme p est un projecteur orthogonal si et seulement si on a les deux conditions :

I. pop=p II.  p estsymétrique.

Matriciellement, la condition I équivaut 2 A% = A. La condition II équivaut 2 ‘A = A car 2 est une base orthonormée.

A Attention. Il ne faut pas oublier la condition : 8 est une base orthonormée.

Exemples.
e Soient u = (uy,..., u,) € R" tel que f ui=1etUe Mp,1(R) la matrice de u dans la base canonique de R”. On vérifie
i=1

que ‘UU =1 et U'U est une matrice de rang 1 qui est la matrice du projecteur orthogonal sur Vect(w).

e Soient n € N* et J,, la matrice de .4, (R) ne contenant que des 1/n. On vérifie que Jn.2 =7, et], est symétrique.
C’est donc la matrice d’'un projecteur orthogonal dans la base canonique. Comme rg(J,;) = 1 (le noyau est donc de
dimension n—1) etJ,,U = U (ou U est la matrice colonne ne contenant que des 1), on peut donc affirmer que J,, est la
matrice dans la base canonique du projecteur orthogonal sur Vect(1, 1,...,1).

2.2 Expression et calcul explicite du projeté

THEOREME expression du projeté dans une b.o.n

Soit F, un sous-espace vectoriel d’'un espace euclidien (E, (, -)) et pg, le projecteur orthogonal surF.

Si %Br = (e1,...,ep) est une base orthonormée deF,
p

alors Yuek, prw=) (uee;.
i=1

Preuve. On peut compléter g en une base % orthonormée de E. Notons % = (el, e,...,ep, ep+1,...,en] . Soit u € E.
* Rédaction I.

n p n
u=y (uwej)e;=) (uepyei+ ) (ue;)e;.
=1 =1 i=p+1
e i S —
eF EFL

Par définition de projecteur orthogonal, p projette sur F parallélement a FL,

p
prw) =) (ue;)e;.
i=1

e Rédaction 2.

n
pr(u) = Z (pr(w), e;) e;

Il

Il
—

(u,pple;)) e; car pg est symétrique

n
(w,pplen))ei+ Y. (u,prle))e;
i=p+1

[
M=

I
—

P
prw) =) (ue;)e;.
i=1



En effet, par définition du projecteur, si i € [[1; pll, pr(e;) = e; etsii€ [[p+1;nll, pr(e;) = Og.

Exemples.

* Projection sur une droite vectorielle
Considérons le cas ou1 F est une droite vectorielle. 11
existe donc e € E\ {0} tel que

F = Vect(e). €

La famille constituée d'un unique vecteur (e;) =

(elllell) est une base de F et d’apres ce qui préceéde pr(u)
Og
(u, e e

pr(u) =(u,ey)e; = Tel2 e.

* Projection sur un hyperplan

Soit H un hyperplan de E. Lorthogonal H' est donc de dimension 1 et on peut considérer ug, un vecteur non nul
unitaire de HL (1 est un vecteur normal a H, voir exercice|4).

Soit g le projecteur sur la droite vectorielle Vect (1) = H' orthogonal. D’aprés ce que préceéde

YuekE, q(u) = (u, up) Up.

Or py = idg —q est le projecteur orthogonal sur H. Donc
YucekE, pu(u) = u—(u, up) up.

Remarque. Retour sur le procédé d’orthonormalisation de Schmidt.

—  Orthonormalisation de deux vecteurs.
Considérons les deux vecteurs u;, 1 non colinéaires. Posons p; le projecteur orthogonal sur Vect(u;) puis

u U2
e1=—— et v=u—p1(p), ex=

llual vzl

Alors les vecteurs (e, e2) forment une base orthonormeée de Vect(e, e2) = Vect(u, v).

—  Cas général de n vecteurs.

Soient (uy,..., ;) une base de E non nécessairement orthonormée. Pour tout k € [[1; n — 1]], posons py, le pro-
jecteur orthogonal sur Vect(uy, ..., ui). On définit ensuite la famille (ey, ..., e;) de vecteurs de E par la récurrence

Uk+1 — Pi(Uk+1)
|1 = prc ) ||

u
e1= —— et Vkel2k—1l, eps=
T |

La famille (eq,..., e;) est bien définie, elle constitue une base orthonormée de E avec

Ykel[l;n], Vect(uy, ..., u;) = Vect(ey, ..., ex).

En pratique, pour le calcul du projeté, on préféra toutefois la méthode suivante qui ne nécessite pas le calcul en amont
d’une base orthonormée.



Méthode

Comment calculer un projeté?

Soient u € E et F, un sous-espace vectoriel de E. Calculons pr(u), le projeté orthogonal de u sur F.

 Etape 1
On trouve une base (ul, e up) de F (non nécessairement orthonormée).
o Etape?2
p
Comme pr(u) € F, il existe un unique p-uplet (Ay,...,Ap) € R” tels que pp(u) = Y. Aju;. On remarque
i=1
ensuite que
(u—prw),u1)=0
(u—pr(w),uz)=0

(u—pr(uw),up)=0.

On explicite alors le systéme linéaire d’inconnues (A;)e(1;p)
n

(u,ur) = (pe(w),ur)y = ¥ N; (u;, ur)
i=1

n
(u, up) = (pr(w), up) = ‘Zl)\i (ui, uz)
i=

n
(u,up) = (pr(w),up) = .ZI)\,- (i, up).
i=

o Etape 3
Onrésout le systéme linéaire précédent a p équations pour trouver les p inconnues (A;) je[1;py. On conclut

p
par le calcul de pp(u) = Y Aju;.
i=1

Exemple. Dans R3, déterminons le projeté de u = (0,—1,4) sur I'espace vectoriel
F={(x,72 €eR’ | x—2y+3z=0}.
* Etape 1.SoitX = (x,y,z) eR3.Ona
XeF <— x-2y+3z=0 <— x=2y-3z

— X=Q2y-3z,52=y-21,0+2z-(-3,0,1)

— X=y-ur+z-up.
Ouonaposé u; =(2,1,0) et up = (-3,0,1). Ainsi,

XeF <= XeVect(uy,uy).
On conclut, (u1, up) est une famille génératrice de F. Les vecteurs u; et up sont non colinéaires, la famille (u, uy) est
libre. Par conséquent, (u;, up) est une base de F.
e Etape 2.1l existe donc A1, A2 € R tels que pp(u) = Aju; + A uy. Précisons que
(U, up) = =6, (up,u)=5 (uz,up) =10 et (u,up)=-1, (up, uz)=4,
(pr(w),u1) =5A1 —6A2  {pr(w),uz) = —6A; + 10A,.

On obtient le systéme linéaire

(u—pp(u),u1) =0 (pr(w), ur) = (u,uy) 5A1 —6A2
— f—g
—6)\1 + 10)\2

I Il
>~
—

(u—pr(w),uz) =0 (pr(w), uz) = (u, up)

7



e Etape 3. On constate que A; = A, = 1 est I'unique
solution et

pe(u) = u1 +uz = (=1,1,1).

Le schéma ci-contre représente le plan F, le vecteur u
et son projeté.

Exercice 7
g 4+ Exemple
4 1
\’r“ Soient Ry [x] muni du produit scalaire (P, Q) = f P(1)Q(r)dt et F =Ry [x]. p-[13]
A 0
/ 4 Donner I'expression du projeté orthogonal de Q(x) = 1+ x + x2 sur F.

n Applications a I'optimisation

3.1 Distance a un sous-espace vectoriel

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, (-, -)) et u € E. On définit (sous réserve d’existence), la

distance du vecteur u a F par
d(u,F) =min|u-v|.
veF

Notons que u € F si et seulement si d(u,F) = 0.

THEOREME caractérisation du projeté par minimisation de la norme

Soient F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E,<-,-)), pr la projection orthogonale sur F et u € E. Alors la

distance d(u,F) est bien définie et
d(u,F) = min lu— vl = [lu-pr@)].

De plus, le minimum est atteint seulement pour v = pg(u).

Preuve. Soient ue Eet veF,

u-v=(u-pw)+(pw-v).
Or, u— p(u) est orthogonal 4 F, donc u — p(u) est orthogo- u u-p(u)
nal a p(u) — v e F. D’apres le théoréeme de Pythagore :
2 2 2 2
u-vl“=llu-pWl“+lp@w-vl“=llu-p)|-.
I I =llu—pa)ll® + I p(e) - viI® = lu-pl 0p Ii
D’ou I'inégalité avec égalité si et seulement si ,"
S pE(u) —v
Ipaw - vl =0, P
F
c'est-a-dire v = p(u).
[ |

Remarques.
* Le projeté orthogonal de u sur F est caractérisé par

VveF, llu-vilzlu-pal.
Autrement dit : pour tout u € E,
v=pr(u) < |veF et |lu-v|=minlu-w||.
weF
* Lesvecteurs u— p(u) et p(u) sont orthogonaux, donc d’apres le théoreme de Pythagore,

lu—p®+Ipl? = lull®> dot du,F)?=|u-pwl?®=lul®-lIpwl?



Exercice 8 4 Exemples
{ Soient (E, (-,-), un espace euclidien, ug € E\ {0} et un hyperplan H.

ia 1. Exprimer la distance d'un vecteur x a la droite Vect(uyg). p.[I9]

2. Faire de méme avec la distance a H. On exprimera le résultat a I'aide d'un vecteur ug €
ot gt (un vecteur normal, exercice l .

Exemple. Justifions que la fonction de deux variables
Viny) eRE,  fny) =4x—D*+ (x+ )P+ (x—2y+1)?
admet un minimum sur R?. Considérons dans R3, le produit scalaire canonique (-,-) et la norme ||| associée. On a
2 2
fo, )= H(Z(x— D,x+y,x—2y+ 1)” = H(Zx, X+Y,x=2y) - (2,0,—1)” .

Sion pose u = (2,0,—1) et si on définit le sous-espace vectoriel de R3

21,1
(0)1)_2))

u
F={(@x,x+y,x-2y) | x,yeR} =Vect(uy,uz) ou {

uz

alorsona f(x,y)=v— ul|? avec v = (2x, x+ ¥,x—2y) € F. Le théoréme de minimisation s’applique, il existe donc bien
un minimum, il est atteint pour v = pr(u) ol pr est le projecteur orthogonal sur F.
Calculons le projeté pr(u) = xu; + yuy et

(u—pr(w),u1) =0 { (w, )y = {pr(w), u1) { 3=6x+(-1y
{ (u-prw,wy=0 (w) ={prw,up). 2=(-1x+5y

car (u,u1) =3, (w,uz)=2, (uj,uz)=-1, (uj,u;)=6 et (up, up)=>.

La résolution de ce systeme donne x = 17/29 et y = 15/29 pour un minimum global qui vaut f(17/29,15/29) = 2,2.

Exercice 9 44 Justifier que la quantité
_ 7 1 2
N9 inf (tz—at—b) dr p.[13]
- (a,b)eR2 J-1
—— est bien définie et la calculer.
3.2 Probleme des moindre carrés, droite de régression

Projeté sur I'image et moindre carrés

Soit f une application linéaire R” dans R”, b un vecteur quelconque de R”. Lorsque f n’est pas surjective (p < n),
il se peut que b n’'appartienne pas a I'image de f et I'équation f(x) = b, d'inconnue x € R”, n’admet pas de solution.
On cherche alors un vecteur x dont I'image « est la plus proche » de b. Plus précisément, on munit 'espace d’arrivée
de sa structure euclidienne canonique et on veut justifier I'existence de

min| f(x)-b
min £ (x) - bl
et trouver un (le?) vecteur x réalisant le minimum. On constate qu'il s’agit de rechercher

min |y - bll.

yelm f
Comme Im f est un sous-espace vectoriel de E, le théoreme de minimisation prouve I'existence du minimum qui est
atteint en un unique point :
y=p(b) ou p désigne le projeteur orthogonal sur Im f.

Précisons que si f est injectif (le rang de f est alors p), y étant unique, on un a bien un unique antécédent x tel que
f(x) soit «le plus proche » de b. Noter que y est unique mais si f n’est pas injective, x n'est pas unique. Tout vecteur
X + xx avec xi € Ker f convient.

Donnons une version matricielle :



THEOREME probléeme des moindre carrés, pseudo-solution

Soientn, p e N* avecn = p, A€ My ,R) derang p etB € My (R).
Alors il existe un unique vecteur Xo € A ),1 (R) minimisant la quantité ||AX —B|| ot || - || désigne ici la norme associée au

produit scalaire canonique sur /1 (R).

Preuve. Considérons I'application

f Mp 1R — M1 (R)
’ X —  AX.

L'application f est clairement linéaire. De plus, la formule du rang donne
dim (Ker f) = dim (.4p,1 (R)) - rg(f) = p—rg(A) = 0.

On en déduit que le noyau est trivial et 'application f est injective. Ensuite, pour tout X € .4, 1 (R)

IAX-BJl =l fX) - BIl.

Le théoréme précédent conclut. Il existe Xg € .41 (R) tel que f(Xp) minimise la norme avec

fX0) = pim f (B).

Le vecteur f(Xp) est unique, puis par injectivité de f, Xg est unique.

Remarque. Le second exercice qui suit permet de justifier que le vecteur X, est 'unique solution du systeme de

Cramer ‘AAX = ‘AB. On parle alors de pseudo-solution.

Exercice 10 < Exemple
1 2 0
19 On =| 2 =1
vy pose A= 0 et B= p.
o d 11 2 =

Justifier et calculer 'unique matrice colonne X telle que la norme [|AX — B|| soit minimale.

44 Reprenons les notations du théoreme et justifions la remarque précédente.

Exercice 11 1. a) Justifier que Ker (‘AA) = Ker(A), puis rg(‘AA) = rg(A).

C b) En déduire que ‘AA est une matrice inversible.
4 \—’C* 2. a) Vérifier que pour tout X € ./, 1 (R), (X, 'A(AXp —B)) = 0. p-[[9
J g b) En déduire que ‘AAX = ‘AB.
— On a donc bien une unique solution donnée parXg = (tAA)_lAB. Pour une seconde démonstra-

tion, voir l'exercice[18, p[13} partie 1.

Régression linéaire

Considérons n points de R?, (x1,1), ..., (X, yn) non alignés verticalement. On cherche la droite qui «approxime »
au mieux ces n points. Si on note y = ax + b, I'équation d’'une droite, on cherche a minimiser I’erreur

n n
E, = Z d,‘z = Z (ax,- +b—yi)2.
i=1 i=1

10



/

di= az;+b—y;

.

! Erreur : 30.1 ((Bi’ yl)

x1 1 »n ax;+b-y
a X2 1 V2 axz+b-y,

X= b | A= . . et B= . de sorte que AX-B= .
Xp, 1 Yn axp+b-y,

Si on considere le produit scalaire canonique sur .4, ; (R) et la norme associée
2
r = AX-B|".
Les deux colonnes de la matrice A forment une famille libre (les points ne sont pas alignés verticalement). La matrice A

est donc de rang 2. D’apres le théoréme précédent, il existe un seul vecteur minimisant [|AX—B||. Calculons ce vecteur
Xp al’aide de la remarque. On a

yxi? L
"AA=| S5 T e db®)
'Z Xi n

Justifions que “AA est inversible.
2
n n
det(‘AA)=n)_ x;*- (Z xi)
i=1 i=1

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz (pour le produit scalaire canonique sur R” aux vecteurs x = (xy,..., X5)
etupg=(1,...,1), il vient :

2
n n
2 2
(ug, X) =(in) <n) x
i=1 i=1

Cette inégalité est en fait stricte car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires. Le déterminant est donc non nul et la
matrice AA est inversible. Linverse est donné par

n - f Xi
rap)L 1 i=
(AA) = n 2| —%x f;z
ngxiz—(g xi) ==
. f XiYi
De plus, on calcule AB=| =,
XYi

Ceci permet d’expliciter le vecteur X, puis ses composantes a et b :

=1

ni xiyi- (ﬁlxi) (_ilyi) Lfxiyi- (1 _flxi) (2 _flyi)

- n 2 n 2 1 n 2 1 n 2
ny xi —(,in) X Xi —(;in)
i=1 i=1 i=1 i=1
Si X (resp. y) et o (resp. o) désignent la moyenne et I'écart-type empirique de la série statistique {x;|i € [1;n]}
(resp. { yili€ell; n]]}), Cov(x, y) désigne la covariance empirique de x et y et py,, désigne le coefficient de corrélation
empirique, alors la droite de régression linéaire de y en x a pour équation :

_ Y Cov(x, y)
X

(x—X).

X

Remarque. Nous verrons une seconde démonstration de ce résultats par le calcul différentiel.
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AN Exercices - TD i

Exercice 12. 4 Déterminer la matrice dans la base canonique de R” de la projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel

n
Z X =0}.
i=1

H= {(xl,...,xn)e[Rn

> Solution p.

Exercice 13. ¢4 Abonne distance d’Attila
On considere .4, (R) muni du produit scalaire

(A,B) € Mp(R) — (A,B) =Tr ("AB) € R.
Soit H, le sous-espace vectoriel des matrices de trace nulle.

1. Donner la dimension de H'. Préciser une base.

2. Soit ] la matrice de .4, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Calculer Rneiﬁl IA=TI.
>> Solution p.
Exercice 14. ¢4+4 CNS pour un projecteur orthogonal
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien et p, un projecteur de E.
1. Montrer I'équivalence entre les énoncés :
i) Le projecteur p estorthogonal  ii) Vx€E, (x,p(x))=0.
Indication. On pourra considérer A\x + y oux€Kerp, yeImp et A eR.
2. Méme question avec les énoncés :
i) Le projecteur p est orthogonal iii) Vxe€E, lp)l<xl.

>> Solution p.

Exercice 15. 44 Matrice d’'un projecteur orthogonal
Soient (E, {-,-)), un espace euclidien et F, un sous-espace vectoriel de E.
Soient % une base orthonormée de E et (ul,..., up) une base orthonormée de F. On note Uy, ..., Uy, les vecteurs colonnes des
coordonnées de uy, ..., up dans la base %. Montrer que la matrice du projeté orthogonal sur F, noté pr, dans la base % est donnée
par

p
Mat g (pp) = Z UitUi.
i=1

>> Solution p.

Exercice 16. ¢ 44 D’aprés Oraux ESCP
1. Soit F la fonction définie sur R3 par: F(x, y,2) = 24x2 +2y% + 22 + 12xy + 2yz + 4zx — 240x — 48y — 12z.
a) Déterminer les points critiques de F.

b) On admet (par le calcul) que
F(x,y,2) = 2x+y+2—6)% + (4x+ y—18)® + 4(x — 9)* —684.

Montrer que F atteint son minimum sur R3 en un unique point. Préciser ses coordonnées, ainsi que la valeur du

minimum.
+00
2. a) Donnerlavaleurdel; = f e~ dr.
0

b) Justifier la convergence et exprimer en fonction de F, I'intégrale :
+0o 2
I(a,b,c):f eft(ts—atz—ht—c) dr.
0

c) Justifier 'existence et calculer

I= inf I(a,b,c).
(a,b,c)eR3

12



3.  a) Justifier (brievement) que
+00
®Q= [ e P de
0

définit un produit scalaire sur I'espace vectoriel R3[x] des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.
b) Calculer la distance du polynéme Py (x) = x3 au sous-espace H =R [x].

3

¢) Soit T(x) = ax® + bx + ¢ un polynéme appartenant 4 H. Montrer que T est le projeté orthogonal du polynéme x3 sur le

sous-espace H si et seulement si
01F(a,b,c)=0, 02F(a,b,c)=0 et 03F(a,b,c)=0

et retrouver le résultat précédent.
> Solution p.[20]

Exercice 17. ¢ 44 Sommes de projecteurs orthogonaux d’apres ESCP 2001
Soit s €N, s = 2. On rappelle que le produit scalaire canonique sur ./, (R) est
X1 Y1 s
X=| |, Y=| ! |edsi®, XKV=XY=Y xpyk.
Xs Vs k=1
On note || - ||, la norme associée a ce produit scalaire.

1. On suppose dans cette question que s = 4, et on considere la matrice :

a) Calculer ‘P et P2,
b) Déterminer les valeurs propres de P et les sous-espaces propres associés. Montrer que P est la matrice d'une projection
orthogonale sur un sous-espace de .#4,1 (R) que I'on déterminera.
2. Onrevient maintenant au cas général (s quelconque). Redémontrer que la matrice P € .4 (R) est la matrice d'une projection
orthogonale si et seulement si on a P2 =P et ‘P =P,
3. Soient P et Q deux matrices de .4 (R) représentant chacune une projection orthogonale. On suppose de plus que pour tout
Xe Ms (R :
IPXII? +1QXI1* < IXI1* (+)
a) Montrer que PQ = QP = 0;.
b) En déduire que P + Q est la matrice d'une projection orthogonale.
4. SoientPq,Py,...,Py, n matrices représentant chacune une projection orthogonale de .4 1 (R) et telles que Py +P2+---+P; =1,

ou I est la matrice identité de . (R).
Montrer que pour toute partie non vide Ede {1,2,...,n}, ¥ Py estla matrice d'une projection orthogonale de ./, (R).
keE

5. On se place a nouveau dans le cas s =4 et on considére la matrice :

11 0 0
11 0 0
Q=310 0 1 -1
00 -1 1

a) Montrer que Q est la matrice d’'une projection orthogonale de .#4,1 (R).
b) Montrer que P et Q vérifient la relation (e), ou P est la matrice de la premiére question. Que peut-on dire de P+ Q?

> Solution p.[2]]

Exercice 18. ¢ 44 Sujetde révision extrait de ESSEC 2012
Soient m, n € N*. On munit .#; 1 (R) de sa structure euclidienne canonique. Ainsi si

X1 1
X2 )2

X= . et Y= . € Mm1[R),
Xm Ym

m m
le produit scalaire de X et Y s’obtient par la relation ‘XY = > x;y; etlanorme euclidienne de Y par : ||Y||$n =Tyy= > yiz.
i=1 i=1

13



1. Question préliminaire.
Soit F un sous-espace vectoriel de .#, 1 (R) de dimension k non nulle et (U1 ,Ug, ..., Uk) une base orthonormée de vecteurs
colonnes de F.
On envisage la projection orthogonale sur F représentée par sa matrice P dans la base canonique de .#/,,1 (R).

k
Montrer que P= Y Uf U; et vérifier que P est une matrice symétrique.
i=1

2. Partie I. Décomposition spectrale de la matrice ! AA associée a une matrice A de M, m,n(R).
On envisage dans toute cette partie une matrice A appartenant a .#,  (R).

a) Préciser la taille de la matrice “AA et vérifier que KerAc Ker? AA.
b) Montrer que siX € Ker! AA alors ||AX]|;; = 0 et établir que KerA = Ker! AA. Montrer que A et !AA sont nulles simultané-
ment.
c) Justifier 'égalité : Im’ A = Im? AA.
3.  a) Ftablir que la matrice ‘AA est diagonalisable et en calculant |AX||2, pour X vecteur propre de la matrice ‘AA, montrer
que ses valeurs propres sont des réels positifs.

b) On désigne par (A1,Az,...,A p) laliste des valeurs propres distinctes de la matrice TAA, classée dans I'ordre croissant.
On rappelle que

p
Mn1®) = PE), (‘A7) ot Ey, ("AA) = Ker ("AA - A;1,).
i=1
Pour i entier naturel compris entre 1 et p, on note P; la matrice de la projection orthogonale sur E,, (*AA) dans la base
canonique de .#, 1 (R).
Vérifier que pour i et j distincts compris entre 1 et p,P;P; est la matrice nulle.
. P P .
Justifier les relations : I, = EIP,- et 'AA = El)\,-P ;. Cette derniére écriture s’appelle la décomposition spectrale de ‘AA.

4. Exemples

a) Déterminer la décomposition spectrale de ‘AA lorsque A est la matrice 3,3 égale a

1 -1 1
1 -1 1
-1 1 2

b) On envisage la matrice ligne A = (ajaz --- an) ot lesréels ay, ap, ..., ay sont fixés, non tous nuls simultanément. Ainsi,
A'A est un réel. Montrer que le polynéme X% — (A’A)X est annulateur pour la matrice 'AA. Préciser la liste des valeurs
propres et la décomposition spectrale de la matrice ‘AA.

Partie I1. Pseudo solution d'une équation linéaire.
On s'intéresse dans cette partie a 'équation AX = B oll A € #m,n(R) et B € .#y,1 (R). Une matrice X appartenant a .41 (R)
est dite solution de cette équation si elle vérifie la relation AX = B. Elle est dite pseudo solution de cette équation si elle
vérifie :

VZe Mp1R) [IAX-Bly < [|AZ-Bllm

5. On suppose que I'équation AX = B admet au moins une solution. Montrer que X est une pseudo solution si et seulement si
elle est solution de I'équation.

6. On suppose que X est une pseudo solution de I'équation. Montrer que, pour tout réel A et toute matrice Y de .#},1 (R),ona:
A2AY)12, + 21 ' YIA(AX - B) > 0.

En déduire que ‘AAX = ‘AB.

7. Montrer que tout X de ./, 1 (R) vérifiant la relation “AAX = 'AB est pseudo solution et en déduire qu'il existe toujours au
moins une pseudo-solution de I’équation.

8. Exemple
Déterminer toutes les pseudo-solutions de I’équation AX = B lorsque :
1 -1 1 2
A= -1 1 et B=
-1 1 1

Parmi celles-ci, préciser celle dont la norme euclidienne est minimale.

9. Donner une condition sur le rang de A pour que I'équation admette une unique pseudo solution.

> Solution p.[2]]

14



Les exotiques
Exercice 19. ¢ 44 Dans la suite, on identifie les vecteurs de R” avec les matrices colonnes de .4, n,1([R).
Soient X3,X»,..., Xy, n variables aléatoires centrées et admettant un moment d’ordre 2. On pose
X1
X= et Cx = (Cov(Xi,Xj)]i
Xn

’

jeﬂn(R).

1. Soit u= (uy,uy,..., up) € R". Exprimer la variance V ((u, X)) a I'aide de Cx et u.
(-, désigne ici le produit scalaire canonique surR").

2. Soient H un hyperplan de R” et € HL.
Montrer que I'événement [X € H] est presque str si et seulement si u € Ker Cy.

> Solution p.

Exercice 20. 444 Soient X1, X», deux variables aléatoires indépendantes et suivant une loi normale centrée réduite. Soit M,
un point de coordonnées (X1,X»2). Soient a € R et A, la droite d’équation y = ax. On pose

Y= inf M- ul?.
uel,

Justifier que Y admet une espérance et la calculer.
> Solution p.[21]
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jgv ° ] °
. I = R Indications et solutions
1 = o |
Ly
Concluons : p o q estun projecteur.

Exercice[l]

p-@

1.(a) Pour tout k € N*,
pk:p et p®=idg.

Par la formule du binome de Newton (les endomorphismes
p et 2idg commutent) :

n
Qidg+p)” = Y Z(ZidE)kp"_k
k=0
n
= Z " ZkidEopnik
k=({ k
k=
_ Z n 2kpn—k+2np0
i=o\k
n-1 n\_x
= Y | |2"p+2"idg
k:olk
-0
idg+p)” = nzk]p+2”idE
=o\k

Or, par la formule du binéme de Newton, (dans les cas des
réels),

n-1 n

y (")2’“ =y (")2’“ 2=+ 1) —2",

k=0\k)  i=o\k
Concluons :

\ Qidg +p)" = 2"idg +3" —2") p.

1.(b) Soient A, p € R,
(Ap+ pidg) o (2idg +p)
= 2Apoidg+2pidgeidg +Apop+ pidgep
= 2Ap+2uidg+Ap+up
= 2uidg+BA+pp.
On constate que le choixde p=1/2, A = —1/6 donne 3A+u =
Oet
(Ap + pidg) o (2idg +p) =idg.
Comme ces deux endomorphismes commutent, on a aussi
(2idg +p) o (Ap + pidg) =idg.

Par la caractérisation des applications bijectives, on peut
conclure sur la bijectivité de 2idg +p avec

1 1
. -1 . .
(2idg +p) =)\p+p1dE=§1dE—gp.

2. Nous savons que p o g est linéaire par composition.
Comme p et g commutent

(po@)*=pogopog=popoqoq=pogq.

16

* Soit u € ker(p) + ker(q).
11 existe donc (u7, up) € ker(p) x ker(q) tel que u = u; + uo.
Comme p et g commutent,

poq(u) = poq(uy)+poq(up)
= plaa))+p(aw)
poaw = qlptun)+p(qau).

Comme p(u1) = 0g et g(up) = O, on trouve :

poq(u) =0 puis, ucker(pogq).

Finalement, ‘ ker p +ker(q) cker(po q). ‘

Exercice[2] p-

1. Par exemple, si on pose
u; =(-3,0,1) et wup=(-2,1,0)
alors on vérifie que
F=Vect(uy, u2)
et sion pose v = (1,2,3), on constate que
(u1, vy =0=<(uy,v).
De plus, dimF =2, dimF+ =3-2=1et

FL = Vect(v).

2.8oitu=(x,y,2) € R3

LEFAG > {x+2y+SZ:0
x-y—-2z=0
{ 3y+4z=0
—
Li<Li-Lp X=y+z
y=-3z
— x:—gz
z=12z
— 1 4
u = —gZ,—gZ,Z)
— B z(—l _é 1)
- 37 3? .

Ainsi

1 4
FNnG =Vect((—§,—§,1)) =Vect((-1,-4,3)).



En particulier dim(FN G) = 1, puis
dim ((F n G)iJ =2.

11 suffit de donner deux vecteurs non colinéaires et orthogo-
nauxa (—1,—4,3). Par exemple

v1=4,-1,00) et v2=(3,0,1).
2. Comme F est de dimension 2,

dimF! = dimR3[x] -dimF=4-2=2.

11 suffit de déterminer deux vecteurs non colinéaires et or-
thogonaux a 1 et x. Soient Q(x) = ax3+bx®+cx+de R3[x].

I
o

(1,Qx) = —+

+

wla NIo
+

via X

(x,Qx)=—-+

vl &I
+

+

I

o

IR RS

e Testons avec ¢ = 0,d = —2,Q est solution si et seulement si

L =

on trouve un premier vecteur avec

a=-40
b=36

b
+ 2
b

4

SIS

Q1 (x) = —40x° +36x% - 2.

Testons avec ¢ = —6,d = 0,Q est solution si et seulement si

s =

Un second vecteur est :

a=-20
b=24

ST
Sl

+
+

Qa2 (x) = —20x% +24x% —6x.
Les vecteurs Qg et Q2 sont linéairement indépendants. Ils

forment une base de I'orthogonal de F.

Exercice[3] p-

Raisonnons par double implication.

Supposons que F et G sont deux sous-espaces supplé-
mentaires.

Soient u € FX nGL. Pour tout x € E, il existe xp € F,xg € G
tels que

X =Xg + XG.
D’olt (u, x) = (u, xp) +{u, xg) = 0.
——
=0 =0

Le vecteur u est orthogonal a tout vecteur de E, c’est le vec-
teur nul. Dés lors

FtnGt={0g} (»

De plus
dimF+dimG=dimE 1;
dimF +dimF+ =dimE L,
dimG+dimG' = dimE Lj
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Avec L3 +1p — L, il vient
dimFl +dimG' =dimE (es)

Les conditions (s) et (e) permettent d’affirmer que Ft et
G+ sont supplémentaires.

Supposons maintenant que FL et GL sont supplémen-
taires. D’apres ce qui précede

(FJ')J_:F et [GJ')J_:G

sont supplémentaires.

Exercice[q] p-Bl

1. Comme F est de dim(E) - 1,
dim (F+) = 1.
Soit ugp € F\ {0} de sorte que
Fl = Vect (ug) -
Appliquons la proposition
1
ve (FJ‘) =F < (ugv)=0.
2.(a) Vérifier que ug = (2,3, —1) convient.
2.(b) Posons Q(x) = x3 + ax® + bx + ¢ de sorte que
2a
(1,Q(x) = 3 +2¢,
Q) = = +2b
’ - 5 3 ’

<x2,Q(x)> _ 2a 2c

—+—.
5 3
On vérifie que Q(x) = 5x% — 3x convient.

Exercice p-

Le projecteur est orthogonal, u et u— p(u) sont orthogo-
naux. D’olt

(p(w), uy ={pu), p(w) +{u—p)))
={(pw), p(w)) +{pw),u—p(u)).

=lpw|? =0

Exercicelf]

p-A

* En tant que combinaison linéaire de deux applications li-
néaires (I'application id et I'application transposée), p est
linéaire.

Soit Me.#4;, (R)
M+ ™M

p(p(M))=p( 5 )
1 I
= 5P(M)+ p(‘M)
_l(M+tM +l(tM+M)
T2 2 2 2
=pM).



L'application p est donc un projecteur.

e On vérifie que

Ker(p) =<y, et Im(p) =%

ol &y (resp. ¥) désigne I'ensemble des matrices antisy-
métriques (symétriques). De plus, pour A € oy, S€ Fy,
(A,S) =Tr ('AS)
= —Tr(AS)
(S,A) = Tr('sA)
=Tr(SA)
=Tr(AS)
Comme (A,S) = (S,A), on a (A,S) = 0. Ce résultats étant va-
lables pour toutes matrices A € oy, S € #,;, on en déduit que

I, Sy sont des sous-espaces orthogonaux. On a donc bien
un projecteur orthogonal.

Exercice[7] p-

Exercice[8]

p-Bl

. On a vu que si p est le projecteur orthogonal sur la droite
vectorielle engendrée par ug, on a

(u, ugp) "
= 0.
luoll?

p(u)

puis par le théoreme de minimisation,

dw,F)? = |u-pwl?

= ul? - Ipa?
g - 10
luol®

Si yg est unitaire on a simplement
d(w,F)* = |ull® = (u, ug)®.

. D’apreés les exemples page@ on peut exprimer la projection
orthogonal sur H a I'aide de u, un vecteur normal a H par

(U, up)

VueE, pgw)=u- 5 Uo-
luoll

D’olu
dw,H) = ||u—py@)|
_ || {w w0 H _ Ku, uo)|
Nl I? lluoll
Exercice[d] p-Bl

e Soit E =Ry [x], F =R; [x] et le produit scalaire
1

vP.QeE, Q= [ POQOL
-1

et || ||, la norme associée. Deés lors, pour P(f) = t2, on peut
traduire le probléme posé par
1

2
inf (tz—at—b) dt= inf [P- Q|2 = d(P,P)?.
(a,b)eR?2J-1 Qe€F
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D’apres le théoreme précédent, on sait que cette quantité
est bien définie, c’est méme un minimum uniquement at-
teint pour Q = pgr(P) au pg est le projecteur orthogonal
sur F.

 Calculons le projeté, puis la distance.

OnaF=Vect(l,x) et Q(x) =A; + A2x,

{(P—PF(P),I):O — {<P,1>=<pF(P),1>
(P pr(P),x) =0 (P,x) = (pE(P), x)

Orona

1 2 1
(P,l):f P#dr==, <P,x)=f Bdr=0
-1 3 -1

1 2
(1,1):f dr=2, (x,1)=0, {(x,x)=-—.
-1 3

Pour pg(P), on obtient le systéeme :

2
3
15 -

Dot A\; =1/3 et Ap = 0. pp(P) = % (polynéme constant).
Dans ce cas

2:A1+A2-0
0-)\1+%)\2.

d®,F)? = ||P - pp@)|*

= IPI% - | pe®)|*.
Le calcul donne
1 2 8
inf [tz—at—b] dt=d(P,F?= —.
(a,b)eR2J-1 45
Exercice[I0] p.[10]
On calcule
t _ 6 3 t -1 _ i 5 _3
A=14 5| (fan) = 210 -3 6
e | 4 v (L tamy_ 2] 1
AB—[2 puis Xg = (‘AA) (AB)—3[O]

Exercice

1.(a) On al'inclusion
kerA c ker ("AA).
Prouvons l'inclusion réciproque. Soit X € ker(‘AA). On a
IAX]1% = f (AX)(AX) = X ("AA)X = 0.
D’ou1 AX = 0, X € kerA. On a donc I'égalité ker A = ker ('AA).
L'égalité sur le rang découle de la formule du rang.
1.(b) D’apres I'énoncé, rgA = p. Or
‘AAe MpR) et rg(tAA) =1gA=p.
Nécessairement, ‘AA est inversible.
2.(a) Notons pyyy, r(B), le projeté orthogonal de B sur I'image

de f (voir notation du théoréme). La matrice B — pyy, r(B)
est orthogonal a tout vecteur de I'image

0 = (AX, B — AXp)
= 1(AX) (B - AXp)
= X'A (B - AXp)
=(X,'A(B-AXy)).

VXE My ),



2.(b) Seul le vecteur nul est orthogonal a tous les vecteurs,
donc

'A(AXg-B)=0 puis 'AAXg=AB.

Exercice p-

Vérifier que le vecteur

1 n
u= ﬁ(l,l,...,l) eR
donne une base orthonormée de H. Notons U, le vecteur
de U dans la base canonique. La matrice de la projection or-
thogonale sur H' est alors U'U.
La matrice de la projection orthogonale sur H est donc
I, — U'U. Aprés simplifications, on trouve

n-1 -1 - -1

-1
n-1

Exercice[T3] p.

1. Le sous-espace H est un hyperplan de .4, (R)
dimH = dim.#,®) - 1= n® - 1.

D'olt dimH' =1.
2. Toute matrice de H' non nulle donne une base. Par exemple

H = Vect(,,).

Notons p, le projecteur orthogonal sur H. Par le théoreme
de minimisation

min||[A=JII =llpd) -JI.
AeH

Or, on sait que id g4, r) —p est le projecteur orthogonal sur
H' (parallélement 2 (Hl)l =H). Et

. J,1n n
(d_g, @) ~P)0) = In=—Ip=I
S TR T
puis p)=J-1In.
Enfin Ip0) =TIl = 1]l = V.

On pourra relire la question 2 de lexercice[8 pour les détails.

Exercice[l4] p.

1. Prouvons que i) implique ii).
Soit x € E, p(x) € Imp et x — p(x) € Ker p. Comme dans le
cas d'un projecteur orthogonal, le noyau est orthogonal a
I'image, on a

=0
———
(x, p(x)) ={(x— p(x), p(x)) +{p(x), p(x))
= IpII? =0.
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Prouvons que ii) implique i).
Soient x e Kerp, yeImpetAeR.Ona
0<sAx+y,pAx+y) =Ax+y, )
=Ny + 1yl
En regardant les cas A — +oo, la condition sur le signe im-
pose
(x,y)=0.

On en déduit que le noyau est orthogonal a I'image. Cela
suffit pour dire que le projecteur est orthogonal.

. 1) implique iii).

Par le théoreme de Pythagore avec x orthogonal a p(x)
IxlI% = 1p 1%+ lx = p(0)11%.
Puis [ x[|2 - | p(x)[1? = 0, d’ot1 I'énoncé.

iii) implique i).
Soient x e Kerp, yeImpetAeR.

INx+yI% = IpAx+IZ = Iyl®
En développant le membre de gauche
A2[|x]1? +2A(x, y) = 0.

Nécessairement (x, y) = 0 si on veut que 'inégalité soit va-
lable pour tout A € R. En effet pour A — 0 et (x,y) # 0 on
aurait

A2[1x)12 +2A¢x, y) o 2N

et un changement de signe. De nouveau, on en déduit que
le noyau est orthogonal a I'image. Cela suffit pour dire que
le projecteur est orthogonal.

Exercice p.[12

Commengons par une remarque. Pour établir une égalité
entre deux matrices A, B € My, pR), il suffit de vérifier pour
toutX € Jﬂpyl (R), AX = BX (on peut revenir aux applications
linéaires canoniquement associés pour s'en convaincre). En-
suite, on peut se limiter a vérifier l'égalité AX = BX pour des
vecteurs X qui forment une base de 41 (R).

Ona
FeFL=E et F=Vect(u1,up, -+, up)

Complétons la base (uy,up,---,up) en une base
(u1,up,--+,un) de E. Notons Uj;, la matrice de u; dans la
base orthonormée Z%8. Les matrices colonnes Ujy,...,Up
forment une base orthonormée de .4, 1(R) pour le pro-
duit scalaire canonique sur .4 1 (R).

— Soit ig € [[1; p]l. D’une part,
pe(u;) =u; ie Matg(pr)U; =Matg (pr(uy) = U;.
D’autre part

0=(us ujg) = "UiUjy =8y 4.



Puis

(ZU,U,)U,0 (i )UUlO—U,O

i=1
On a donc

Matg (pr) U (Z U;'u; )
— Soit i € [p+1; n]]. D’'une part
pr(u;) =0, Matg (pp)U; = Matg (pr(u;)) = 0,1
D’autre part, u; estorthogonal a tous les vecteurs uy, ..., up :
vieltpl, 0={uju;)="0;U;
Puis

(éuﬁu) é (tU U) On,1-

On vérifie que

Matgg (pg)U ( Y U;'y; )
— On conclut avec la remarque préliminaire.
Exercice[I6]

p.[2]

1.a) La fonction F est polynomiale donc de classe €. De plus,

01F(x,,2)
02F(x,y,2)
03F(x,,2)

=48x+12y+4z-240
=4y+12x+2z—48
=2z+2y+4x-12.

(x,y,2) est point critique si et seulement si le gradient est
nul, si et seulement si

12x+3y+2z=60
6x+2y+z=24
2x+y+z=6.

On trouve A = (x, y, z) = (9,—18,6). Précisons que

F(A) = —684.

1.b) Si F admet un minimum sur [RZ, il est automatiquement
atteint en un point critique. Or, pour tout (x, y,z) € R?

—~F(A) =@x+ y+2z—6)?
+@x+y-182+4(x-9)2=0.

F(x,y,2)

F(A) est bien un minimum global sur R2.
2.a) Par une intégration par parties, vérifier que

Iis1 = (n+ DIy

Comme Iy = 1, on obtient

n—lI
Ly =1Io H k+1
k=0 'k

n-1
=[]tk+1=
k=0

Remarque. On peut aussi utiliser les résultats sur les densités
des lois gamma pour avoir

In=Tn+1)=n
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2.b) Soient a, b, c € R, on développe le carré

I(a,b,c) = Ig + a’ly + b*1p + ¢?1y
+2al5 —2bly —2cl3
+2ablg +2acly
+2bcly
=Ig+F(a,b,c)
=720+F(a,b,c).
2.c) Onavu que F admet un minimum atteinten A = (9, -18,6),

donc la fonction I : (a, bc) € R3 — I(a, b, c) admet aussi un
minimum avec

I(A) =720+ F(A) =720 — 684 = 16.

3.a) Cours.

3.b)Ona

d (Po,H) = mmIIPo Qll

+00
— min f =1 (Po(1) — Q(1))2 dt
0

QeH
= min +/I(a,b,c)
(a,b,c)eR3

ol on a écrit Q(x) = ax? + bx + c. D’apres ce qui précéde

d(Po,H) =

3.¢) On sait que le minimum est atteint pour le projeté de x°
sur L. Il est donc atteint pour un point critique de I et aussi
de F d’apres la relation de la question 2.(b).

D’apres la question 1.(a), le projeté est
T=puPo) = a®+bx+c

avec (a,b,c)=A=(9,-18,6).

La distance de Py a H vérifie
d(Pg,H)? = [|Pg — T||* = [P 1* — | TJI%.
Le reste est du calcul...

Donnons une rédaction qui n'utilise pas les premiéres ques-
tions.

D’apres le théoréeme de minimisation, la distance de Pgp a H
est bien définie et atteinte pour py (Pg) le projeté orthogo-
nal de Py sur H.

Calculons ce projeté.

Comme Q = py (Pg) € H, il existe a, b, c € R tels que Q =
ax®+bx+c.De plusPp—Qe H' donc

(Pp-Q,1)=0 (Pp,1) =(Q,1)
(PO _Qv-x> =0 — <P0!x> = (er>
(Po—-Q,x*) =0 (P, x%) =(Q,x%)

En utilisant la question 2.(a) :

I4 = alg + bl + cly

{ I3 = aly + bl; +cly
I5 = aly + bl3 +clp



C’est-a-dire
6=2a+b+c

24=6a+2b+c
120 =24a+6b+2c.

On retrouve a=9,b=—18 et c =6.

Exercice p-
Exercice[8] p-[[3]
Exercice[I9] p.[15
1.0na
n
V(u, X)) = Z

n n
COV(Z u;X;, Z U;X;

COV(Xl,Xj) = "uCxu.
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2.» Supposons que u € Ker(Cx). Dans ce cas

V((u,X)) = ‘uCxu="u-0=0.

On en déduit que la variable (u,X) est presque surement
constante. La constante vaut I’espérance et par linéarité

n
E((u,X)) =E(Z u;X;

i=1

Autrement dit, presque surement, (U,X) = 0, c’est-a-dire
X e H = Vect(w)*.

* Réciproquement, supposons que X € HL. On a donc
d’apres ce qui précede

tuCXuzo

Notons que Cx est une matrice symétrique avec pour pour
tout v € R”
yCxv =V({(1,X)) = 0.

On retrouve le cas des matrices symétriques positives. On en
déduit que le spectre de Cyx est inclus dans R™ et il existe une
matrice L symétrique telle que Cx = L? = ‘LL. Poursuivons :
MLl =" (La) (L)
="u'llu="uCxu=0
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D’ott Lu = 0 puis Cx « = 0. Finalement

u € KerCyx.

Exercice p.[15]

Lensemble A, est une droite vectorielle, un sous-
espace vectoriel de R? de dimension 1. Le théoréme de mi-
nimisation par les projecteurs orthogonaux permet de dire
que Y est bien définie, c’est méme un minimum atteint pour

u=pM)

ol p est la projection orthogonale sur A,. Notons que
(1,a) € Ay et le vecteur

1
e=—(1,a)
1+ a?

engendre A, et est normé. Dans ce cas,

pOM) = (M, e)e = % X +aXo)e

1+a

Ensuite, par le théoréeme de Pythagore

Y= M- pMI? = IMI% - | pV) |12
= IMJI? - (M, &)
X] + aXp)?
1+a?
~ (1+a®) (X +X5) - (X] +2aX1 X2 + a°X3)
1+ a?
a?X3 +X5 - 2aX1 Xz

- 1+a?

_ (aX1 +X)?

B 1+ a?
Y =72,

_x2.x2
=X]+X5 -

oll Z = (aX] +Xp)/V 1+ a?. D'apres la stabilité par com-
binaison linéaire des lois normales dans le cas d’'indépen-
dance, ona

Ze N(0;1).

car E(Z)= — (@E(X}) +E(X2)) =0
1+ a?

et V@)= —— (aZV(Xl) +V(X2)) -

De plus, d’aprés la formule de Koenig-Huygens
E(7%)=V@2) +E@?.

Finalement, on trouve tout simplement

E(Y)=1.
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