CHAPITRE 1 6

Convergences et approximations

Ce calcul délicat s'étend aux questions les plus importantes de la
vie, qui ne sont en effet, pour la plupart, que des problemes de
probabilité.

PIERRE-SIMON, MARQUIS DE LAPLACE
Mathématicien, physicien francais (1749-1827)

Lobjectif de ce chapitre est d’approfondir les notions de convergences vues en premiere année afin de pouvoir
énoncer et illustrer deux des grands théorémes des probabilités : la loi des grands nombres et le théoréme limite
central.

“ Inégalités de concentration

PROPOSITION inégalités de Markov et de Bienaymé-Tchebychev

* SoitZ une variable aléatoire positive admettant une espérance, alors

VAER), P([Z=A)<s—.
* SoitX une variable aléatoire réelle admettant une variance, alors

VeeRy P(|X—E(X)|>s)<@
* ) = = 2 .
€

Preuve. Pour tout événement A, on définit 'application indicatrice de A, notée 1, par

1 siweA,
0 sinon.

YoeQ, 1p(w) = {
Lapplication 1, est une variable aléatoire qui suit une loi de Bernoulli de parametre p = P(A). Ainsi
P(A) =E(14).
Par conséquent, pour toute variable aléatoire positive Z, la croissance de 'espérance donne
7= )\I[ZZ)\] puis EZ) = AE(I[ZB)\]) = )\P([Z = )\])

On en déduit la premiére inégalité. La seconde inégalité en découle directement en considérant Z = (X — E(X)]2 et A =g2.

E((X—E(X))Z) v

P(X-EX)|>¢) = P(X-EX)? > €?) < = —




4 Preuve dans le cas discret et a densité
Exercice 1 1. Soit Z une variable aléatoire discrete positive admettant une espérance. Notons Z(Q) =
(. {z;|i €1}.Soit A€ R}. On pose] = {i €1|z; = A}.
"f' a) Vérifier que P([Z=A]) = EJP([Z =z;). p-29
, ~ b) En déduire I'inégalité de Markov.
2. Faire la preuve dans le cas d’'une variable aléatoire a densité.

Exemple. SiE(X)=10eto(X) =0.1 sontles valeurs exactes de la moyenne et de I'écart-type d'une variable aléatoire X,
sans aucune indication particuliere sur la loi de X, on sait que X prendra des valeurs entre 9.7 et 10.3 avec une proba-
bilité supérieure a 88%. En effet,

~88%.

O] =

©0,1)? 1
-, puis, P(X-10/<0,3)=1-P(X-10/>0,3)>1-

P(IX-10/>0,3) < 037"

Si on connait la loi de X, on a des estimations beaucoup plus précises.

4+ En moyenne, une personne sur 100 sait placer dans
le bon ordre les pays baltes sur une carte. On choisit au

hasard n personnes et de maniere indépendante, notons fhen
Y, le pourcentage des personnes capables de donner le
Exercice 2 bon ordre.
e 1. Donner 'espérance et la variance de Y.
Ny 2. Par application de linégalité de Bienaymé- i rE

1, > Tchebychev, donner une valeur de n a partir de
laquelle Y;, se trouve dans l'intervalle

.

N
Lo

I:]0,009;0,011[ CRU,SS,IA‘{‘ j

BELARUS

MMMMMM

POLAND

avec une probabilité supérieure a 0,9.

Remarque. Ces inégalités ont peu d’applications pratiques, car la majoration qu’elles fournissent est la plupart du
temps excessive, mais elles sont valables quelle que soit la loi de X, pourvu que 'on puisse définir une espérance
ou une variance. L'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous permettra toutefois de démontrer la loi faible des grands
nombres (voir théoréme page[d).

4 Soit X une variable aléatoire possédant une espérance de 6 et une variance de 2. Appliquer,
Exercice 3 lorsque cela est possible, I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour majorer ou minorer les
™ probabilités des événements suivants. Préciser si le résultat obtenu est intéressant.
g o [T
I 1. [2<X<10]; 3. X<7]; 5. X=11];
Y 2. [5<X<7]; 4. [IX-6/=1]; 6. [X=4].

n Convergence en probabilité

2.1 Définition et exemples




DEFINITION Convergence en probabilité

Soient (X)) nen Une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (Q0, </ ,P) et X une variable
aléatoire définie aussi sur cet espace.
. . - . Lo p P ;
On dit que la suite (X;),, converge en probabilité vers la variable aléatoireX, noté X, - Xsi:
n—+o00o

VeeRy, P(X,-Xl=¢) — 0.
n—oo

Exemple. Soit (X;;) une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes. On suppose de plus que
vneN, X,—%(0;1]).

Etudions la convergence en probabilité de la variable Y,, = max (X;,Xp, ..., X,). Soit e €]0; 1[.

i_ﬁl[Xisl—e])

P(IY,-1/2€)=P(1-Y,>€e)=P(Y,<1-¢) =P

n
= H P (X; <1-¢)indépendance des variables aléatoires
i=1
=(F1-g)" ot F est la fonction de répartion de la loi 2 ([0;1])

P(Y,-1ll=z¢g)=(1-¢)" car1—€€]0;1[.
On constate que P(Y,-1]=z¢) — 0.
n—o0

Notons que si € = 1, la conclusion est identique.
On vient de montrer que (Y;) ,en+ cOnverge en probabilité vers la variable aléatoire presque surement constante a 1.

Exercice 4
f <> Pour tout n € N*, on pose Z; = min (X,Xo,...,Xp).
;L!', / Reprendre le calcul précédent pour justifier la convergence en probabilité de (Z),, vers une p-B0

| 2 variable aléatoire que I'on précisera.

4

Remarque. Une suite de variables a densité peut donc converger vers une variable discrete. Nous verrons que la
réciproque est aussi possible.

2.2 Les théorémes de convergence en probabilité

Reégles de calcul

A Attention. Contrairement au cas des suites réelles ou des fonctions numériques, il n'y a pas unicité de la
limite (si elle existe). Plus précisément, si (X;,),,en €st une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé (Q, «/,P) et X, X’ des variables aléatoires définies sur le méme espace et telles que

X, 4 X et X, — X alors P(X#X)=0.

—_—
n—+oo n—+oo

Pour les détails de la démonstration, on pourra consulter I’exercice 22, p.22.

PROPOSITION convergence en probabilité et combinaisons linéaires

Soient (X)) nen, (Yn) nen deux suites de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </, P).

Si Xy — X et Y, — Y
n—-+oo n—+oo
Alors pour tout A € R, AX,, PoXX et X,+Y, P ox+v
n—+oo n—+oo




Exercice 5 4 Prouver cet énoncé. Pour le second point, on pourra utiliser 'encadrement

;L\',f/ [an—Xl < g] n [lYn—YI < g] c [|X,,+Yn—(X+Y)| <s].
| &

p-B0

Exemple. Reprenons I'exercice 4 avec (X,), une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant

toutes une loi %([0;1]). On a

1 1 1
~(max (X, X, .., X,) + min (X1, X, ..., Xp)) == SA+0 =2

composition par une fonction continue

PROPOSITION
Soit (Xp,) nen Une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </, P).

— La suite (X;,) nen converge en probabilité vers X.

Si
— La fonction f est continue surR a valeurs réelles.
Alors fXn) = FX)
" p—too ’

Résultat admis.

Remarque. On peut affiner le théoréme en ne supposant seulement que f est continue sur un intervalle I tel que
pourtoutneN,PX, €l) =1.

44 Preuve dans deux cas particuliers

Exercice 6 Soient (Xj),, une suite de variables aléatoires définies sur (Q,«/,P) et f:R— R.
C 1. On suppose qu'il existe a € R} tel que : Vx, yeR, |fx)-fi<salx—yl.
\-’5‘ Montrer que f (Xy) n_%m fX). p.30]
} 4 2. Justifier que sila fonction f est de classe € sur R avec les variables X, a valeurs dans [a; b],
- P
alors f (Xy) T fx.

Loi faible des grands nombres

loi faible des grands nombres

THEOREME
Soient (X;)nen Une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (0, </, P) et X une variable

aléatoire définie aussi sur cet espace.

— LavariableX admet un moment d’ordre 2.

Si
— Les variables (X)) nen+ Sont mutuellement indépendantes et de méme loi queX.

Alors la suite des variables aléatoires X,,, moyenne arithmétique des n variablesX;, X, - -+, X,,, converge en proba-

bilité vers son espérance mathématique E(X). Autrement dit,

X, =

S|~

Y X L. EX).
i=1

n—+oo




Preuve. Calculons I'espérance mathématique et la variance de la moyenne arithmétique X;,. Par linéarité de I'espérance sachant
que les X; ont méme loi et sachant que les variables ont méme loi et donc méme espérance E(X), il vient

_1x nEX)
EX,) = - Y EX) = — EX).
i=1

. . — 12 V(X)
Par indépendance des variables X;, VX)) = — Z VX;) = —
n i=1 n
Appliquons I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev avec la variable X;;,
P(IX, —EX)| =€) =P(X;, —EXy)| =€) < Vi) _ VOO
Xn—EX)|z¢) =P(IXp —EXp)l =€) < ) _ngzn:;o'

D’ol le résultat.

Remarque. Loi faible des grands nombres dans le cas de la loi binomiale
Soit (Y,) nen* une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, <, P) avec

VneN*, Y, — Bn; p).

1l existe une suite de variables aléatoires (X;;) nen* mutuellement indépendantes de méme loi (de Bernoulli de para-
n . Py . y N . . .

metre p) telles que pour tout n € N*, Y, et ¥ X; soient égaux en loi. D’apres la loi faible des grands nombres, on obtient
i=1

la convergence en probabilité :

Y. p
— — 7, ol Z est une variable aléatoire certaine égale a p.
1 n—+oo

Application. Considérons une expérience aléatoire, et un événement A de probabilité théorique p associé a cette
expérience. Soit n € N*. Répétons n fois 'expérience de maniere indépendante et désignons par X, le nombre de
succes (c’est-a dire le nombre de fois ol A est réalisé). Y,, suit donc une loi binomiale de parameétres n, p.

Posons de plus,

Y
Fn(A) = —n, la fréquence empirique d’apparition de I’événement A.
n

Par la loi faible des grands nombres, on en déduit I'énoncé suivant :

COROLLAIRE interprétation d’'une probabilité

Lorsque le nombre d’expériences aléatoires augmente indéfiniment, la fréquence d'apparition F,,(A) d'un événement A
converge en probabilité vers sa probabilité théorique p. Autrement dit

veeR!, P([F,(0-p|>e] — o.

n—+oo

On a une premiére formulation mathématique de I'interprétation intuitive d'une probabilité d'un événement.

La probabilité d'un événement est la fréquence que I’on observerait si on effectuait
une infinité de fois I'expérience dans « des conditions parfaitement identiques ».

Remarques.

¢ Il existe de nombreuses versions de la loi des grands nombres. Par exemple, la loi forte des grands nombres établit
la convergence presque sir de la suite (X,;) nen (voir exercice[d1} p27).

* Nous verrons une nouvelle application avec les méthodes dites de Monte-Carlo (p.[I9).



n Convergence en loi

3.1 Rappels : représentations graphiques des lois

Cas des variables aléatoires discretes

¢ Soit X une variable finie avec X(Q) = {x1, X2, -, Xm}.

Nous avons vu que I'on peut résumer une loi d'une variable finie par un tableau. Pour chaque indice i, on indique la
probabilité P(X = x;).

On peut aussi utiliser les diagrammes en batons, en abscisse, on place les valeurs x;. Dans la suite, on s’arrange pour
que la hauteur du baton partant de x; soit telle que I'aire du rectangle s'identifie a P(X = x;).

Exemple. Ci-contre, le cas de la loi binomiale de para-
— metres n =20, p=0,3.
Notons que pour avoir la probabilité P( [Xe€la; b]]), il suffit
de sommer les aires des rectangles compris entre les abs-
cisses a et b. En particulier, la somme des aires totales des
rectangles est P(Q) = 1.
Dans notre exemple, la partie grisée a pour aire

0 2 4 6 8 10 12 14 P([X€[4;6]]).

* Lorsque X estune variable aléatoire discrete dénombrable (X(Q) = {x1, X2, , X5, *+}), on ne considere qu'un nombre
fini de valeurs {x;, x2, -, x,}. En géneral, les valeurs ot la probabilité n’est pas négligeable.

Donnons 'exemple de la loi géométrique de parametre p = 0,2 ol on s’est limité a [[0;20]].

<N
0.2
p=0.2
0.151 *
0.11
0.05 1
L
0 I I I I | I I —— 5
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Laire de la partie la plus grisée correspond a une approximation de P([X > 4]).

6



Graphe des densités des variables aléatoires a densité

Soit X une variable aléatoire a densité dont f, est une
densité. A
Laire de la partie grisée comprise entre la courbe, I'axe
des abscisses et les droites d’équation x = a, x = b cor-

respond exactement a la probabilité que X prenne les

Graph
valeurs entre a et b. azpfe

b
Aire=P([a<X< b]):f f(de.
a

Lorsque a@ — —oo et b — +oo, on retrouve bien \/\

+00
I:P(Q):f f(nde.

3.2 Définition et exemples

DEFINITION convergence en loi

Soient (X,,) nen Une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire toutes définies sur (Q, </, P).

Notons | — pour toutneN, F,,, la fonction de répartition de la variable X,

— F, la fonction de répartition de la variable X.

On dit que la suite (X;) nen converge en loi vers X, noté X, - X, si en tout point x de continuité deF :
n

—+00

Fn(x) n:»OF(x).

A Attention. Il n’y a pas unicité de la limite lors d'une convergence en loi. Si X et Y sont deux variables aléatoires
de méme loi, alors

k%4 k%4
X, — X <= X, — Y.
n—+oo n—+oo

Exemples.
* Exemple 1.

Pour tout n € N*, on vérifie que la fonction f;, définie sur R par
fa(t) = ntexp (—n2 t2/2) 1g, ()
est une densité de probabilité. Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires a densité ou f;, est une densité de X,,.
Dans un premier temps, on montre que la fonction de répartition F,, de X;, est donnée par
X X %
VxeR", F,x) = f fn(®dt = [ n*rexp(-n®1*12) dt = - exp (-n®*/2)]; = 1 —exp (-n*x*/2).
—00 0
Vérifions par le calcul que (X;,) ,en+ converge en loi vers X o X est une variable presque surement constante a 0.
Soit x € R fixé. Procédons par disjonction des cas :
— SixeR,,Fu(x)=0 — 0=F(x).
n—oo
— SixeR},Fp(x)=1—exp(-n?x?/2) — 1=F(x).
n—oo
Il n’est pas utile de considérer le cas x = 0. C’est un point de discontinuité de F.

Représentons les courbes des premiéres fonctions de répartition.



On constate que «les courbes convergent vers une F(mzl\

courbe limite » qui n'est autre que la courbe de la

fonction de répartition d'une loi presque surement Flz)=0
constante :
1 six=0
VxeR, Fx)= { .
0 sinon.

* Exemple 2.
Reprenons le cas de (X;,),en+, une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes telles que pour tout

neN*,
Xy — 2 ([0;1]).

Ftudions la convergence en loi des variables Y, = max (X;,Xo,...,X,).
Tout d’abord, pour tout x € R, on a

Fy,(x) = G(x)" ou Gestlafonction de répartion de % ([0;1]).

Soit x € R fixé. Procédons par disjonction des cas.

— Lorsque x € R}, on a directement Fy, (x) =0 e 0.
—00
— Pour x€[0;1[, onaFy, (x) =x" — 0.
n—oo

— Enfin, pour x € [1;+00[, Fy,(x) =1 — 1.
n—o0

En résumé, si F désigne la fonction de répartition d'une variable aléatoire presque surement constante, pour tout
point x de continuité de F (ici x e R\ {1}), on a
Fy,(x) — F(x).
n—oo

C’est la définition, de la convergence en loi de la suite (Y,) ,en+ Vers une variable presque surement constante en 1.

» Lexercice suivant donne un exemple ol la suite converge vers une variable non presque surement constante.

Exercice 7 4 Reprenons les notations de I'exemple précédent et posons, pour tout 7 € N*,
v
6 Mp=n(1-Yp). p.B7]
T — Etudier la convergence en loi de la suite (M) ,en* -



PROPOSITION convergence en loi

La convergence en loi de la suite (X;) nen vers une variableX impose pour tous points a, b de continuité de F

P([a<X,<b]) — P(la<X<b]).

Preuve. 11 suffit de rappeler que pour tout n €N,
P([Xn €la;bl]) = Fx, () - Fx, (@, P([Xela;b]])=Fx(b) - Fx(@
et, en tous points a, b de continuité de F,

Fx, (@ n?c;oFX(a)’ Fx,, (b) n?ooFX(b)'

PROPOSITION convergence en loi dans le cas discret

Soit X,,) nen Une suite de variables aléatoires telles que :

VneN, X,(@QcN et VkeN, P(X,=kl) — pp€l0;1l.

Alors (Xp,) nen converge en loi vers une variable aléatoire X avec

X@QcN er VkeX(Q), P(X=kl)=ps.

Preuve. Soit x € R fixé.
— Six <0 alors pour tout n € N, Fj(x) =0 et F(x) = 0. On a bien Fj (x) n:;oF(x).

— Si x=0.0n amaintenant )
X

Fr0) =PXn<x)=PXup<lx)= )Y PXn=4k).
k=0

La somme est finie, le nombre de termes est indépendants de n. On a

Lx]
Fp(x) — Y pr=Fx).
k=0

La définition est vérifiée, (X;) ,en converge en loi vers X.

Remarque. Noter que la réciproque est vraie, c’est une conséquence directe de I’énoncé précédent ot pour k€N, on
choisit [a; b] = [k —1/2;k + 1/2] de sorte que

P([a <X, <b]) =P(X, = k).

Exemple. Si X, — %B(p,) avec p, P €]0;1[. On montre que (X;)en converge en loi vers une variable aléatoire
suivant une loi de Bernoulli 9(p). En effet, seules les valeurs k € {0; 1} comptent et

P(Xp=1)=pp — p et P(X,=0])=1-P(X,=1]) — 1-p.

n—oo

9



<> Exemples Les questions 1 et 2 sont indépendantes
1. Soient n € N* et X;, une variable aléatoire de loi
Exercice 8 2 ; 2
o n-o n+cos(n) n+sin(n)
- Xn(@=1{0;1;2} et P(Xp=0])=—— P(Xp=1)=——— P(Xp=2])=———.
o W 3n 3n 3n
s p-ET]
= a) Déterminer la valeur de a.
2 b) Vérifier que la suite (X;;) ,ey* converge en loi vers une loi usuelle.
2. SoitXp — P(Ay) avec Ay — A€ RY.
Montrer que (X) ,en converge en loi vers une variable aléatoire dont on précisera la loi.
3.3 Les théorémes de convergence en loi

Reégles de calculs sur les limites

A Attention. Contrairement a la convergence en probabilité, la convergence en loi de (X;,) sen €t (Yn) nen vers X
et Y n'implique pas nécessairement la convergence de la suite (X;, +Y;,) ,en Vers X+ Y.

Exercice 9
4 Contre-exemple

19 Soit X € 28(1/2). Posons pour tout n€ N, X, =X et Y, =X. p-B7
|2 Vérifier que cela fournit bien un contre-exemple.

Remarques. Un peu de hors-programme
* On montre que la convergence en probabilité implique la convergence en loi :

P < . .
X, — X => X, — voir exercice (42} pl27).
i i S B2 p27)

Il est a noter que la réciproque est fausse. Il suffit de reprendre le contre-exemple de I'exercice précédent.

Exercice 10
<> Soient ¢ un réel et (X;) ,en Une suite de variables aléatoires réelles convergeant en loi vers

Y une variable aléatoire X. Alors la suite de variables aléatoires (Xp + ¢) ,en converge en loi vers B2
| 2 X+c.

» Lexercice s’étend avec le théoreme de Slutsky :

. & . e
SiX, - Xetsi (Yy) ,eny converge en probabilité vers une constante c, alors :
n—+oo
— (X +Y)en converge en loi vers X+ ¢
— (X, Y,)en converge en loi vers cX.

La preuve en exercice (page[27).

PROPOSITION composition et convergence en loi
Soit (X,;) nen Une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </, P).

Si | — Lasuite (X)) nen converge en loi versX.

— La fonction f est continue surR a valeurs réelles.

Alors F&) 2 f000.

10



Résultat admis.

Exercice 11

< ( 4 Cas particulier
. Justifier I'énoncé précédent dans le cas particulier o1 la fonction f est bijective croissante. »E2
Convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson
THEOREME convergence de la loi binomiale vers la loi de Poisson
Soient (X,,) nen Une suite de variables aléatoires binomiales %(n; py,) telles que
+
— AER].
RPn e RGN
Alors la suite (X,) nen converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi de Poisson 2 ()).
<
X, — Z avec Z— ZP(\).
n—+oo
44 Voici la preuve du théoreme. Complétez-la.
p k
n n
Exercice 12 SoitkeN.Pourn=k,ona P(X,=k])= (k)pnk(l - pn)”*k = (k)(l —p)" ( - '; ) .
1l —Pn
\” 1. Justifier les équivalents de chacun des facteurs lorsque n tend vers +oo (k est fixé). p-B2
V&
< k k k
o @ Pn A A n A n n
(@) ( - pn) e (;) i) InQ-pp) ~ = A=pp)” ~ e O | e T
2. Conclure.

Interprétation graphique

On trace les diagrammes représentant les lois binomiales 8(n; A/n) et de Poisson £2(A). On constate que plus n est
grand, plus les diagrammes associés aux lois 22(A) et 28(n; A/ n) se confondent.

0.3 0.3

0.1 0.1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 6 8 10 12 14 16
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N
0.4 o —
n =60
o~ . o
03 (M)
— A
0.2 B{n, —
| n
0.1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 7

Application a I'approximation

Considérons X — %(n; p), on a pour k € [[0; n]],

n

P([X:k]):(k

)pk(l _ p)n—k'

Ce produit peut étre assez difficile a évaluer numériquement lorsque n est « trés grand » et p « petit». En effet, on
doit faire le produit entre p* extrémement petit et (Z) potentiellement tres grand. Notons de plus, que les coefficients
binomiaux ne sont pas si aisés a calculer

Lidée est donc dans les cas limites (7 est « trés grand » et p « petit») d’avoir une expression approchée plus simple de
la probabilité en posant A = np et

P([X=kl)=P([Z=k]) ou Z—2PQ).
Remarque. Dans la pratique, des que n =30, p<0,1 et np < 15, on approche %(n, p) par Z(np).

Exemple. En moyenne un étudiant d’ECG fait une faute d’orthographe tous les 500 mots.
Lors d’'une rédaction de 2000 mots, quelle est la probabilité de faire plus de 5 fautes?

Modélisons la situation : la probabilité de faire une faute sur un mot est p = 1/500. On suppose que les fautes arrivent
de manieére indépendantes (c’est une hypothese forte). Lors de la rédaction, on a donc une succession de 2000 expé-
riences de Bernoulli de parametre p mutuellement indépendantes. Si X est la variable aléatoire qui compte le nombre
de fautes alors X suit une loi binomiale de parameétres n = 2000 (le nombre de répétitions) et p = 1/500 (le parametre
de laloi de Bernoulli). Ainsi, la probabilité recherchée est

k 2000—-k
; 4 2000)( ; ] (499)
P(X=5]) = 1-P(X<5])=1-) P(X=k])=1- —| | = .
) ( ) ,CZZO ( ) ,;)( k J\500/ |500

Cette somme est difficile a évaluer. On peut la calculer avec PYTHON :

n!

1. 0 alaf le — .
N pourra penser a la tormule (}’l— k)!k!

Cette formule est peu pratique a cause de la forte croissance de la factorielle.
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p=1/500

q=1-p

n=2000

print (1-(q**n+n*p*q**(n-1)+n*(n-1) /2*p*x*2*xg**(n-2) +n*x(n-1) *(n-2) /6*p**(3) xq*x*x(n-3) +n*x(n-1)
*(n-2)*(n-3) /24xp**4*xq*x*x(n-4)))

Console

>>> # script exzecuted

0.371162999567369

Comme n > 1 et np = 4. D’apres ce qui précede, on peut approximer par la loi de Poisson de parametre A = 4. Soit
Z — 22 (4), alors

PYTHON donne

lda=4
print (1-np.exp(-1lda) *(1+1lda+1lda**2/2+1da**3/6+1da**x4/24))

Console

>>> # script ezecuted
0.3711630648201266

Lerreur relative est d’environ 3 x 10~/ %. Lapproximation est ici excellente.

Exercice 13. Soit Z — Z2(A).
ef+e X +oo ka

2 Eeohr

1. a) Justifier que pour tout réel x,

b) En déduire P([Zest pair]).

2. Application. Une ligne de transmission entre émetteur et récepteur transporte des données représentées par
10000 bits (un bit est un élément de {0;1}). La probabilité que la transmission d’'un bit soit erronée est estimée
2107° et on admet que les erreurs sont mutuellement indépendantes les unes des autres. On controle la qualité
de la transmission avec un calcul de parité sur le nombre de « 1 » envoyés :

— S’ily a un nombre impair d’erreurs, un message d’erreur apparait.
— Sinon, c’est-a-dire s’il y a un nombre pair d’erreurs, la transmission est acceptée.
a) Considérons X la variable aléatoire associant a chaque envoi de données, le nombre d’erreurs lors de la

transmission, c’est-a-dire le nombre de bits parmi les 10 000 dont la transmission est erronée. Quelle est
laloi de X?

b) Calculer la probabilité qu’il n'y ait aucune erreur sachant que la transmission est acceptée.
On admettra que l'on peut approximer le probléme par une loi de Poisson.
Exercice 14

P4 4 Proposer une méthode pour simuler une loi de Poisson £2(5) uniquement a partir de la p.22

commande rd.random().

n Théoreme limite central

41 Le théoréme
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THEOREME limite central
Soit (Xp,) nen Une suite de variables aléatoires sur un espace probabilisé (Q, </, P).

Si | — Lesvariables (X;),en+ Sont mutuellement indépendantes.

— Les variables (X;,) ,en+ Ont méme loi et admettent une espérance m et une variance 02 #0.

— On note x_nzifx,- et )Tf:@(x_n—m).

=1

Alors (X_n*) = Z avec Z<— N(0;1).
neN* n—+oo
Autrement dit, pour tous a < b P([asx_n* < b]) — D(b) - DP(a) = 1 fbe—tz/zdt
’ n—co Vanda ’

oL D est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Résultat admis.
L'énoncé du théoreme central limite est parfois surprenant et w'a souvent rien a voir avec celui du pro-
\ ) 4 - | gramme.
) Rapport de Jury : Oral HEC 2021

4.2 Cas particuliers

Rappelons que si X est une variable aléatoire admettant une variance o (et donc une espérance), on définit la variable
aléatoire centrée réduite associée a X, notée X* par

X-EX)
X*=——— avec EX")=0 et VX*)=1.
o)
X—-np
Par exemple, si X—%AB(mp) alors X'=——™—.
vaup(l-p)
THEOREME de Moivre-Laplace

Si (X;,) nen est une suite de variables aléatoires suivant des lois binomiales %(n; p) avec p €10;1[, alors

X,—n
X =P L e Ze— A OD).

/np(l — p) oo

Autrement dit, pour tous a< b, on a

1 b
P([a<X,’ <b]) — @) - 0@ = \/T_nfa e 24y,

ot D est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Preuve.

Remarque. Dans la pratique, dés que n =30, np =5 et ng =5, on approche %(n, p) par & (np,npq).
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Interprétation graphique

On trace les histogrammes associés aux lois de X, * pour différentes valeurs de n (10, 50, 100 et 500). On superpose la
courbe représentative de la densité de loi normale centrée réduite.

71T
p=03 n=10 p=03 7‘ XK n =50
—— D — —— ——e
TN AT
71 N
p=03 7 ™ n =100 p=03 A ™ n =500
71 N\ 7 N

—— M\_ —

On constate que plus 7 est grand, plus les histogrammes épousent la forme de la courbe.

ey Interprétons.
% ? Soit X;, — %B(n; p). De nouveau, plagons I'his-
% Z togramme associé a la loi X, *. Laire hachu-
% rée est 'aire sous la courbe représentative de
la densité. Elle vaut donc
) :
% f f(ydt=P(la<Z<bl),
a
é%_‘—_ 1 fiim o) et Ze N
ou f:t— ——exp(—t“) et Z— ;1).
Van P

a b

Cette aire s'identifie approximativement a ’aire des rectangles compris entre les droites x = a et x = b. Or, cette der-
niére est par construction P([a <X, < b]). On en déduit 'approximation :

Exemple. La planche de Galton.
Des clous sont plantés dans une planche de maniére réguliére. On place la planche a la verticale de sorte qu'une bille

15



lachée au sommet percute les clous sous 'effet de la gravité.
e/ N/
° n

=6

IR 111 to1 1)

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5 6
On modélise la situation en supposant que lors du choc avec le clou, la bille a une probabilité de 1/2 d’aller a gauche et

une probabilité de 1/2 d’aller a droite. On suppose que les chocs sont mutuellement indépendants. Soit n le nombre
de lignes de clous. Si on numérote les cases de 0 a n, notons X la variable aléatoire, qui a une bille associe la case de

chute.
Alors X compte le nombre de fois ol la bille va a droite, X suit une loi binomiale %(n;1/2).

On peut illustrer physiquement la situation :

Lien vers la vidéo
Planche de Galton
A Attention. Ilya deux théoremes de convergence impliquant des lois binomiales. Précisons la différence :
e Dans le cas de convergence vers une loi de Poisson : 7 — +co mais np,, — A >0, sous-entendu, p,, — 0.
n—oo n—oo
e Dansle cas de convergence vers une loi normale : n — +o0o mais p correspond a une probabilité fixée strictement

positive.

THEOREME convergence des lois de Poisson

Soit (X,) nen+ Une suite de variables aléatoires telle queX;, — 22 (n\) pour tout n e N*.
Alors la suite des variables aléatoires centrées réduites (X, ) nen converge en loi vers une variable aléatoire suivant une

loi normale centrée réduite.

X, — nA
" 27 avec Z—N(O;1).

V4 n)\ n—+o0o

Xn* =

Remarque. Dans la pratique, dés que A = 18, on approche la loi 22(A) par la loi normale A (A, A).

16


https://www.youtube.com/shorts/8AD7b7_HNak

|
) %)

2 )

“d
“d

Le déterminisme laplacien Le saviez-vous

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) est un mathématicien, astronome et physicien francais. Il est I'un des principaux
scientifiques de la période napoléonienne; il a apporté des contributions fondamentales dans divers domaines allant
de la mécanique céleste a la théorie des probabilités (dont le théoréeme précédent). Philosophiquement, il fut I'un des
membres les plus influents du déterminisme.

«Une intelligence qui, pour un instant donné, connaitrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective
des étres qui la composent, si dailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données a l'analyse, embrasserait dans
la méme formule les mouvements des plus grands corps de l'univers et ceux du plus léger atome : rien ne serait incertain
pour elle, et 'avenir, comme le passé, serait présent a ses yeux. Lesprit humain offre, dans la perfection qu'il a su donner a
l'astronomie, une faible esquisse de cette intelligence. »

C’est justement la faiblesse de I'esprit humain qui rend I'utilisation des probabilités inévitables. Si tout phénomene a
une cause, on parle de hasard lorsqu’on n’est pas en mesure d’expliciter les causes et les enchainements précisément. Le
hasard n’est alors « qu'une mesure de notre ignorance ».

Tous les événements, ceux méme qui par leur petitesse, semblent ne pas tenir aux grandes lois de la nature, en sont une suite
aussi nécessaire que les révolutions du soleil. Dans l'ignorance des liens qui les unissent au systeme entier de l'univers, on
les a fait dépendpre des causes finales, ou du hasard, suivant qu'ils arrivaient et se succédaient avec régularité, ou sans ordre
apparent; mais ces causes imaginaires ont été successivement reculées avec les bornes de nos connaissances, et disparaissent
entierement devant la saine philosophie, qui ne voit en elles, que l'expression de l'ignorance ot nous sommes de véritables
causes.

Essai philosophique sur les probabilités, LAPLACE (1814).
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Méthode

4.3 Applications a I'approximation

Comment approximer une probabilité a 'aide d’'une loi normale ?

On lance une piéce équilibrée 10000 fois et on souhaite calculer la probabilité que le nombre de « PILE » soit
compris dans l'intervalle [4900;5100].

On suppose les lancers mutuellement indépendants.

Ainsi si X est la variable aléatoire qui compte le nombre de « PILE », X suit une loi binomiale de parametres
n =10000, p = % Lespérance de X est np = 5000, I'écart type est \/np(1 — p) = 50. Evaluons P([4900 < X < 5100]).
e La premiéere étape consiste a renormaliser en introduisant X* :

P([4900<X<5100]) = P([np—-100<X<np+100]) = P([-100<X-np <100])

). =
P([—zs isz]) =P(—2<X" <2]).

vnp(l-p)

 Puis, on applique le théoréme précédent.
P([-2<x <2])=P(l-2<2<2) avec Z—. (D).
Notons @ la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
P([4900 <X <5000]) = ®(2) - ®(-2) =2P(2) - 1.
ATaide de Python ou de table de la loi normale, on sait que ®(2) =~ 0,9772.

Conclusion : la probabilité recherchée vaut environ 0,9544.

Exemple. Surbooking.

Afin d’augmenter le nombre de personnes transportées, une compagnie aérienne vend plus de billets qu’elle n’a de
places en pariant sur les absences de certains de ses passagers.

Considérons un vol d'un appareil contenant ¢ = 400 places. On suppose que g = 8% des passagers ne pourront étre a
I'heure pour’embarquement. La compagnie vend n = 420 billets. On cherche a calculer le risque de surbooking, c’est-
a-dire la probabilité qu’il y ait strictement plus de passagers présents a I’embarquement que de places disponibles.

On pose X le nombre de personnes présentes a 'embarquement. Si on suppose la présence des passagers indépen-
dante les unes des autres (c’est une hypothéese forte, il peut avoir des familles, un probléeme d’acces a ’aéroport), alors
X suit une loi binomiale de parametres n, g avec p = 1 — g = 92%. Précisons que E(X) = nq = 386.4 et I'écart-type est

ox =+/npq =5.56.

I1'y a surbooking sil'événement [X > £] est réalisé.

Etape I. On introduit la variable X* :

X-EX) f€-np ¢—np
P([X>£]):P([X—E(X)>£—np]):P[ o )| Ve npq=2,45.

Etape II. On applique le théoréme limite central (n >>1). Si Z— .4/(0;1), on a

¢—np
vnpq

En utilisant les tables ou sa calculatrice, il vient P([X > 2]) =~ 0.007. Il y a moins de 1% de chance de rencontrer du
surbooking sur ce vol.

P(X>0)=P

[X* > ):P([Z>2,45]):1—P([Zs2,45])=1—¢>(2,45).
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“ Applications avec Python

5.1 Simulation d’une loi normale par la méthode des 12 uniformes

D’apres le théoréme limite central, si (X;),, est une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes
% . ., ~ . )
suivant une loi uniforme sur [0; 1], la variable aléatoire X;, centrée réduite associée a la moyenne arithmétique des
variables Xy, ...,X, converge en loi vers la loi normale .4(0, 1).

++
Exercice 15 1. En se limitant a douze variables Xi, ..., Xj2 suivant des lois uniformes, écrire une fonc-
( tion Python qui renvoie une simulation de la loi normale centrée réduite.
- 2. En déduire une seconde fonction qui prend en arguments , o, m et renvoient m simu- p-

lations d’'une loi A (i, 02).

= 3. Tester votre programme en superposant sur une méme figure I’histogramme de 2000
simulations de loi .4 (1,4) et la densité de cette loi.

5.2 La méthode de Monte-Carlo pour I'approximation d’intégrales

e Principe

Considérons :

1
— g:[0,1] — [a; b] une fonction continue dont on souhaite calculer 'intégrale f g(ndz.
0

— (Uj);en une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi uniforme sur [0, 1].

— Pourtouti €N, onpose g (U;). D’apres les lemme de 1'égalité en loi et le lemme des coalitions, les variables sont
indépendantes et de méme loi.

Par le théoreme de transfert, les variables X; = f (U;) admettent toutes une méme espérance donnée par

1
E(X;) =f0 g(ndr.

De méme, ces variables admettent une variance et la loi faible des grands nombres donne

Xy 4+---4+X 1
Q P E(Xl):fo g(ndr.

n n—+oo

Des lors, pour calculer une valeur approchée de I'intégrale, on peut simuler un grand nombre de fois les variables U;,
calculer les images f (U;) et en faire leur moyenne arithmétique.

4 Lathéorie : estimation de la probabilité de 'erreur
Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans [a; b].

1. Pour quelle valeur de m, E((X - m)?) atteint son minimum? Avec m = %b, déduire :
Exercice 16

- V(X)<(b—a)2
<=

‘- p-B3]

2. Enreprenant les notations du début, justifier que

VeeR}, P

1 1 n
ndt-— U
[y g £ g0y

(b-a)?
ik 4ne? )
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4 Lapratique

Exercice 17 I 4
“ On pose I= f dr.
- 0 1+¢2
i p
\ > 1. Donner la valeur explicite de I. En déduire, une fonction Python qui prend en argument '

n qui permet d’approcher I.

2. Déterminer n afin d’obtenir une valeur 4 1072 prés de I avec une probabilité d’au moins
95%. Commenter.
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"N Exercices - TD ,"C

1 & )
Révisions

Exercice 18. 4 Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Montrer que xP(X > x) = 0.
X—+00

>> Solution p. 22

Exercice 19. 4+ Estimation
Une urne contient une proportion p de boules blanches. On souhaite obtenir expérimentalement une approximation de p. Pour
cela, on effectue n € N* tirages avec remise et on note X, le nombres de boules blanches obtenues au cours de ces 7 tirages. On
suppose les tirages mutuellement indépendants.

1. Donner laloi de X,. Préciser I'espérance et la variance.

1

X
2. Justifier que pour tout réel € > 0, P (| L p| = x—:) S—
n 4ne

3. Combien de tirages faut-il effectuer pour pouvoir affirmer, avec un risque inférieur a 5%, que la fréquence d’obtention de boules
blanches au cours des n tirages differe de p d’au plus 1%?

> Solution p.[34]

Exercice 20. ¢4 Les souris mutantes
Un laboratoire éléve des souris dont 1/4 sont mutantes. La durée de vie d'une souris mutante est une variable aléatoire dont la
moyenne est de 3 ans avec un écart-type de 9 mois, mais elle ne vit jamais plus de 4 ans. La durée de vie d'une souris normale a une
moyenne d'un an, avec un écart-type de 6 mois. On ne prend en compte que les souris dont la durée de vie est strictement positive.

Une souris est vivante au bout de deux ans. On note « la probabilité qu’elle soit mutante.

On considere 'événement M : « La souris est une souris mutante »et on note X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la
souris.

PMn[X=2
1. Exprimer w en fonction de a.
PMn[X=2])

2. En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, donner une minoration de a.
> Solution p.[34]

Exercice 21. 44 Inégalité de Chernov

1. Soit t € R} . Soit X une variable aléatoire discréte telle que e'X admette une espérance. Montrer, a I'aide de I'inégalité de Markov,
que pour tout a € R,

E(eX) |

2. Soient neN* et p <—:] 0,1[. On suppose que X — ZB(n, p).

a) Montrer que pour tout 7 € R, e admet une espérance et que :
E[etX] =(1-p+pe)”.

b) Etudier les variations de la fonction f: t — (1 - p)e_% + peit sur R} . En déduire que f admet un minimum sur R}, égal a
2y/p1-p).
R n
©) ATlaide dela question 1, montrer que P(X=> ) <2"(p(1-p))2.
> Solution p.[35]

Exercice 22. 44 Comparaison entre la médiane et 'espérance
Soit X une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (2, «/,P). On suppose que X admet une variance.

E[(X—E(X) +[3)2)

1. Soienta e R}, peR*. Démontrerque  P(X=EX) +al) <
(a+p)?

VX)

2. Avecp=V(X)/a, en déduire que  P(X=EX) +al) < Vs
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3. On suppose dans cette question que X est une variable aléatoire a densité.

a) Justifier qu'il existe un réel m tel que

Un tel réel est une médiane deX.
b) Alaide dela question 1, justifierque:  |m-EX)| <oX).
> Solution p.[5]

Convergences en probabilité et en loi

Exercice 23. 44 Soit (X;;) ,en* Une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli de parametre

p €10,1[. Pour tout n € N*, on pose :
n

ZYi.

1
Y, =X, +Xp41 et Tp=—
n iz
i=1
1. Calculer I'espérance et la variance de T,.
2. Peut-on appliquer la loi des grands nombres pour étudier la convergence en probabilité de la suite (T,) e ?
3. Justifier que (Tj) ,en* converge en probabilité vers la variable aléatoire presque stirement constante.

> Solution p.

Exercice 24. 4 Chaine de markov : évolution d’un titre boursier
Dans une bourse de valeurs, un titre peut monter, descendre ou rester stable. On modélise I'évolution du titre.

— Siunjour n, le titre monte, le jour suivant, il montera avec la probabilité 2/3, restera stable avec la probabilité 1/6, et baissera
avec la probabilité 1/6.
— Siunjour n, le titre est stable, le jour 7+ 1, il montera avec la probabilité 1/6, restera stable avec la probabilité 2/3, et baissera
avec la probabilité 1/6.
— Siunjour n, le titre baisse, le jour 7 + 1, il montera avec la probabilité 1/6, restera stable la probabilité 1/6, et baissera avec
la probabilité 2/3.
Le premier jour, le titre est stable.

P11 P12 P13 2/3 1/6 1/6
Les probabilités sont spécifiées par une matrice dite de transition: M= | p21  p22 p23|=[1/6 2/3 1/6].

P31 P32 P33 1/6 1/6 2/3

p2,2

pa1 Titre
’ stable p32
P33
Titre P31 Titre
en hausse en baisse
<+
P1,3

On souhaite connaitre I’évolution de ce titre. Pour cela, on introduit pour tout n € N*, la variable aléatoire aléatoire X;, définie par

1 siletitre donné monte le jour n PX,=1)
Xn = 0 siletitre est stable le jour n et Uy,=|PX;=0)
—1 sile titre donné baisse le jour n. PX;=-1)

1. a) Vérifier que Upu+1 =MUy,.
b) En déduire U;, en fonction de M et Uj.

2. Donner laloi de X;.
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Editeur

3. Justifier que (X;;)5; converge en loi vers une variable aléatoire X.

PX=1)
4. ComparerMUetUou U= | PX=0) |.Commenter.
PX=-1)

>> Solution p.

Exercice 25. <> Pour n € N*, on considere une variable X, dont la loi est donnée par :
1 1
Xp @ ={0,n, PXp=0=1-— et PXy=n=—.
n n

Etudier la convergence en loi de la suite (Xp) e+ et la convergence de la suite numérique (E(Xy,)) nen - Commenter.
> Solution p.[37]
Exercice 26. 4 Soit (X;) ,en* une suite de variables aléatoires telles que pour tout n € N*, X, — A (1;1/n).
1. Etudier la convergence en loi de la suite (Xz) yens-

2. Expliquer et commenter le programme Python suivant.
La commande sp.ndtr(x) renvoie ®(x) oit @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

> Solution p.

import scipy.special as sp

import numpy as np o8

def Fnormal(x,k): 0.6
return sp.ndtr (k**(1/2)*(x-1)/2)
x=np.linspace(-3,5,100) 0.4

for k in range(1,50,3)
y=Fnormal (x, k)
plt.plot(x, y)
plt.show ()

0.2+

0.0+

=) -2 =il 0 1 2 3 4 5

Exercice 27. ¢4 Pour tout n € N, on considére X;;, une variable aléatoire suivant une loi normale A4 (0, o nz) et X qui suit une loi
normale 4 (0,62) avec 0, 0 strictement positifs. On suppose de plus que les variables (X;,) nen sont mutuellement indépendantes.
Montrer |’équivalence entre :

* i) Lasuite de variable aléatoire (X;) ,eny converge en loi vers X.
e ji) Lasuite de réels (0) e converge vers a.

> Solution p. 22

Exercice 28. 4 Soit (Uj),en+ une suite de variables indépendantes et de méme loi uniforme sur [0, 1]. Soit Y — &(1). On pose
Zn =min (Uy,...,Up).

1. Montrer que la suite (nZ;) converge en loi vers Y.
2. Soit X — &(1). Déterminer la loi de Z = e X,

3. On consideére une suite (X;),en+ de variables aléatoire indépendantes suivant toutes la méme loi exponentielle de parameétre
A>0.

Déterminer la limite en loi de la suite (nT;) olt T;; = min (e_)‘x1 . e_)\xﬂ).

> Solution p. 22

Exercice 29. 44 Convergence en loi avec des lois de Cauchy
Pour tout n € N*, on pose

VIeR, =
el 0= e

1. Justifier que f; est une densité de probabilité. Soit X;; une variable aléatoire dont f;, est une densité.
2. Peut-on appliquer I'inégalité de Markov a X, ?

3. Donner la fonction de répartition de X;;. En déduire la convergence en loi de la suite de variable aléatoire (X) ;.
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> Solution p.

Exercice 30. ¢4 Variante de laloi faible des grands nombres
Soit (pn)neN* une suite de réels appartenant a [0,1] et (X;;),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes. On suppose que
pour tout k € N*,X;. suit une loi de Bernoulli de parametre pj. On pose pour tout n € N*,

1 n
Ypo=—) X; et mup=—) pj.
ni=1

1. a) Montrer que pour tout k€ N* : V(X) < %. En déduire, pour tout n € N*, une majoration de V(Y,;). On admet que la variance
d’'une somme de variables de Bernoulli indépendantes est la somme des variances.

b) En déduire, a I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que, pour tout € > 0,

P(Yp,—mpl<e) — 1.
n—oo

2. On suppose que la suite (my) ,en+ converge vers m.
a) Soit € > 0. On suppose |m, —m| < % Comparer les événements [IYn —mpl < %] et [[Yy; — m| < €]. En déduire que

€
P(lYn—mn|<E)sP(IYn—m|<£).

b) En déduire la convergence en probabilité de la suite (Yz) en*-
>> Solution p.

Exercice 31. ¢ Convergence de loi discrete vers une loi a densité
Pour tout 7 € N*, on considére la variable aléatoire discréte X, — % ([[1; n]]). On pose Yy, =Xy /n.
Justifier que la suite (Yy) ey converge en loi vers une variable aléatoire que I'on précisera.
Indication. On pourra utiliser l'expression de la fonction de répartition deX;,,

Lx]
Vx€[0;n], Fn(x):7.

> Solution p.[39

Exercice 32. 4 Soit A € N*. Pour tout entier n > A, on considére une variable aléatoire X;; suivant une loi géométrique de
parametre % Etudier la convergence en loi de la suite (Y;,) définie par

Yn=
n

> Solution p. 22

Exercice 33. 44 Un classique D'apres EMLyon 2017
On considere la fonction f définie sur R par:

sit<0

0
VieR, f(t):{ 2 N
e sit=0

1. Montrer que f est une densité de probabilité.

2. On consideére une variable aléatoire réelle X a densité, de densité f.
a) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
b) Lavariable aléatoire X admet-elle une espérance? une variance?

3. On considere une suite de variables aléatoires réelles (X;) ,en* A densité, a valeurs strictement positives, mutuellement indé-
pendantes, dont chacune a pour densité f.
On définit, pour tout n de N*, les variables aléatoires M, = max (Xy,...,Xy) et Z;, = Mln

a) Déterminer, pour tout n de N*, la fonction de répartition Fyj, de Mj.
b) Justifier:
1 T
Yu€]0;+oo[, Arctan(u) +Arctan(;) =3 et Arctan(u) ~o u.
u

—

¢) Montrer alors, pour tout n de N* :

2 x\\"
V x €]0; +ool, P(Znsx):l—(l——Arctan(—]) .
T n
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d) En déduire que la suite de variables aléatoires (Z;) ,en* converge en loi vers une variable aléatoire a densité dont on recon-
naitra la loi.

>> Pour une version similaire, voir EDHEC 2019 Exercice 2.
> Solution p.[39]
Exercice 34. ¢4 Convergence en loi et fonctions génératrices
On considere une suite de variables aléatoires (X;) ,en €t X, définies sur le méme espace probabilisé, a valeurs dans [[xg, x;;]]. Les
fonctions génératrices sont définies sur R par

m m
Gx, (0= Y P(Xn=2x)-t° et Gy =Y PX=xp)-tk.
k=0 k=0

1. Vérifier que, si (X,) ,en converge en loi vers X, alors :

VxeR, G, (x) T Gx(x) ()

2. Lobijectif de la suite, est d’établir la réciproque. On suppose donc que la propriété () est vérifiée. On pose de plus

X0 X0 X0
X1 X1 X1
A= € Mm+1®)
1 xm xm® ... xm™

a) Notons Cyp,Cj,...,Cs, les m+ 1 colonnes de A. Justifier que les colonnes de A forment une famille libre, en déduire I'inver-
sibilité de A.
b) Soit k € [[0; m]]. En déduire que la suite (P (X, = k)) ,en converge. Notons €, la limite.

©) Montrer que les réels (€x)o<rem
toires (X;,) pen converge en loi.

sont les coefficients d’'une loi de probabilité, et en déduire que la suite de variables aléa-

3. * Application.
On dispose d’'une infinité de boites B1,Bo,..., By, ...
Dans By, il y a des boules blanches en proportion p;, et des boules noires en proportion g, = 1—pj,. On effectue successivement
dans chacune de ces boites m tirages avec remise, m € N*.
Soit X, le nombre de boules blanches tirées dans la boite Bj,.
Donner une condition nécessaire et suffisante de convergence en loi de la suite (X;;) ,en*, €t reconnaitre la loi limite, lorsque
cette condition est remplie.

> Solution p. 22

Approximations

Exercice 35. ¢4 Aiguilles de Buffon

On dispose d'un sol recouvert de parquet, dont les lattes ont une largeur de 20 cm. On dispose aussi de grandes aiguilles, dont
la longueur est égale a 20 cm. On admet que si on laisse tomber une aiguille par terre, la probabilité que I'aiguille soit a cheval sur
deux lattes est égale a %

1. Proposer une expérience, a base de lancers d’aiguille, permettant de donner une approximation de % (dont on déduira une
approximation de 7).

2. De facon théorique, et en utilisant la valeur de m, combien de lancers faudrait-il réaliser, approximativement, pour obtenir une
approximation de % amoins de 0,01 valable avec une probabilité de 95%?
Données : ®(1,645) = 0,95, ®(1,960) = 0,975.

> Solution p.

Exercice 36. ¢ 44 Approximation de n viala méthode de Monte Carlo d’apres oraux ESCP 2014
Soit (Up) pen €t (Vi) nen+ deux suites de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P) et toutes de méme loi
uniforme sur [0, 1]. On suppose que toutes les variables U, et V,, (pour n € N* ) sont indépendantes.

1. Pour toutréel x €]0,1], calculer I'intégrale :

x 1
J(x) = f —dt.
@ 0 t(x—1)

On pourra justifier et utiliser le changement de variable (a x fixé) :

X X
@:]-n/2,n/2[-R, 0—t=—sinb+ —.
2 2
2. a) Déterminer laloide U%.
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b) Justifier que la variable U% + V%, possede une densité i, que I'on exprimera sous forme d'une intégrale.
¢) Déterminer h(x) pour x € [0, 1].

3. Onpose:

VneN*, )
sinon.

1 siUz2+V,2<1
X, =
0
Déterminer la loi de Xj;.
4. a) Prouver que la suite (Z,,) ,en+ définie par Vn e N*,Z, = % i X}, converge en probabilité vers la constante n. C’est-a-dire,
k=1
pour tout € € R},
P(Zy,-nlz¢e) — 0.
n—oo

b) Soita€]0,1[et 5> 0.
Montrer qu’il existe un entier ng, qu'on exprimera en fonction de «a et §, tel que

Vnznyg, P(Zp-7nl>8)<a

¢) En déduire un programme Python qui donne une approximation de 7.

> Solution p. 22

Les inclassables

Exercice 37. 44 Application de la formule de Stirling D'aprées EDHEC 2007
On consideére une suite (X;) ,en+ de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé (2, <7, P), mutuellement indépen-

dantes, et qui suivent toutes la loi exponentielle de parametre 1. On pose S, = f X
k=1
1. Rappeler quelle est la loi suivie par S;;. Donner l'espérance et la variance de Sy.
R 1
2. ATlaide du théoreme central limite, établir que P (S, < n) it

3. En déduire la valeur de
n tn—l
e ldr.

im
n—+ooJg (n—1)!
n!
n—+00 znn+1 :
1

b) Onadmet que n! =z v2nnn'*e™". En déduire un nouvel équivalent de [ 2" leT M dz.
o0 0

1
4. a) Utiliser le résultat précédent pour montrer que f 2" le™dz
0

> Solution p.[&0]
Exercice 38. ¢4
Soit (X;) zen* une suite de variables aléatoires indépendantes telles que : X;, — %8 (n, %) .
1. CalculerP(X, < %).
[n/4] n
2. En utilisant le théoréme de la limite centrée déterminer un équivalent de u; = Z k 3n=k,
k=0
> Solution p.[&0]
Exercice 39. 444

1. Enappliquant le théoréeme limite central a une suite de variables aléatoires indépendantes (X;;) suivant toutes une loi de Poisson

22(1), démontrer que

n ,k
-n n 1

e — —.
i—o k! n—oo2

2. Ecrire la formule de Taylor a la fonction exponentielle entre 0 et 1, en déduire
n n!
f e 't"dt ~ —.
0 n+oo 2
> Solution p. 22

Exercice 40. Amélioration de la méthode de Monte-Carlo, Réduction de la variance par méthode des variables antithétiques.
Soit f, une fonction continue dont on souhaite approcher

1
1:[ fnde.
0
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La méthode de Monte-Carlo part de I'égalité I =E(f(U)) ot U — 2 ([0;1]).
Dans la suite, on pose g définie sur [0;1] par g(¢) = (f () + f(1—1))/2.

1. Vérifier que I=E(g(U)).
2. Comparer les variances de f(U) et g(U).

3. Reprendre I'exemple précédent avec g. Comparer les deux méthodes.

Compléments théoriques sur les différentes convergences

Exercice 41. 444 Convergence presque siir
Soient (X;;) ,en Une suite de variables aléatoires et X une variable aléatoire. Toutes les variables sont définies sur un méme espace
probabilisé (Q2, «/,P). On dit que la suite (X;;) converge presque stirement vers X si :

P({w eQ: nh—I»goX”(w) =X(u))}) =1.
Justifier que si la suite (Xj;);; converge presque stirement vers X, alors elle converge aussi en probabilité vers X.

Exercice 42. ¢ 44 Laconvergence en probabilité implique la convergence en loi d'apres oraux HEC
Soient (X;) ,en* €t X des variables aléatoires définies sur un espace probabilisé (Q, o7, P) telles que (Xj;) ,en* converge en probabi-
lité vers X. On note F;, la fonction de répartition de X, et F la fonction de répartition de X.

Soit x un point de continuité de F, et soit § > 0 fixé.
1. Montrer qu’on peut choisir € tel que F(x —¢€) > F(x) —d et F(x +€) < F(x) + 6.
2. Montrer que
Xp<xlcX<x+e]ul[|lX;—X|>¢€].
Montrer de méme que
X<x-elcXy<x]u[lX;—X|>¢€].

3. En déduire que
Fu(x) <Fx)+6+P(X;—X|>¢€) et F(x) -0 <Fu(x) +P(X;;, —X| >¢).

4. Conclure en prouvant que la suite (Xy) ,en+ converge en loi vers X.
Exercice 43.Preuve du théoréme de Slutsky

afaire
Exercice 44. Probleme IV - Inégalités de Markov et de Cantelli Dans ce probleme, on se place dans un espace probabilisé

(Q,<7,P) et on note X : Q — R une variable aléatoire telle que E(X) = m € R et [E(XZ) = g2 + m2. Pour tout € > 0, on introduit la
variable aléatoire Ye : Q — {0, 1} définie pour tout w € Q par

1 siX(w)]>e¢

Y, =
e(©) {0 si [X(w) <e

IV.1) En posant pe := P([IX| > €]), donner I'expression de E (Y¢).
IV.2) Montrer que pour tout a € [0,2],E (|X|%) = E (|X|4Ye).
IV.3) En déduire I'inégalité de Markov : pour tout € > 0 et pour tout a € [0,2],

E(1%)

P(IXI > e < —

IV.4) Montrer que pour toute >0 et a>0,P([X—a>¢€]) <P([IX—-«af > €]).
IV.5) En utilisant 'inégalité de Markov, montrer que pour toute >0et A >0,

02 +\2

P(X-m+A>e+A]) < PSR

IV.6) Apres avoir fait I'étude de la fonction A € [0,00 [— (02 + )\2) /(e +A\)2 , montrer que pour tout & > 0, la meilleure majoration

est donnée par
2
P(X-m>eg¢]) s —.
€2 + 02
IV.7) En vous inspirant des questions précédentes, montrer que pour tout € > 0,
o2

P(X-m<-¢]) s 5—.
i NS5
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IV.8) En déduire I'inégalité de Cantelli : pour tout € > 0,

2
PIX-m|>e¢]) < 2102
1V.9) Pour quelles valeurs de € > 0, 'inégalité de Cantelli est-elle préférable a celle de Bienaymé-Tchebychev?

Exercice 45. Soit A > 0. Si X;; est une variable aléatoire de loi géométrique de parametre A/n, alors X;, converge en loi vers une
variable exponentielle de parametre A lorsque n — oo (c’est-a-dire que pour tout x = 0 on a P (X;; < x) — P(Z < x) ou Z est une
variable aléatoire exponentielle de parametre A ).

Exercice 46. Oruax HEC BL 2021

Soient I un intervalle non trivial de R et f une fonction définie sur I.

On dit que la fonction f vérifie la propriété £ sur I s’il existe un réel k € R*" tel que

Vi, ) €2, [f(x) - fO)l<klx—yl.

1. Question de cours. Rappeler I'égalité et I'inégalité des accroissements finis.
2. (a) Montrer que les fonctions sinus et valeur absolue vérifient la propriété #; sur R.
(b) Montrer que I'on ne peut pas trouver de réel k € R** tel que la fonction racine carrée vérifie la propriété £} sur [0, 1].
(c) Montrer que s'il existe un réel k € R** tel que f vérifie la propriété £ sur1, alors f est continue sur I.
3. Soient un réel k €]0,1 [, f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété £ sur R et (1) la suite définie par la donnée
de ug € R et par la relation
vneN, upt1=f(upn).

(a) Montrer que
VneN, lupsr—unl <k™lur—ugl.

(b) En déduire que la suite (u5;) converge vers une limite notée ¢ et vérifiant f(£) = €.
4. Soient un réel k €]0,1[, f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété £ sur R et (Ty) nen Une suite de variables
aléatoires a densité définies sur un méme espace probabilisé (2, «Z,P) et telles que

vneN, Tper=f(Th).

Soit ¢ la limite trouvée a la question 3 .
(a) Soite > 0. Pour tout n € N, on pose A, = [k" [To — €] = €]. Montrer que

lim P(A;) =0
n—+oo

(b) Montrer que
Ve >0, lim P(|T,;—-¢=¢€)=0.
n—-+oo

(c) Pour tout n € N, on note Fr,, la fonction de répartition de la variable Tj,. Montrer que

VxeR-{f}, lim Fr,(x)=F(x)
n—+oo

ol F est la fonction de répartition d'une variable aléatoire X dont on reconnaitra la loi.
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jgv . ° °
- i Indlcatlons et SOlutlonS
n='u |
1 1 '
de personnes connaissant le bon ordre. On sait que :
nYy, — %(n;1/100).
On a d’apres le cours :
Exercice[l] p-B n
E(nY,) = ——, puis, E(Yy)=—
1.(a) Raisonnons dans un premier temps sur les événements. 100 100
(Iz= Zi])i <1 est un systéme complet d’événements. Ainsi, 1 99
VinYp)=n-— —,
[ZzA] = Qn[Z=A] 100 100’
- Vo 2 Yo _ 99
= ou, =
(H[Z “il ) 2= " n? 104n
Z=A = [ |(IZ=z]n[Z=A]). 2. On cherche 7 tel que
i€l

Rappelons que J est 'ensemble des indices i pour lesquels

ziz A
Soitiel.
— Siie],alors, [Z=2z;INn[Z=A=[Z=z;].
— Sinon, i ¢]J, et Z=z]INn[Z=A] =
On obtient : Z=AN=]]1Z=27].
i€]

Les événements sont deux a deux disjoints, par la propriété
d’additivité d'une probabilité, on a la convergence et I'éga-
lité :

P(Z=A]) =) P(IZ=z]).

i€]

1.(b) Par définition de 'espérance :

EZ) =) z;P([Z=z]).
i€l
Puis,
AP(IZ=A]) = AY_P(Z=2z))
i€]
= Y AP([Z=2;])
i€]
par
< ,ZE]Zl (Z=2z) (def‘ggt}mn)
AP(Z=A]) < ) z;P([Z=2z]) = E@).
i€l

Précisons que la derniere majoration est vraie puisque toute
probabilité est positive et pour tout indice 7, z; = 0. Z est une
variable aléatoire positive.

E(Z)
P([Z=A)<s —.

Finalement,
A

Exercice[2]

p-2

1. Si on suppose que les personnes sont choisies de manieére
mutuellement indépendantes, alors nY, compte le nombre
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P([0,009 <Y, <0,011]) = 0,9
De plus,
(0,009 <Y, <0,011]

[-0,001 <Y, —0,01<0,001]

[-1073 <Y, —E(Yy) <1073]

[IY, —E(Yn)<1073].
Lévénement complémentaire est :
[|Yn ~E(Y,)|> 10*3],
On cherche donc n tel que
P([IV, - EYp) 2107°]) <1-0,9 (o),

D’apres l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on sait que
]) < V(Yn) ,

(10-3)?

P[[|Yn ~E(Yp)[=1073

11 suffit de trouver n tel que
V(Yn)
(1073)

On effectue I'application numérique a 'aide des calculs de
la question 1, on trouve

s U, 1.
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Ce qui conclut.

Exercice[3] -2 Exercice p-

Remarque. Rappelons que l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev s'utilise :
— soit pour majorer la probabilité d'un événement de la
forme [IX-EX)| = €], ou inclus dans un tel événement;
— soit pour minorer la probabilité d'un événement de la
forme [|[X—EX)| < €], ou contenant un tel événement.

 Si A =0, le résultat est clair. On suppose donc A € R*. Soit
eeR},ona

€

P (X, —AX| > &) :P(IXH—XI > —) — 0 car Xp — X
|A| ) n+oo n—-+00

* Soit € € R}. Soit 7 € N. Par inégalité triangulaire

1.[2<X<10] = [IX-6|<4] = [[X-EX)|<4] > [X-E <4].
[ 1= X~ 6] <4] = (X~ EX)| <4] > X~ EX)| <4] X+ Y (X)) < oy —X] & 1Yy -],

Donc
V) on en déduit que
P(2<X<10)2P(|X—E(X)|<4)>1—4—2. . .
X, —X| < 5] n [IYn—YI < Z] c [|Xn Y, — X+ <s].
. 7
Ce qui donne P2<X<10> 2. Par passage au complémentaire
€ €
2.[5<X<7]=[X-6| <1]=[X-EX)| < 1]. Donc (Xn+Yn - X+Y)| =€l [IXn -X|= 5] U [IYn -Yl= 5] :
_ v
P5<X<7)=P(X-EX|<1)>1- 22 Puis par croissance de la probabilité
. € €
Ce qui donne PG<X<7)>-1. OsP(IXn+Yn—(X+Y)|ZE)sP(IXn—XI25)+P(IY,,—Y|>z).
Cette minoration n’apporte rien. @ Noter l'utilisation de l'inégalité
3. [X < 7]. Cet événement n'est inclus dans aucun événement
de la forme [[X - E(X)| = €], et ne contient pas d’événement P(AUB)=P(A) +P(B) -P(AnB) <P(A) +P(B).

delaforme [ X-E(X)| < €]. On ne peut pas appliquer /'inéga-
lité de Bienaymé-Tchebycheuv.

4. [IX-6] = 1] = [[X—EX)| = 1]. Linégalité de Bienaymé-
Tchebychev donne

Or on a les convergences en probabilité

€ €
P(lxn—X|>—) —. 0 et P(|Yn—Y|>—] — 0
n—oo 2

2 n—oo

VX PPN ) .
P(X-EX)|>1) < 1(2) ) Concluons par le théoréme d’encadrement
P(Xp,+Y,-X+Y)=¢e) — 0.
D’olu n—oo
P(X-6l=1)<2.

Exercice -
Cette majoration n'apporte rien. B b

5.X=z11lcX<1]uX=11] = [X-EX)| =5]. D’'out

1. Soit € > 0. Par hypothése sur f,

4
PX>11) <P(X-EX)|>5) < . |f Xn) = fX)] < olXn = XI.
P y . PY D'Oil €
6.[X = 4]. Cet événement n’est inclus da.ns aucun (?V(,enement [an —X| < _] c ” fXn) - f(X)| < e]
de la forme [|[X—-EX)| = €], et ne contient pas d’événement o
de la forme [|[X—-EX)| <¢€]. On ne peut pas appliquer l'in- puis par passage au complémentaire

égalité de Bienaymé-Tchebychev. e
[1Xn=X1> — | > [ %)~ 0] €],

Exercicefd r-B et par croissance de la probabilité

Justifions que (Z), converge en probabilité vers une
variable aléatoire presque surement constante a 0. On a vu
que pour tout x € R

P(IXn—XI > E) >P(|f Xn) - fO0| > €) 0.

Or (X;;) converge en probabilité vers X, donc

1—an(x)=(1—F(x))n. e
P(IXn ~X|> —) =0

Ainsi pour tout € €]0; 1], o

s . et par encadrement

P(Zyl=€)=P(Z,>¢€) (Z, estadensité)

=1-Fy, () P(|fXn) - fX)|ze) — 0.
=(1-F@®)" Ce qui conclut.
= (1—3)”,;500 car1-e€]0;1[.
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Remarque. Justifions que f est continue sur R.
Soita e R.
alx—al — 0,
X—a

par encadrement

If(x)—f(a)lxj;lo.

Puis f(x) s f(a). La fonction est donc continue en a. Ce

calcul étant valable pour tout a € R, f est continue sur R.
2. La fonction f de classe € sur le segment [a;b], donc le

maximum de | f'| sur [a; b] existe. Posons

!
o= max 1.
tela;b) lf @

D’apres I'inégalité des accroissements finis :
Vxyela;bl, |f(x)-fl<alx-yl

On conclut alors comme précédemment.

Exercice[7] p-E
On avu que
0 six<O
VxeR, Fy,(x)= x"  sixe[0;1]
1 six=1.

Soit n € N*. Précisons la loi de M,,. Pour x € R

Fm, (X) =P (Mp < x)
=Pn(1-Yu) <x)

=P(1-Yy <2

n

:P(l—%sYn)

:l—P(Ynsl—%) Y, est a densité
Fyp, () =1—Fy, (1—%).

— Six<0,Fy,x)=0 — 0.
. n—oo

— Slle,FMn(x)zln:;ol.

— x€e[0;n],1-x/ne(0;1] et

x\n
Fu, (0 =1- (12"
Précisons la limite lorsque n — +oco
x\n
Fy, (x) = 1- (1—;)

=1 —enln(l_%)

—x+o(1) __| 1 -X

Fy,(x)=1-e o le

par continuité de la fonction exponentielle.
On constate que si X suit une loi exponentielle de parametre
1, alors pour tout x € R,

Fam, (0 — Fx(x).

Par définition (My),,en converge en loi vers une variable X
suivant une loi &(1).

31

# Un test

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

def Fxn(x,n):
if x<0 return O
if x>n return 1
else

return 1-(1-x/n)**n

X=np.linspace(-1/2,2.5,200)

for n in range(1,7):
Y=np.zeros (200)
for i in range (200):

Y[i]=Fxn(X[i],n)

plt.plot(X,Y,label=n)
plt.legend ()

plt.show ()

Exercice p-

1.(a) Soit n € N*. Les événements [X; = 0], [X,; = 1] et [X;; = 2]
forment un systéeme complet d’événements. En particulier,

P([X,, = 0]) +P([Xn = 1]) +P([Xn = 2]) =1.
Or, cos(n)2 + sin(n)2 = 1. Nécessairement,
a=1.

1.(b) Par encadrement, on a les limites

1 1
P(Xn=0)) = = PXn=1) =2 3

La suite (X;) ,en* converge en loi vers une variable aléatoire
suivant une loi uniforme discrete sur {0;1;2}.

2. Soit Z — Z2(A). Par définition de la loi de Poisson, pour tout

keN,
k

A
— i =e A
P(iZ=K)=e .
Soit k € N. Par continuité de 'application ¢ — e 1K/ k!, on
trouve

k
A

)\n—’A = € F

n—oo

Ainsi, P([Xy =kl) — P(IZ=KkI).

—00



La suite (X;;), converge en loi vers une variable aléatoire qui
suit une loi de Poisson de parametre A.

Exercice[9]

p-[I0]

< < . A
OnaX; — XetY; — XmaisXetYayantméme
n—+oo n—+oo

loi,onaaussiY,; — Y.
Regardons maintenant les sommes

Xp+Yp=2X Z 2X.
n—+oo

Pourtant X+Y =1 et 2X et 1 n'ont pas méme loi. Pour dé-
tailler, on peut écrire

1 1 1
FXn+Yn E =Fox 5 =P 2X$§
:PO(:O):p
1 1
et FX+Y z =P X+Y$§ =0.

En particulier

1 < 1
Fx,+Y, > n_/:'oowa 3]

Il n’y a donc pas convergence en loi.

Exercice[I0] p.

Posons Y =X+ c. Soit Fy, sa fonction de répartition.
Pour x € R

Fy(x)=P(y<x)
=PX+c<x)=Fx(x—-o).
Si Fx est continue sur I'ensemble Cy, Fy est continue sur
Cy={x-c xeCx}.

Posons pour tout n €N, Yy = x5 + c. Pour tout x € R

Fy, ) =P, <x)=PXp<x-o0)
=Fx, (x—o0).

Or en tout point ¢ € Cx de continuité de Fx
Fx, (1) n:;oFx(t).
On en déduit que pour tout x € Cy, x— c€ Cx
Fy, (x) nj(;OFX(x —c) =Fy(x).

Ce qui justifie bien la convergence en loi demandée.

Exercice[T]] p-

Notons Fj, (respectivement F), la fonction de répartition
de X, (resp. X). Puis Gy, G pour f (X;) et f(X).
Soit x e R

Gp(x) = P(f Xn) < x)
= P(Xn < ffl(x)) ff1 croissante

=Fu (£ 0) =Fpof 0.
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De méme G(x) =Fo f~1(x).

Notons D, I'ensemble des points de continuité de F. Len-
semble
fO)={fOteR}
est 'ensemble des points de continuité de G. Ensuite, par
composition, pour tout x = f(¢) € f(D) avec t €D,
Gn(®) =Fpof ()
=Fn(0) — F(1)=Fo (1) = G(x).
Par définition,

&
f&n) — .

Exercice

p.M

1. Précisons que la condition,
npn Pt A#0,

équivaut a npn ~ A

n+oo
(a) Ona
Pn npn A

1-pn N
Par élévation a la puissance k € N*,

k k
Pn ﬁ
1-pp| n+ool\n)

(b) Comme py n:;OO, ona

n—npyn+oo n’

In{1=pn) nroo PMnieo n

A 1
Ou encore : Inl-pp)=——+o0 —).
n n
D’ou,
A 1
(1-pn)" = exp|n ——+o(—)
n n
= exp(-A+om) — e
) 5_di _ no _ LA
C’est-a-dire, 1-pn) oL
(c)Ona:
n n!
k]~ (m-kW%
nn-1-(n-k+1) nk
- k! n:oo F

2. Par produit,
Pl =H),
Résumons, pour tout k € N,

A
P(Xy=kl) — e A —=P(z=k])

n—o00 k!



ou Z— P(A).
Finalement,
X, Z. 7 avec Z—PN).
n—+00
Exercice[I3] p-[[3]

1.(a) Rappelons le développement en série de I’exponentielle.

Pour tout x e R,
+00 xn

n=o M

On a aussi:

Par somme :

X 1+o0 xN 1+oo xn

DI

2 25

e¥+e”

oo 1+ (-1 x"

=0 2 n!

1+(—1)n_ 1 sin=2kestpair
2 | 0 sinon.

Finalement, —_—=

1.(b) On a [Z est pair] = | J [Z=2k].

keN
Les événements sont deux a deux disjoints, la propriété

d’additivité d'une probabilité impose :

+00

Y P(1z=2k])
k=0
+00 )\Zk
_ -A

- L e

)\+oo )\Zk
=0 (2k)!
Y et e

P([Z est pair])

P([Z est pair]) e

1+e2A

Concluons : —

P([Z est pair]) =

2.(a) X compte le nombre d’erreurs dans une succession de
n = 10000 épreuves de Bernoulli mutuellement indépen-
dantes. Comme la probabilité d’une erreur est p = 107>,

X — 28(10000;107°). ‘

2.(b) On est dans le domaine d’application du théoreme de
convergence des lois binomiales vers une loi de Poisson :

n>1 et np=1.

33

On approxime
P([Xpair]) = P([Zpair]),

ol Z— Z(1). D’apres ce qui précede :

1+e2

P([Xpair]) =

Ensuite, on cherche

P([X=0]Nn[X pair])
P ([X pair])

_ P(X=0D

~ P([Xpair])

Pix pairj X=0) =

Or al’aide de I'approximation par une loi de Poisson

P(X=0)=PZ=0)=e"!

et
-2

P([X pair]) =~ P([Z pair]) =

D’ot1 la probabilité recherchée vaut approximativement

2e7! 2e 2

P e 2 21 3
Exercice p-19]
Exercice p-[9]

1.(a) Soit m € R. Par linéarité de 'espérance

E(X-m)?) =E(xX* - 2mX+m?)
=E (XZ) —2mEX) + m?
= (E (XZJ - E(X)z) +EX)2 - 2mEX) + m?
=V(X) + (EX) — m)2.

E ((X— m)z) >V(X).
le minimum est V(X) et atteint uniquement pour
m =EX).
1.(b) Pour tout w € Q, X(w) € [a; b]. On a toujours

b-a

X(w)—m| <

Par croissance de 'espérance

(b-a)?

E((X— m)z) < E((?)Z) - _4

Comme V(X) est le minimum, le résultat s’en déduit.
2. Cest une conséquence de l'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev appliquée a

2=1 % ruy.

=1



En effet "
1
E®) =~ ) E(f(Uy))
k=1
=E(f(Uy)) (méme loi)
1
:f fndz.
0
et
1 n
VZ)=—V|} f(Uk))
n k=1

1 n
=2 Y V(f(Ug)) indépendance
k=1

méme loi.

= %V(f(Ul))

Or f (Uy) est a valeurs dans [a, b], la question 1.(b) donne

(b-a)?
YR

V(fUp) <

D’oti le résultat.

Exercice[I7] p-

A= [4arctan(t)](1) =TI

2. On cherche 7 tel que

|

D’apres la relation (e), il suffit que

n
n- - Y f(U)|= 103) < (1-95%).
ng3

1
5%=—— aveca=1,b=0,e= 1073,
4n

2
D’ou
100 5 6
nz 2— = —2 =5-10".
€2—45 ¢
La méthode est assez peu efficace en comparaison avec les
sommes de Riemann.

Remarque. La méthode devient intéressante numériquement
en dimension plus grande que 1.

Exercice[I9] p.

1. X;, compte le nombre de succes (obtenir une boule blanche)
dans une succession de n épreuves de Bernoulli mutuelle-
ment indépendantes. La probabilité de succes est p.

Xy — B(n; p).

Lespérance est np et la variance np(1 — p).

2.Soite >0.0n a

Xn

P — P P(IX; — np| = ne)

P(|Xn —EXn)| = ne).
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. On cherche un entier 7 tel que

. Par définition, a = P[x>7,

Par application de l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, il
vient

VXn) p-p)

(ne)2  ne2

On conclut en remarquant que la fonction p € [0;1] — p(1 —
p) admet 1/4 comme maximum.

Xn 1
Pl|l——-p|=¢e]|<

P(|X;, —EXp)| = ne) <

Xn

Pl|—-p 21%)s5%.
n

D’apres ce qui précede, il suffit que n vérifie

——<0,05.
4n-(0,01)2

n =50000.

La majoration fournie par linégalité de Bienaymé-
Tchebychev est souvent excessive.

On trouve

Exercice[20] p-

M = PMnX>2])
— P(X=2) -
La formule des probabilités totales avec le systeme com-

plet d’événements (M,M) donne
PX=2)=PMn[X=2]) +P(Mﬂ X =2]).
En divisant par P(M N [X = 2]) > 0, on obtient

PMn [X=2])
* PMn [X=2])

1 PX>2)
o« PMNX=2D)

Apres simplifications

PMn[X=2]) o

1-«a

PMnN[X=2])

. Notons Y la variable aléatoire réelle donnant la durée de vie

d’un souris mutante et Z celle d'une souris normale. Par hy-
pothese
EY)=3 V(Y) = 3)° -3
Y)=3 et (Y)—(4) BETY

Comme une souris mutante ne vit jamais plus de 4 ans, on
peut affirmer que

[Y>2]=[2<Y<4]=[Y-EY)|<1].
Linégalité de Bienaymé-Tchebychevimpose

P(Y>2)=P(lY-E(Y)|<1)>1 S _7
B 7 16 16

Par hypothese E(Z) =1etV(Z) = %. Onalz=2]=[|Z-1|=1].
Linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

P(Z>2)=P(Z-E@)|>1)< %-

On peut maintenant calculer

PMn[X>2]) P(MPx-,P(M)
P(Mn [X=>2]) P(X>2)




_P(MP(Y=>2)
PMP(Z>2)
On déduit des résultats précédents :

o 7 . 7
——>—, puis, |a=—:
l-a 12 19
Exercice[21] p-

1. Soient L‘(—:[Rj‘r etaceR.Comme t>0,0na:
X=za] =[tX= tal.

De plus, la fonction exponentielle est strictement crois-
sante, on a aussi :

X=al= [etXZem].

Comme la variable aléatoire e’X est positive, et qu'elle ad-
met une espérance (par hypothése), on peut lui appliquer
I'inégalité de Markov, et on obtient :

PX=a)= P(etX > em)

£

<
ela

2.(a) Soit t € [Rfr. Comme X est une variable aléatoire finie, eX

également, donc admet une espérance. D’apres le théoréme
de transfert :

n
E(e™)= ) efPx=p)
k=0

Lok n) ok n—k
:Ze ( k )p (1—19)

k=0

" (n k _
= Z( % )(pet) a-p"k.

k=0

et donc avec la formule du bindme de Newton,

E(etx):(l—p+pet)n.

2.(b) Lapplication f est dérivable sur R, et pour tout ¢ € R,

fli= —%(1—p)e‘5 + %pe%,

donc , ,
flih=0 < peiz(1-pe 2
— efx12P
p
1_
— t;ln(—p),
p
avec .
flin=0 = tzln(;p).
p
Ainsi f’ < 0 surl'intervalle ]0,1n (177’9]], f" = 0surlintervalle

[ln(kTp),+m[, et ne s'annule qu'en ln(l;pp), il en résulte

que:
— f eststrictement décroissante sur ]0,1n [I_Tp)] ;

— f eststrictement croissante sur [In (177’7] ,+ool.
On en déduit que pour 7 € R} : si

1-p 1-p
tsln(—), alors f(t) = (ln(—)),
p ! ! p
etsi t?ln(kTp], alors
I-p
(0= (m(_))
f f v

Donc f présente un minimum sur R, atteint en In (I—Tp]
Enfin, on calcule :

donc
1_
ol 52) v

(c) Avec la question 2(a), on sait que, pour tout £ € [Rj, la va-
riable eX admet une espérance, qu'on a calculée. On peut
donc appliquer la question 1, avec a = % :

P(ng]sE(jiX)
e’z
< (I—Ezz)r;et)n _ (l—l;;rpe‘)n ~ (Fy",

Ceci étant valable pour tout ¢ € R}, on a tout intérét a regar-

der en particulier ce que cela donne pour ¢ = In (I_Tp) (car

f est minimale en ce point, donc f" aussi, car x — x" est
strictement croissante sur [Ri et f > 0). On obtient, d’apres
2.(b)

P(x> g) <@Vpa-p)"=2"(p(l-p)t.

Exercice p-

1.(a) Soient o, f € R¥,
XzEX)+a] = [X-EX) =da]
= X-EX)+p=a+pl]
= [Zza+pl.
Ot onaposéZ=X-EX)+p. De plus,
(2% = @+P)?] = [Z= a+PlUIZ< —(a+P)].
Les événements sont disjoints,
P([22 > (@+p?])
=P(IZ>a+pl) +P(IZ< —(a+B)]).
En particulier, on a:

P(1Z> o+ Bl) <P([72 > (@+p)?]).



Appliquons maintenant l'inégalité de Markov a la variable
72 positive. Z2 admet une espérance puisque X admet un

moment d’ordre 2.
E(Z3)

(x+p)2’

P([2% > (@+p)?]) <

C’est-a-dire,

E((X-E() +6)*)
(«+p)?

P(X=EX) +al) <

1.(b) Pour p =V(X)/a e R,
V(X)\2
(X—E(X) + —]
[0 4

V(X2

VX
_ 2
= (X-E(X)*+2- —(X =

~EX) +

Par linéarité de I'espérance

VX »

E(( ~EX) + ) )

V(X)2 VX)

o? s

=VX) + —5— 2 1V).

De plus,

VX2 1
2 _ 2 2
(a+p)? = o+ T) = (@ +Vw)
Simplifions :
B((X-E00 +5)*)
(a+p)?
V(X)
2 V) vy
, 2 +VEX)

1
;(az +VX)

Concluons al'aide du résultat de la question précédente,

VX)

P([X? EX) + (X]) < m

Si X est presque surement constante, le résultat est clair

Appliquons'inégalité dela question 2 avec X = o (X) sachant
que o(X) e RY.
P(XzE(x)+0oX)] < Vo -
=2E(x)+0o S——=—.
VX)+aZ 2

Or la fonction (X est a densité) f:t e R— PX = 1) =
1—Fx(#) est décroissante. Ainsi la condition

1
FEX) +0X) < <57 = f(m).
Impose nécessairement
EX)+oX)=m

c’est-a dire

m-EX) <o0X).

Par suite,

Appliquons maintenant le résultat a la variable —X

m —E(-X) < o(-X)
Dot EX) — m' < 0(X). Ce qui donne le résultat.

Si m(X) est une médiane de X alors —m(X) est une mé-
diane de —X. En effet

P(-X<s-m)=PX=+m)
=1-PX<m)
=1-PX<sm)

1 1
=1--==.
2 2
Exercice[23] p-[22]
1. Par linéarité de 'espérance :
1 & 1 &
E(Ty) = —Z =—Y 2p=2p.
ni=1 nia

e Calcul de la variance.
— Meéthode 1.

On peut remarquer que

12 1n
Ty _ZYl:_Z(Xi+Xi+1)
ni=1 iz
X1 +X, 2.1
1 n+1+—ZXl
2 nis

Sous cette nouvelle forme, on reconnait une somme de va-
riables aléatoires indépendantes. Dés lors

V(X1) + V(Xn+1)
2

V(Tp) =

Comme les variables X; suivent des lois de Bernoulli, on ob-
tient :

1 4 2pq
V(Ty) = _Z(ZPQ) + —z(n— Dpg= —2(271—2).
n n n

e Méthode 2.

Passons par la covariance en remarquant que pour j < i,Y;
et Y; sont indépendantes (et donc de covariance nulle) des

que j#i+1.
n 1 n
V(Tp) = Z ):-2 ZV(Yi)+22cov(Yi,Yj))
= = \i=1 i<j
n-1
— |2npg+2 Y cov(Y;,Yit)
i=1

Or, on a aussi

cov(Y;,Y41) = cov(X; +Xjr1,Xi11 + Xit2)

=cov(Xj41,Xi+1) = V(Xi41) = pa.

1
V(Tp) = ?(ZHpq+2(n— Dpg)

36

P (2n-2)
n



3. Appliquons 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

V(Ty)
g2

P(Tp-ETplze <

En reprenant les résultats de la question 1 et par encadre-
ment
P(|Tp-2p|=€) — 0.

n—oo

Exercice[24] p.

1.(a) Soit n € N. ([X5 = il)jej0;1;—1) €st un systeme complet
d’événements. D’apres la formule des probabilités totales
(on suppose que les probabilités des événements M, B, et
S; sont non nulles),

P(Xp+1=1D) = P[Xn:U (Xpe1 = 1DP([X, = 1D+
Pix,=—1 (Xn+1 = 1)P(Xy = 1))
+Px,,=0] (Xn+1 = 1DP([X,, = 0]).

En utilisant les valeurs de I'’énoncé, on trouve :

2 1 1
P(Xp+1=1D = gP([Xn =1D+ EP([X" =0D)+ EP([Xn =-1D.

De méme, il vient :

1 1
P([Xp41=00) EP([Xn =1D+ EP([Xn

P([Xp41=-11)

1.b) Soit n € N. Calculons :

2/3 1/6 1/6 P(X, =1])
MU, = 1/6 2/3 1/6]-| P([Xy=0])
1/6 1/6 2/3 P(X, =-1])
2 1 1
gP([Xn =1D+ gP([Xn =-1])+ gP([Xn =0D)
1 2 1
= §P([Xn =1D+ gp([Xn =-1])+ gP([Xn =0D
1 1 2
gP([Xn =1D+ gp([Xn =-1])+ gP([Xn =0
P(Xp41 =11
MU, = P([Xpn+1=00) | = Upt1.
P([Xp41=-11)

Par récurrence, on prouve :

2. On constate que J? = 3J. Par récurrence, pour tout entier
neN*,J" = 3717 Comme les matrices I3 et ] commutent,
on peut appliquer la formule du bindme de Newton :

(Z)Skl3klnk
(Z)gk]n—k
n—1

n

Z (

=0 k
b

35+ Y (”

i=o\k

Bl3+Dn"

3kln—k

3k3n—k—1]

~———

N

Blz+D"

2
=-1+ gP([Xn =0

1 2 1
EP([X" =1+ gP([Xn =-1D+ EP([X" =0]).

3

31, +3”‘1(

£l
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n-1 n

or, (n): Z (n)_(n) :zn_l.
=o\k] i=o\k] (n

Puis, @Bl +))"* =3"13+3"7! (2" -1)J.

1
Comme M = 6(313 +J), on trouve :

M" = 2%13 + 1(1 - Zin)l

3
Soit n € N*. Comme au premier jour, le titre est stable,
Up=0 1 0] et Jup="1 1 1].
D’apres la question précédente,
U, = M"lup
1 1 1
= (2}1——113 + 5(1 - F)]JUI
1 1
= ZrL_—lUl +§(1—2n—_1]IU1
1 2] 1 1!
U, = 2’1—_1 + 5(1 - F) i .
) 1 1
Ilvient: |P(Xp=1)=P(Xp=-1])= 5[1——2,1_1)'
1 1 1
e, P(Xn =0) = 5+ (1= )

3.Alalimite

1

La suite (X;) converge vers une loi uniforme sur {-1;0;1}.

4. Vérifier que MU = U. On a un vecteur propre de M associé a

la valeur propre 1.

Exercice

p-[23]

Soit k € N* fixé. Soit n e N* avec n> k
PX,=k) =0 — 0.
n—o0
et

1
PXp=0)=1-- — 1.
n

n—oo

On constate que la suite de variables discrétes converge en
loi vers une variable aléatoire presque constante égale a 0.

De plus,

EX)=0-PX,=0)+nPX,=n)

=1 — 1.
n—oo



Cet exemple illustre que la converge en loi

x £
n_—>
n—+oo

n'implique pas nécessairement

EX;) — EX).
n—oo
Exercice p-
Exercice p-

Un exemple de convergence en loi d'une suite de variables
aléatoires a densité vers une variable certaine.

. Soit n € N*. On vérifie la définition.
— fn est continue sur R.
— fn estpositive.
— SoitAeR}.Ona

A 1 pA
Ofn(t)dt = f

o 1+ nt)?
3 arctan(nt) 1A
- [ ]0

ndt

B¢
arctan(nA) — arctan(0)

ES
>
=
o,
~
I

B¢
Comme,
b
arctan(0) =0 et arctan(x) — —,
X—+00 2
A 1
on obtient ffn(t)dt — -
0 A—+o0 2

Par parité de fj;, on a aussi
0 1
ndt -
/;Bfn( ) B—-o0 2

+oo
fu(Dde=1.

—00

En conclusion,

‘ [fn estune densité de probabilité.

Linégalité de Markov ne s’applique pas puisque X; n’a pas
d’espérance. Lintégrale

+00
f tfn(¢) dt ne converge pas absolument.
—00

Justifions ce point. On a

fn(®) ~

+oo pt?’

1
th(t) ~ —.

Par conséquent,
+oo nmt
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Les fonctions sont positives, le critére d'équivalence s’ap-

+oodrt
- est diver-

plique. Comme l'intégrale de Riemann f
+00 !
gente, 'intégrale f tfn(2) dt est divergente en +oo.
1

+00
Puis, f tfn(#)dt ne converge pas (absolument), 'espé-

(0.0}
rance n’est pas définie.

3. Soit n € N*. Pour tout x € R,

Fx, (0 fxf()d fx—”dt
x) = ndr=
Xn —00 n 7oon(l+n2t2)
arctan(nt)x
- [ b1 d ] —00
arctan(nx) — lim arctan(nt)
— [——00
b
arctan(nx) 1
On obtient : Fx,(X)= ——+ —.
n 2
En particulier, pour x <0,
Fx,, (%) el 0.
Pour x >0,
n/2 1
FXn (x) n:;OT-F 5— 1.

Onretrouve la fonction d’'une variable aléatoire presque sur-
ement constante a 0. Par définition, on a donc bien conver-
gence en loi vers une variable aléatoire presque surement
constante égal a 0.

Exercice p-

1.(a) D’apres les propriétés des variables de Bernoulli,
V&) = pr(1-pp).
Etudions la fonction polynomiale f définie sur [0, 1] par
f)=x(1-x)= x—x2.
vxel0,1], f'(x)=1-2x.
Donc:Vx€[0,1], f'x)=0

En particulier, f posséde un maximum en % Conclu-
sion

1
— )CSE.

Pour tout ke N*, V(X;) < 1.

Comme (Xj)r>1 est une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes, on a pour tout n € N*,

1 & 1 &
V(Yy) = V(; kzlxk) = kZlV(Xk).

Avec I'inégalité précédente, on obtient

1
V(Yp) < —-
(Yn) i

1.(b) Par linéarité de 'espérance
1 & 1 &
EYn) =— Y EXp) ==Y prp=mn.
=1 =1

Linégalité de Bienaymé-Tchebychev donne

V(Yy)
g2

P(|Y,—myl<e)=1-



Puis, d’apres la question 1 a)
1
1——2 <P(Y,—-muyl<e)<1.
4ne

Avec le théoreme d’encadrement, on conclut sur I'existence
et la valeur de la limite

HETwP(lYn -mpl<e)=1.

2.(b) Linégalité triangulaire donne
[Yn —ml| <|Yn—mpl+Imp—m| <Yy —mp|+€/2.
On trouve
[1¥ = mal < ] < [ = m <el.

D’apres les propriétés des probabilités

‘P[IYn—mnl <&)<P(Y,-mi<e). ‘

2.(b) Soit € € R} . Par définition de la limite, il existe ng tel que,
pour tout entier n = ng,

|my —m| <

N m

Soit n = ng, un entier.
€
P(|Yp—myl < 5) <P(Y,-ml<e) 2.a)

1
1-— 1.b)

€
P([Yp—-myl<=)= 3

2
Donc

1
1- — <P(Y,-ml<e)<1
ne

Avec le théoréme d’encadrement, on en conclut que

lim P(Y,—-m|<eg)=1.
n—+o0o

Exercice[3]] p-

1. Comme X, — 2 ([[1; n]]), on a

n+1
EXy) =
D’ou,
Xn Xn n+1 1
E(Y,) =E(—)=E(—) = —
(¥n) (n) (n) 2n n—oo2

2. Soit x € R fixé.
Précisons que pour tout entier n non nul, Y, est presque
strement a valeurs dans [0; 1] puisque X}, est presque s{re-
ment a valeurs dans [0; n].
Distinguons plusieurs cas.

— Six<0.
Fyn(x):P([Ynsx]):On:;OO.
— Six=1.

Fy,(x) =P([Yp <x])= 1 — 1.
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— Sixe[0;1][. Soit n e N.
Fy,(x) = P([Y,<u])

P([X;, < nxl) = Fp(nx).

Ou F, estla fonction de répartition de X;,.
Al'aide du rappel de I'énoncé,

nx]
Fy, (x) =Fnp(nx) = —.
n

Etudions la limite par encadrement. A I'aide de la définition
de la partie entiere,

nx—-1<|nx] < nx.

1 |nx]
X——< ——<xX.
n n

D’olt
Puis Fy, (%) oo X
En résumé, pour tout réel x,

Fy, (%) njc;oF(x)'
ol la fonction F est définie par:

0 si x<0,
F(x)=< x si xel0;1],
1 sinon.

On reconnait I'expression de la fonction de répartition
d’une loi uniforme continue sur [0;1].

Y, Z Y ou Y 2%(0;1]).

n—+oo

Exercice p-29
Exercice p-25]

. On considére une suite infinie de lancers d’aiguille (en pra-

tique, on lance un grand nombre de fois). Pour chaque
k € N*, on note Xj la variable aléatoire qui renvoie 1 si
au k®M€ Jancer, l'aiguille est a cheval sur deux planches
(on appellera ¢a un succes), et 0 sinon. On est donc face a
une suite infinie d’épreuves de Bernoulli, mutuellement in-
dépendantes, de méme parametre 2/m. En notant, pour
neN*S, = ZZ:oXk’ S, compte le nombre de succes
apres n lancers, et Sy, suit la loi binomiale de parameétres
n et 2/n. D’apres la loi faible des grands nombres, la suite

1lg, converge en probabilité vers 2/m. Concrete-
n neN*

ment, on lance un grand nombre de fois I'aiguille, on re-
garde la fréquence des succes (i.e. le nombre de succes
divisé par le nombre de lancers), et quand le nombre de
lancers est assez grand, il y a une bonne probabilité pour
que la fréquence obtenue soit assez proche de 2/m.

Concretement, on lance un grand nombre de fois 'aiguille,
on regarde la fréquence des succes (i.e. le nombre de succes
divisé par le nombre de lancers), et quand le nombre de
lancers est assez grand, il y a une bonne probabilité pour
que la fréquence obtenue soit assez proche de 2/n. Le pro-
bléme est dans I'expression «n assez grand ». En pratique, n
doit vraiment étre tres grand! C’est ce qu’on va voir dans la



question 2.

. En utilisant le théoréme limite central, montrer, par un rai-
sonnement similaire a celui des exercices précédents, que
pour une certaine variable Z de loi .4(0,1), on a, pour n as-
sez grand, et en posant € = 0,01 :

p(%sn—z ss)zP e |
=
puis que
P|I1Zl< VI ge| |
0-%) JU)

Enfin on veut que ce nombre soit égal a 0,95 . Donc que :

% = ©~1(0,975) ~ 1,960. Comme & = 1072, il vient
bLs bLs
n = 8887.

Commentaire. La convergence des fréquences empiriques est
assez lente. On ne peut raisonnablement pas espérer calculer

des décimales de 1t de cette maniere.

Exercice p-

. La loi exponentielle de parametre 1 est aussi la loi gamma
y(1). Par somme de variables aléatoires mutuellement indé-
pendantes, on sait que Sy, suitla loi gamma y(n). Par suite

ESp) =V(Sy) =n.

. Xn)n=1 est une suite de variables aléatoires mutuellement
indépendantes, qui suivent toutes la méme loi exponen-
tielle de parametre 1. Posons

. Sn—EBn) S,-n

S, * = =
SV, /P T

de sorte que, d’apres le théoréeme de la limite centrée, pour
tout réel x

P(Sp* <x) — @),
n—oo

ou @ désigne la fonction de répartition de la loi normale
centrée réduite. En particulier, il vient

. 1
PS,<n)=P(Sp* <0) — @0 =-.

n—oo 2

. En revenant a 'expression d'une densité de la loi y(n), on a

aussi
ntn—le—t
dtzf —dt.
o (n—-1)!

n tn—l —t
f —ed[
0o (n-1!

n tn—le—l‘

PSpsn)= _—
Sn<sn) fO Tt

Ainsi

—
n—oo 2
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4.(a) On effectue le changement de variable affine z = % Il

vient -
n n=le= 1 B e N2
f —dt:f L L —, P
o (n-=1! 0 (n=1)!

D’apres la question précédente

1 -nz
_1 € 1
f nz"1 d ~ -.
0 (n=1)! n—+o0 2
D’out
1 1 1
[ Z" e "%dz ~ —(m-1!
0 n—+oo 2n”
Puis
1 -1 - n!
f Z" e "dz ~ ——.
0 n—+oo 2nn+1
4.(b)
S nzy n! n"e™"2nn
z"'" e z o~ ~
0 n—+0o 2nn+1 n—+o0o 2nn+1
D’out
1 1 T
f Z" e %dz ~ e —.
0 n—+oo n
Exercice[38] p-[26]

1. Comme X, suit une loi binomiale

\n/4]
P(an—): P (X, =k)
4 (S
B
ek )e) e '
Il vient : vl
n 1 Wy k
P(Xp<— =—Z( )3”‘
( 4) 4n = k
1
= g tn-

2. Lavariable X;; est aussi une somme de 7 variables aléatoires
mutuellement indépendantes suivant un loi de Bernoulli de
parametre %. Posons

X, —nld
avn

de sorte que X, * soit centrée réduite. D’apres le théoréeme
central limite, pour tout réel x

Xp* =

P(Xp" <x) — @),

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite. En particulier pour x = 0, il vient

P(Xn < g)n:;o@(O) = %

En reprenant 'expression de u, de la question précédente,
on conclut par

_ 22n—1.

un =4"P (X, < §)~£
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