CHAPITRE 1 8

Estimations

If there is a 50-50 chance that something can go wrong,
then nine times out of 10 it will.

PAUL HARVEY
Animateur radio américain (1918-2009)

_ Estimation ponctuelle

1.1 Principe : modéliser, estimer, tester/prédire

On considére un phénomeéne aléatoire et on s’intéresse a une variable aléatoire réelle X qui pourrait le décrire. On
suppose que la loi de probabilité de X n’est pas complétement spécifiée et appartient a une famille de lois dépendant
d’'un parametre 6 décrivant un ensemble ©. Le parametre 0 est une quantité inconnue, fixée dans toute I'étude, que
I'on cherche a déterminer ou pour laquelle on cherche une information partielle.

Le probleme de ' estimation ponctuelle consiste alors a préciser la vraie valeur du parametre 0 (ou plus générale-
ment d'une fonction g(0)) a partir d'un échantillon de données xi,..., x, obtenues en observant n fois le phénomene.
Cette fonction du parametre représentera en général une valeur caractéristique de la loi inconnue comme son espé-
rance, sa variance, son étenduem etc.

Exemples.
e Exemple 1. Nombre de buts en Ligue 1.
— Voici le nombre de buts par journée lors de la saison 2021/2022 :

26, 34, 29, 31, 28, 25, 32, 30, 25, 26, 29, 29, 29, 30, 21, 29, 29, 27,

27,15, 26, 35, 30, 23, 23, 22, 21, 19, 23, 32, 38, 30, 26, 35, 30, 36, 30, 37.

Ces nombres constituent l'échantillon de données.

— On pose un modele en supposant que le nombre de buts lors d'une journée est une variable aléatoire X qui suit une
loi de Poisson. Notons ce parameétre A.

— Pour donner une valeur a A, (on dira estimer), on peut utiliser le fait que X admet une espérance E(X) = A. Ainsi, on
peut préciser A en prenant la valeur moyenne du nombre de buts (a savoir ici A = 2.81).

— Une fois le modele posé, on peut le tester s'il donne des résultats cohérents et ainsi I'utiliser pour faire de la prédic-
tion.

e Exemple 2. Durée de vie d'un composant électrique.
On suppose que I'emploi de ce composant se fait dans des conditions normales d'utilisation et on néglige les phé-
nomenes d’usure. Autrement dit, on suppose que la variable aléatoire X qui donne la durée de vie du composant (en

1. SiX(Q) = [a; b], I'étendue est définie par la quantité b — a.



heure) est une loi sans mémoire. On a vu (voir chapitre LOIS USUELLES A DENSITE) que X suit alors une loi exponen-
tielle. De plus, on appelle demi-vie de X le réel ¢ tel que P(X < t) = P(X = ) (on parle aussi de médiane). On vérifie que
que t=In2/A.

On teste une centaine de composants et au bout de 1000 heures d’utilisation, la moitié des composants ne fonc-
tionnent plus. On fait alors le choix de A tel que 1000 =1n2/A, soit A =1n(2)/1000 = 6.9 - 1074,

* Exemple 3.
Vincent, éleveur a Armentieres sur Ourcq (02) produit des ceufs de poules élevées en plein air. Il souhaite anticiper sa

production de gros ceufs pour I'année 2023 en analysant sa production actuelle. Un trés gros ceuf a un poids supérieur
ou égal a 73 grammes. Voici la répartition de la production des 51 243 ceufs de 'année.

4000 - >>> len(L)

51243
3000 1
>>> np.mean(L) # poids moyen d’un oeuf
65.115928

2000

Console

>>> np.std(L) # écart-type
3.2336541402592824

1000 o

Vincent suppose que le poids moyen d'un ceuf correspond a une variable aléatoire X qui une loi normale de parametre
(1,02) avec g =65.1 et 0 = 3.23.

La suite de ce chapitre propose de donner un cadre théorique rigoureux a ces trois exemples et de juger aussi de
la pertinence de cette approche. Nous discuterons essentiellement de 1'étape d’estimation. Notamment nous verrons

deux types d’estimations :
— Lestimation ponctuelle .

— Lestimation par intervalle de confiance.

1.2 Définitions et exemples

Dans la suite, on se fixe :
* un espace probabilisable (Q, «7).

e un espace des parametres © qui est une partie de R”.
On suppose de plus que pour chaque parametre 6 € ©, il existe une probabilité Pg définie sur (Q, «f).

¢ une application X qui est bien une variable aléatoire sur tous les espaces probabilisés (Q, o/, Pg) (011 8 € ©).

Notation. Sous réserve d’existence :
— Ep(X) désigne 'espérance de X pour la probabilité Pg.
— Vp(X) estla variance de X pour la probabilité Pg.
Exemples.

e Exemple 1.
Dans ce cas, la variable X suit une loi de Poisson de parameétre 8. On a © = R} et

n

VOEeR!, VneN, Py(X=n) =e_e—'.
n.

On a de plus, EgX;))=0 et VgX;)=06.

2



e Exemple 2. Dans le cas ou X suit une loi exponentielle de parametre A =0, on a
VOER®, VieR', PyX<f=1-e°.

e Exemple 3. Dans ce dernier cas, X suit une loi normale .# (i, 52) dont on ne connait ni I'espérance ni la variance,
alors 8 = (y,0), et @ =R xR}.

DEFINITION échantillon

Soient X : Q — R une variable aléatoire définie sur (), <f) et n € N*.
On appelle n-échantillon de la loi deX toute famille (Xy,...,X,) telle que :

— Les applicationsX,,...,X, sont des variables aléatoires sur (2, <f).

— LesvariablesX,,...,X, sontPg-indépendantes et de méme loi queX pour tout € ©.

Vocabulaire.

e On dit aussi que la loi de X est la loi parente (ou encore loi mere) de I’échantillon.

* On note souvent (Xj,...,X,) i.i.d pour signaler que les variables sont indépendantes, et identiquement distribuées
(c’est-a-dire de méme loi).

En pratique, un échantillon de données x;, ..., x, est la réalisation de n variables aléatoires Xy, ...,X;,. Lobjectif
de I'estimation ponctuelle est alors de déterminer le parametre 6 (ou une fonction g(0)) qui « explique » au mieux les
valeurs de I’échantillon.

DEFINITION estimateur

e On appelle estimateur de 0 toute variable aléatoire de la forme ¢ (Xy,...,Xy), oit Xy, ...,X,) est un n-échantillon et
@, une fonction deR" dans R.

* Plus généralement, pour g : ® — R, une fonction, un estimateur de g(0) est une variable aléatoire de la forme
¢ Xy,...,X,) oit (Xy,...,X,) est un n-échantillon.

Remarques.

e Un estimateur ne peut pas dépendre de 0 puisque c’est la valeur que 1'on souhaite déterminer.

* Estimer ponctuellement g(0) par ¢ (x,...,x;) ou @ (X;,Xp,...,X,) est un estimateur de g(0) et (x,...,x;,) est une
réalisation de I'échantillon (Xj,...,X},), c’est décider d’accorder a g(0) la valeur ¢ (x1,..., X,).

Exemples.
¢ Avec les notations de la définition, soit (Xj,...,X;) un n-échantillon de la loi de X. Il est souvent utile de considérer
Pestimateur de la moyenne empirique donné par :

— X1 +Xp+--+X
Xy= 2T ()
n

Mais on peut inventer toute une gamme d’estimateurs :

Tp= max Xg, Up= min Xy, V,=In(1+|U,l), Wp=max{ke[l,n]|Xx=Tpn}, Y,=1, etc

1<ksn 1<sksn
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e Créons un échantillon d'une loi
uniforme [0;0].

theta=np.random.rand () On peut essayer de retrouver la va-
theta=0.4292081919392057 # le paramétre "inconnu" leur de 0 a partir de deux estima-
teurs

n=500 # taille de l’échantillon
Ech=theta*np.random.rand (n)

# création de l’échantillon 2X, et Tnzlglkafnxk-
np.round (Ech,2) On obtient deux estimations de 0
array([0.18, 0.25, 0.28, 0.26, 0.05, 0.14, 0.15, 0.02, )
0.15, 0.35, 0.2 , par:
0.25, 0.41, 0.17, 0.39, 0.32, 0.22, 0.21, 0.12,
0.14, 0.35, 0.18, >>> 2%sum(Ech) /500
0.16, 0.23, 0.1 , 0.19, 0.28, 0.3 , 0.31, 0.23, 0.4 0.4386345472617729
, 0.08, 0.18

>>> max (Ech)

0.4289769082767542

1.3 Biais, convergence et comparaison des estimateurs

Les définitions qui suivent permettent de quantifier la « qualité » d'un estimateur et de les comparer entre-eux.

DEFINITION biais d’un estimateur

SoitT,, un estimateur de g(0) tel que tout6 € ©, T,, admet une espérance pour la probabilité Py.

* On définit le biais de T,, en g(0) par
by (T,) = Eg (T,) — g(6).

e Sipour toutB € ©, by (T,,) =0, on dit ['estimateur est sans biais. Sinon, on dit que 'estimateur est biaisé.

Exemples.

* Avec les notations de la définition et si X admet une espérance 8, I'estimateur de la moyenne empirique X,, est un
estimateur sans biais de 0.

En effet, pour tout i € [[1, n]], on a Eg (X;) = 0. Par linéarité de 'espérance Ey, il vient

Eo(R:) = LB X0 =0, puis by(%) =Eo (%) -0=0.

e Considérons une variable X suivant une loi uniforme sur [0, 0]. Pour tout n € N*, posons M, = max (Xy,...,X;). On
vérifie que M,, est une variable a densité, et une densité est donnée par

xn—l

VxeR, foo={" gn
0 sinon.

si x € [0;0]

En tant que variable bornée, M,, admet une espérance avec

0 6 yn n
Ee(Mn)zf xfe(x)dxzf n—=dx=
0 o On

n+1
On en déduit que M, est un estimateur biaisé de 0 et le biais de M, est

0
n+1l

n
bgM,;)=——0-0=-
9 (Mp) I’l+le 0

Par contre, par linéarité de 1'espérance, M, = ”T”M n est un estimateur sans biais de 0 puisque

n+l

Eg (Mn) = Eg (M) =0.



Remarque. On peut donner une définition moins contraignante : un estimateur est asymptotiquement sans biais si
by (T,) — O.
n—oo
Par exemple, la variable M,, définie précédemment est un estimateur asymptotiquement sans biais.

44 Soit (X3,...,Xy;) un n-échantillon de la loi de Bernoulli de parameétre p. On pose
Exercice 1
T n Sn Sn
- Sn=) X; et Tn:—(l——).

— i=1 n n

¥

p- 22

%
2 1. Déterminer E(S;,) etE (Snz). En déduire E (T},).

2. Alaide de T, proposer un estimateur sans biais de la variance de cette loi de Bernoulli.

44 Estimateur de la variance

1. On suppose, dans cette question, que la variable X admet un espérance p connue et une
variance o2, inconnue.

Exercice 2

n
Montrer que la variable T, = % Y (Xg - p)z est un estimateur sans biais de 2.

- k=1
— _ _ L2 —\2 p.EF
s 2. On suppose, dans cette question, que p est inconnu. On note V;, = ﬁk)gl (Xk —XnJ .
= a) Montrer que Vj, est un estimateur asymptotiquement sans biais de o2 et calculer le
biais de cet estimateur.
b) Construire, 2 partir de V,,, un estimateur sans biais de o2.
DEFINITION estimateur convergent

Soit (Ty,) pen=, Une suite d’estimateurs de g(0).
On dit que la suite (T,) ,en est convergente si pour tout 0 € ©, la suite (T,) converge en probabilité vers la variable

aléatoire presque stirement constante g(0). Autrement dit

v0e®, VYe>0, Po(|Tn-g®)>e) — 0.

Vocabulaire. Par abus de langage, on dit simplement que T,, est un estimateur convergent de g(0).

4 Exemples
1. Considérons X une variable aléatoire dont la loi est uniforme sur [0, 0], ol le parametre 0

Exercice 3 est inconnu. Vérifier que T;, = 2X;, est un estimateur convergent de 6.
o 2. Soit X une variable 4 densité donnée pour 0 € R} par
> 2 X -
& VxeR, fe(x)=6(1—6)1[0,9](x).

a) Pour un échantillon (Xy,...,X;), montrer que 3X_n est un estimateur sans biais de 6.
b) Vérifier que cet estimateur est convergent.

Remarque. La notion de convergence des estimateurs ne donne aucune assurance pratique que la valeur prise par
un estimateur a partir de I'’échantillon de données sera assez proche de la vraie valeur du parametre. On quantifie la
qualité des estimateurs par la notion de risque quadratique. Cette notion est maintenant hors-programme mais on

pourra consulter I'exercice[11} page[15} pour des précisions.



PROPOSITION composition et estimateurs

Soit (Tp,) nen, Une suite d'estimateurs de g(0).

Si | — Lasuite (T,) e est une suite d’estimateurs convergente de g(0).

— La fonction f est continue surR.

Alors (f (Tw) e st une suite d'estimateurs convergente de f(g(6)).

Preuve. C’est une conséquence directe de 1'énoncé : Soit (Xj;) ,en une suite de variables aléatoires sur (Q, <7, P).

Si | — Lasuite (X,);en converge en probabilité vers X.

— Lafonction f est continue sur R a valeurs réelles.

Alors Fow _%oo £X.

Exemples. Nous en donnons deux.
* Reprenons le cas de X une variable aléatoire dont la loi est uniforme sur [0;0] avec 0 inconnu. A partir du théoréme
de transfert, on vérifie que In(X) a une espérance avec

0
Eg(ln(X))zf In(#)d¢=In(0) - 1.
0

On vérifie de méme que In(X) admet un moment d’ordre 2 (et donc une variance). Toujours d’aprés la loi faible des
grands nombres, ( f ln(Xi)) /n estun estimateur convergent de In(0) — 1. La fonction f: t € R — exp(f+1) est continue,
i=1

donc l'estimateur suivant est un estimateur convergent de 0 :

3 In(X;)

n 1 _ i=1 _ 1 L P _
e- i];[IXl- =exp — +1]|= f(ﬁz ln(X,-)) n:;of(ln(e) - 1) =0.

i=1
e Soit (X;),en+ des variables aléatoires indépendantes de méme loi géométrique ¢ (p). Comme la loi géométrique
est d’espérance 1/p (et admettant une variance), la loi faible justifie que 5 X;/n est un estimateur de 1/ p. Comme la
i=1

. . . n .
fonction inverse est continue sur R}, n/ ( Y Xi) est un estimateur convergent de p.
i=1

Notons que la conclusion du théoréme demeure si f est continue sur un intervalle I contenant X(Q).

Exercice 4 4 Soit (X1,X,...,Xy) un n-échantillon d’'une variable aléatoire X suivant une loi normale
N (0, o2).
P (0.0%
\$ 1. Pour tout i, calculer I'espérance de la variable aléatoire |X;]. p.
1‘ & 2. En déduire un estimateur sans biais et convergent de o.

. 4+ Biais et composition
Exfrcme 5 Soit (X1,X2,...,X;) un n-échantillon d'une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson de

— n
” parametre A inconnu. On sait que la moyenne empirique X;, = % ¥ X} est un estimateur sans
k=1

g A o[

N% biais et convergent de A. On cherche a estimer e™".

Est-ce que I'estimateur T;, = e X” est un estimateur sans biais de e M2 asymptotiquement sans
biais? convergent?




PROPOSITION condition suffisante de convergence

Soit (Tp,) nen, Une suite d'estimateurs de g(0).

Si E(T,) — g®) et V(T,) — 0.
n—oo n—oo
Alors (T1) nen €St une suite d’estimateurs convergente de g(0).
Exercice 6
7~
N\ <> Prouver cet énoncé. p-25

Remarque. Un estimateur sans biais Y, est meilleur qu'un autre estimateur sans biais Z, si V(Y,) <V (Z,) pour tout
entier n. Le fait d’étre meilleur se matérialise dans I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

V¥n)  V(Zyp)
< .
c2

€2

VYeeR!, Po(|T,—g®)|=¢)<
Exemple. Lestimateur de la moyenne empirique est convergent si X admet un variance.

< Soit X;;);>1 une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes et suivant
toutes la loi Z(p), ot p est un parameétre inconnu que 1'on cherche a estimer. On pose

Exercice 7

T 111
. K= L

n(n+1

¥

p.
d 1. Montrer que X, et Tj, sont deux estimateurs sans biais de p.

2. Calculer et comparer les variances de X, etde Tj,.

3. Montrer que X, et T, sont deux estimateurs convergents de p.

Exemple. Questions sensibles lors d'un sondage d’opinion.

Certains sujets abordés dans les sondages d’opinion peuvent étre sensibles et les personnes interrogées peuvent refu-
ser de répondre honnétement. Détaillons une procédure qui permet aux sondés de répondre plus librement. Consi-
dérons n personnes sondées et une question fermée a deux réponses possibles dont on veut estimer la probabilité p
de réponses positives dans la population générale. On demande a chaque sondé de lancer un dé.

— S’il obtient 6, la personne doit donner sa réponse sans mentir.
— Sinon, elle donne la réponse contraire a la sienne.

Si le sondeur ignore le résultat du dé, il ne pourra pas savoir si la réponse est franche ou non, et on peut espérer que
la personne sondée acceptera plus facilement de répondre honnétement a la question.

Généralisons la procédure en fixant ¢, la probabilité que la personne réponde sans mentir. Le réel ¢ est connu, il
vaut 1/6 dans I'exemple du dé. Posons pour tout i € [[1;n]], la variable aléatoire X; valant 1 le i-éme sondé répond
positivement et 0 sinon. X; suit une loi de Bernoulli. Donnons son parametre a I'aide de la formule de probabilités
totales avec le systeme complet d’événements constitué de A :« Le i sondé ne ment pas » et A.

PX;=1)=PAPrX;=1) +P(1K)PK(Xi =D)=tp+(1-01-p).

. .. > n . . .
Nous avons vu que I'estimateur de la moyenne empirique X,, = 1 5 X; est un estimateur sans biais et convergent de
n: 11
iz

r:=tp+(1-10-p).Or, pour t #1/2, on peut inverser la relation

) ) 1-r—t N R 1-x-1t
=tp+ -t — <~ = = T XER—D —m,
r=tp+( 1=p) p 2t—1 p=fn ou f:x 2t—1
Posons alors : _
—t—Xy
T,=fX _
n=fXp) = =y

T, est alors est estimateur convergent de p. Donnons deux arguments :



Editeur

— Lafonction f est continue et X, est un estimateur convergentde r.DoncT, = f (X,,) est un estimateur convergent
de f(r)=p.
— Parlinéarité de 'espérance, on vérifie que 'espérance de T, est p . T;, est un estimateur sans biais de p. De plus,
la variance de T, vaut :
r(l—r)

V(T,)= — —
(Tn) n2t—1)2 n—co

D’apres la proposition précédente, on retrouve le fait que 'estimateur T, est convergent de p.

Comparaison des estimateurs sans biais

Simulation Python.
Reprenons le cas d'une variable X suivant une loi uniforme sur [0; 0] et des deux estimateurs sans biais :

20 _ n+1
n=—y X; et M= max (Xj,...,X,).
n: n

Simulons un grand nombre d’échantillons de données et affichons les réalisations de ces deux estimateurs a I’aide des
histogrammes.

# Importation des bibliothéques

# et définits d d timat
e éfinition des deux estimateurs e N e

import numpy as np def histogrammes (n):
import random as rd LM=[]

import matplotlib.pyplot as plt LT=[]
theta=0.4292081919392057 for i in range (1000):
. . . LM.append (estimateurM(n))
# choixz du paramétre "inconnu' .
LT .append (estimateurT (n))
def estimateurT(n): plt.c}f()
return 2*np.sum(theta*np.random.rand(n))/n AL o Ttz (L, S100)
: : : plt.hist (LT,30)
def estimateurM(m): I e
return ((n+1)/n)*max(theta*np.random.rand(n))
>>> histogrammes (5) >>> histogrammes (50)

10 4 BN Estimateur Tn 120 4 BN Estimateur Tn
EEE Estimateur Mn EE Estimateur Mn
100 4
801
60 1

40

20 A

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55

Le meilleur estimateur sans biais est celui qui a la variance la plus faible. En effet, c’est celui ou1 le risque que I'échan-
tillon de données donnent une valeur loin de 'espérance (qui est dans ce cas le paramétre a estimer).



Exemple. On avu que dans le cas de questions sensibles lors d'un sondage d’opi- V(T,)
nion, la variance de I'estimateur est

V(T,) = r(l-r)
Y ne-1?
On retrouve bien le cas que I'estimateur est meilleur lorsque ¢ = 0 (le sondé ne t=1

ment jamais) ou ¢ = 1 (le sondé ment systématiquement). ‘

n Estimation par intervalle de confiance

S’il existe des critéres pour juger des qualités d'un estimateur ponctuel T, de g(8), aucune certitude ne peut ja-
mais étre apportée quant au fait que I’estimation donnée par 1'échantillon de données soit une « bonne » valeur du
parametre g(0). Lestimation par intervalle de confiance permet de trouver un intervalle aléatoire qui contienne g(0)
avec une probabilité minimale donnée. Dans tout ce paragraphe, (U,),en+ €t (Vi) nen+ désigneront deux suites d’es-
timateurs de g(0) telles que pour tous 0 € ® et n € N*,

Py((Up,sVy)=1.

2.1 Intervalle de confiance

Définition

DEFINITION intervalle de confiance
Soienta €]0,1[, U, etV, deux estimateurs de g(0) tels que pour tout0 € ©
Po(U,<g® <V,)=1-a.

On dit que l'intervalle [U,,V,] est un intervalle de confiance de g(0) avec un risque d’au plus o ou au niveau de
confiance au moins égal a1l —a.

Remarque. En pratique, on part d'un échantillon de données x1, xp, ..., X;. On en déduit les valeurs

Up =Up(x1,X2,...,Xn) €t vy =Vy(x1,X2,...,X5).

Ainsi on construit un intervalle aléatoire [u,, v;] dans lequel g(0) a une probabilité supérieure a 1 — a de s’y trouver.

Remarque. Dans les conditions usuelles, on considere des niveaux de confiance de 95% ou 99% (soit o = 0,05 ou
a=0,01).



Méthode

Estimation par intervalle de confiance en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Comment obtenir un intervalle de confiance a partir de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev?

Soit T, une variable aléatoire admettant une variance, 'inégalité s’écrit
Vo(T)
Po(IT ~Eo (Tn)| > €] < =57

Comme | |T,, —Eg (Ty)| < e] c

[IT;, —Eg (Tp)l < s]] , on obtient par passage au complémentaire

VG (Th)
e

P9(|Tn—Ee (Tn)l sa) >1-

Si T, est un estimateur sans biais de g(0) (c’est-a-dire Eq (T,;) = g(0)) et si on peut trouver un entier n tel que
‘% < a, on peut récrire I'inégalité

Po(T,-e<g®<T,+¢)=1-a.

Lintervalle de confiance est alors [T, —€; T, + €], il est de longueur 2¢.

Exemple. Estimation du paramétre p d’'une loi de Bernoulli.

On réalise un sondage sur n personnes avec une unique question. On suppose que les réponses des personnes sont
indépendantes et on veut déterminer un intervalle de confiance d’au moins 0.95 de la probabilité p de répondre
positivement a I'unique question posée. D’apres la loi faible des grands nombres, cet intervalle sera d’autant plus
petit (au sens de l'inclusion) que le nombre de personnes interrogés sera grand. Désignons, pour un entier naturel
non nul quelconque 7, par X,, la variable aléatoire égale a 1 si la n'®™¢ personne répond positivement et 0 sinon. La
variable X;, suit une loi de Bernoulli, de parameétre p. En particulier

EXp=p et VX, =pld-p).

Soit X, la moyenne empirique

- 1y - 1-
Xp==) X, E (Xn) =p et VX, = pa-p (indépendances).
n i n
D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :
< pl-p)
P(Xn—p)$8)>1—7.

Par une étude de fonction, on peut majorer p(1 — p) par %. On obtient

— 1 1
P(X - ‘sa)zl—a et a=—— << €= .
n=P 4ng? 2V/na
Dans ce cas, on obtient :
— 1 - 1
Plpe X, — X, + =2]l-«
(p " 2y na " 2y/na )

On obtient ainsi un intervalle de confiance de p a un niveau de confiance 1 —a avec

_ 1 - 1
Xn— , X5 +
" 2y na " 2v/na

Pour a = 0.05, on a en particulier

1 1
- X, +
" Voo0sn " V0.05n

10
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Editeur

et si on prend maintenant n = 100, on obtient € = 0.22. Donc |X,, —0.22,X,, + 0.22| est un intervalle de confiance de p

au niveau de risque 0.05. Autrement dit, il y a plus de 95% de chances que p soit compris entre X,, — 0.22 et X, + 0.22.
L'étendue de I'intervalle est énorme (0.44) lorsque qu’on se rappelle que p € [0;1].
ATinverse, on peut fixer g, et s'intéresser a la taille de I’échantillon nécessaire pour garantir que I'étendue de I'inter-

valle |X,, —¢€,X, + €| soit inférieure a 1%, il faut

n=—————-=>50000.
4 % 0.05 x g2

On constate qu’il faut interroger 50 000 personnes!

Remarques.

* Notons aussi que pour diviser par 2 la longueur de I'intervalle, il faut quadrupler le nombre de sondés.

* On retrouve le fait que I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev est trop générale pour donner des résultats précis : elle
ne prend pas suffisamment en compte laloi de X,,, seules son espérance et sa variance sont importantes. Nous verrons
dans la suite comment construire des intervalles de confiance plus petits en utilisant plus finement la loi de X,,.

Simulation Python. Le code suivant crée plusieurs séries de données et construit'intervalle aléatoire associé a chaque
série de données.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

p=0.52 # le paramétre "inconnu" a estimer

n=10000 # Nombre de sondés
alpha=0.20 # niveau de risque

NbreTest =20
for i in range(NbreTest):
# Création de l’échantillon de données
Ech=np.random.rand(n)<p
# Calcul des bords de l’intervalle
u=np.mean (Ech) -1/(2*(n*alpha) **(1/2))
v=np.mean (Ech)+1/(2*(n*alpha)**(1/2))
plt.plot ([u,v],[i,il,’k’)
plt.plot ([pl,[i]l,’ro’) : :
plt.show () 0.50 0.51

FER XX EXE NN NRNRERNN RN NN NN N N

T T
2 0.53 0.54

o

Estimation par intervalle de confiance de la moyenne d’une loi normale dont I’écart type est connu

Soit (X1,Xp,...,Xy) un n-échantillon issu d'une loi normale A/ (i, g2). On suppose ¢ connu mais I’espérance p est
inconnue et on cherche a I'estimer. On considere X, la moyenne empirique de I’échantillon. Nous avons vu que c’est
un estimateur sans biais et convergent de p.. De plus, par les regles de stabilités des lois normales indépendantes :

On a aussi Y,=vn- "_MQL/V(O,I).
o
Posons f, positif tel que 7o = @~ (1 - §). Avec ce choix
Pty <Yy < fo) = B (1) = D (= 1) = 2D () -1 = 1 —ax.

En revenant a X;;, on trouve

- o - o Xn—H
P(Xy -t < p <X+ o | =P |~ ta < <to|=P-to<Y,<ty)=1-«

vn vn olvn

11



On vient de montrer que

fo g
—, Xp+tag—=
n

vn vn

est un intervalle de confiance de p avec un niveau de confiance égal a 0,95.

X, — ty

Applications numériques
— Pourunrisque a=5%, 1 — % =0,975¢et ty o5 = ®1(0,975) = 1,96.
— Pourunrisquede a=1%, 1 - % =0,995et 1901 = ®~1(0,995) =~ 2,58.

44 Comparaison des méthodes précédentes
Dans une population donnée, une étude statistique faite sur un groupe de 100 personnes
donne lieu a la série statistique suivante.
Poids 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54 | 55
Exercice 8 Effectif 3 5 2 6 6 10 12 10
d Poids 56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63
4 Effectif | 9 8 8 6 5 4 3 3 p.
' J On suppose que le poids d'un individu du groupe est une variable aléatoire X qui suit une loi
- normale d’écart-type o = 3,5. Dans chaque groupe de 100 personnes étudié, on désigne par X;
la variable aléatoire égale au poids du i-eme individu, pour tout i € [[1,100]].
1. En utilisant les deux méthodes précédentes, déterminer une valeur approchée d’'un in-
tervalle de confiance a 95%, de la moyenne des poids des individus.
2. Comparer les deux méthodes.
2.2 Intervalle de confiance asymptotique
DEFINITION intervalle de confiance asymptotique

Soienta €]0,1[, U, etV,, deux estimateurs de g(0) tels que pour tout € ©
Po(Up,<g®<Vy)=1-0a, et ap — «.
n—oo

On dit que lintervalle [U,,V,] est un intervalle de confiance asymptotique de g(0) avec un risque d'au plus o ou au
niveau de confiance au moins égal a 1 — a.

Intervalle de confiance asymptotique du parameétre d’une loi de Bernoulli

Soit (X1,Xp,...,X;) un n-échantillon issu d'une loi de Bernoulli de parametre p. Par indépendance, on sait que

_ n
nX, =) X;— B[n,p).
i=1

Par le théoreme central limite, on sait de plus que

X, :Mz\/ﬁ

X_”—_p) 2. 7 ou Z—.N0O1).
V(%)

/p(1—p | n—+oo

Autrement dit, pour tous a, be Ravec a< b

P(a<x_n* sb)n:;oP(a<Zsb):(I>(b)—d>(a).

12



Editeur

En particulier, pour un intervalle centré en 0, a = —b et en reprenant les notations précédentes : soit #, tel que @ (ty) =
1-¢
2

VPa=p)
N

P|X, - la Sp<Xp+iq

1- 1- _
y)p(_mfmx,g
n n

X —
P(—ta<\/ﬁ”—ps tu)

vpl-p)

=Pty <X, <t = O(l) ~ D~ 1) = 20(t) ~ 1 =1~

«pu—pj
NG

Ensuite, a partir de 'encadrement 0 < p(1 — p) < i

— vpl-p) — p(1-p) — Iy — Iy
Xp—tqg———spsX+tqg——m Xn— <sps<X,+ .
GV Y D Y P W
Par croissance de la probabilité
— , vpld-p) = p(-p) — Il — . I
P( Xn'—ta———;ﬁi——'S}?S)@1+ld———;§?——' )SEP( Xn__z\/ﬁ $’7$§Xn4-5;zi )

Si, pour tout n € N, on pose a,, de sorte que 1—a,, soit le terme de gauche dans I'inégalité précédente, on a bien trouvé
une suite (o) zen= telle que

fy — I

—— <psXp+
2yn PSS m

En reprenant la définition, un intervalle de confiance asymptotique de p au niveau de confiance 1 — a est

P(X_n— )Bl—an et (xnn—> a.
—00

la

2yn

T
2yn’

e Simulation Python

p=0.52 # le paramétre "inconnu" d estimer

17.5 4

n=10000 # Nombre de sondés
alpha=0.05 15.0 1
talpha=1.96

12.5 4

NbreTest=20 10.0 4

for i in range(NbreTest): 7.5 1
Ech=np.random.rand(n)<p
u=np.mean (Ech)-talpha/(2*(n)**(1/2))
v=np.mean (Ech)+talpha/ (2% (n) **x(1/2)) 2.5
plt.plot ([u,v],[i,i]l,’k’)
plt.plot ([pl,[il,’ro’) . .
plt.show () 046 048 050 0.

5.0 4

0.0

1999909009009 0008 0COSS

T T T
0.54 0.56 0.58

wn
)

Remarque. Les intervalles obtenus sont bien plus précis que ceux obtenus par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
En effet, les longueurs des intervalles obtenus par le théoreme central limite est plus petite que celles obtenues par
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Exemple. Premier tour de l'élection présidentielle de 2002 (21 avril)

13



Voici quelques résultats des sondages d’opinion quelques jours avant Iélection.

Jacques Jean Marie Lionel
CHIRAC LE PEN JOSPIN
CSA - 11 avril 21% 12% 19%
IFOP - 12 avril 19% 11,5% 17%
SOFRES - 13 avril 20% 13% 18%
CSA - 18 avril 19,15% 14% 18%
IPSOS - 18 avril 20% 14% 18%
BVA - 19 avril 19% 14% 18%
Sondage confidentiel - 21 avril 18% 14,5% 17%
Résultat final 19,88% 16,88% 16,18%
® Chirac o
Pen
® Jospin
0.12 0.14 0.16 0.18 0.20 0.22

Extrait du site du conseil constitutionnel : "Dans le cas précis de l'élection présidentielle, la publication d'un sondage
d’intention de vote prévoyant un faible écart entre les candidats (51-49 par exemple) rend nécessaire une telle précau-
tion si l'on considére que, dans le cas des sondages portant sur un échantillon de 1 000 personnes (qui est l'échantillon
standard en France pour les élections nationales et notamment l'élection présidentielle), la marge d’erreur est estimée a
3%.

Lobligation pour les instituts de sondage de rendre publique leur marge d’erreur est prévue par la proposition de loi
sénatoriale."

14



N Exercices 9

Exercice 9. <> Estimation d’'une variance
Soient n € N* et p €]0;1[. Une variable aléatoire X — %(n, p). Démontrer qu'il existe o, p,, € N* qui ne dépendent que de n, tels
que la variable aléatoire T = a; X + f)nXZ soit un estimateur sans biais de V(X).

Exercice 10. 4 Estimation d’'un parametre d’une loi uniforme

Soit 8 € RY . Soit X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur ]0;0[ et (X, ...,X,) un n-échantillon de X.
1. Montrer que pour tout n € N*,T,, = % (X1 +---+X};,) est un estimateur sans biais de 6.
2. Considérons Ypin €t Ymax définies par :

Ymin = min X; et Y, = max Xj.
B S M elinm ™

Pour chacune de ces deux variables, préciser :
a) Lafonction de répartition,
b) Ladensité de probabilité,
c) Lespérance et la variance. On pourra remarquer que Ypin €t — Ymax ont méme loi.
3. Posons T/, = ”T“Ymax. Justifier que T/, est un estimateur sans biais de 0.

4. Quel est le meilleur estimateur de 0 entre T, et T, ?
Un estimateur sans biais est d'autant meilleur que sa variance est faible.

5. Posons T}, = Yin + Ymax. Montrer sans calculs superflus que V(T/) < 4V (Ymax)-
6. En déduire que T}, est meilleur estimateur de 6 que T,.

7. Est-ce que les estimateurs T, T}, et T/, sont convergents?
>> Solution p.

Exercice 11. 4+ Risque quadratique
Soit T, un estimateur de g(0). On suppose que pour tout 0 € ©, T; admet un moment d’ordre 2 pour la probabilité Pg.
Pour tout 6 € ©, on appelle risque quadratique de T, en g(0) et on note rg (T;) le réel :

ro (Tn) = Eg ((Tn — £(0))°)

1. Justifier que rg (Ty) = [bg (Tn)]* + Vg (Tp).

2. a) Justifier que sile risque quadratique de T, tend vers 0 quand »n tend vers I'infini, alors T, est un estimateur convergent
de g(0).

b) En déduire que, si Tj, est un estimateur asymptotiquement sans biais de g(0) et si la variance de T, tend vers 0 lorsque
n tend vers 'infini, alors T est un estimateur convergent de g(0).

3. Pour comparer deux estimateurs T, et U de g(0), on peut calculer leur risque quadratique. Sion a:
V0e®, rg(Tp)srgUp),

alors on dira que T, est un meilleur estimateur de g(6) que Uy,.

a) Exemple 1.
Soit (X)) »>1 une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la loi exponentielle &'(A). On pose

Comparer ces deux estimateurs de 1/A.

b) Exemple 2.
Soient Tg et T1 deux estimateurs de 0, sans biais et indépendants. Pour tout a réel, on pose T, = aT1 + (1 — a)Tp.

i) T, est-il un estimateur sans biais de 62

ii) Parmi tous les estimateurs T, lequel est le meilleur?

15



> Solution p. 22

Exercice 12. 44 Estimateur sans biais de I'écart-type o d’'une loi normale centrée extrait HEC 2005
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée et d’écart-type o, le parameétre réel inconnu o, est strictement positif.
2
1. Montrer que la variable aléatoire T = 2)57 suit une loi y de parametre 1/2. En déduire la valeur de I'(1/2).
2. Pour n entier naturel non nul, on considére un n-échantillon (X1,Xp,...,Xy) constitué de variables indépendantes et de
méme loi que X.

2
a) On désigne par S, la variable aléatoire S;, = f %. Quelle est la loi de probabilité de S;; ?
i=1

n
b) En déduire que la variable aléatoire Y;, définie par Y;, = % ¥ X;2 est un estimateur sans biais de 2.
i=1

> Solution p. 22

Exercice 13. ¢4 d'aprés EDHEC 2000
Un sondage consiste a proposer 'affirmation « A » a certaines personnes d'une population donnée. Le sujet abordé étant délicat, le
stratagéme suivant est mis en place afin de mettre en confiance les personnes sondées pour qu’elles ne mentent pas...
Lenquéteur dispose d'un paquet de 20 cartes, numérotées de 1 a 20, qu’il remet a la personne sondée. Celle-ci tire une carte au
hasard et ne la montre pas a 'enquéteur. La régle est alors la suivante :

 sila carte porte le numéro 1, la personne sondée répond "vrai" si elle est d’accord avec I'affirmation « A » et "faux" sinon.

e sila carte porte un autre numéro, la personne sondée répond "vrai" si elle n’est pas d’accord avec I'affirmation « A » et "faux"
sinon.

Le but de 'enquéte est d’évaluer la proportion p de gens de cette population qui sont réellement d’accord avec I'affirmation « A ».
1. On interroge une personne selon ce procédé et on considere I'événement suivant, noté V : «la personne répond "vrai"». On
note 6 = P(V). En utilisant la formule des probabilités totales, exprimer 8 en fonction de p, puis en déduire p en fonction de
0.
2. Certaines considérations théoriques laissent penser que p = }—8.
a) Vérifier que 6 = %.
b) Calculer la probabilité pour qu'une personne ayant répondu "vrai" soit d’accord avec 'affirmation « A».

On revient au cas général ou 'on ne connait ni p, ni 6.

3. On considere un échantillon aléatoire, de taille n, extrait de la population considérée et on note S; le nombre de réponses
"vrai" obtenues. On suppose n assez grand pour pouvoir considérer que cet échantillonnage est assimilable a un tirage avec
remise.

a) Donner laloi de Sj; ainsi que son espérance et sa variance.
S . .
b) Montrer que =} est un estimateur sans biais et convergent de 6.

4. Dans cette question, on suppose que l'on a réalisé un échantillon de 100 personnes et on constate que 23 personnes ont
répondu "vrai".

a) Donner une estimation ponctuelle de 0 et de p.

b) Donner un intervalle de confiance a 95% de 0 puis de p.
On rappelle que, si ® désigne la fonction de répartition d’'une variable X suivant la loi normale .4'(0, 1), alors ®(1,96) =
0,975

> Solution p. 22

Exercice 14. 44 Estimation des parametres d'une loi de Pareto
Soient (b,0) € R** x R. On suppose que X est une va a densité qui prend ses valeurs dans [0; +oo[, dont une densité f est définie

par:
six<0

VxeR, f(X):{ %exp(_)f_l;e) six=0.

Soient n € N\ {0;1} et (X3, ...,X;) un n-échantillon de méme loi que X. On pose :

— Xj+--+X
Xn:% et T, =min(Xy,...,Xn).

1. Soit k € [[1; n]]. Reconnaitre la loi de Yy = X} —0)/b.
2. Onpose Y, = w et U, =min(Yy,...,Yy). Calculer E [Y_n) etE(Uyp).

3. Exprimer les variables aléatoires X, et T, en fonction des variables Y, et U,,. En déduire E (X_n) et E(Ty).
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4. Déterminer un estimateur sans biais 0, de 6 et un estimateur sans biais b;, de b sous la forme de combinaisons linéaires de
XpetTy.

>> Solution p.[27]

Exercice 15. 44 Estimations des parametres d’'une loi de Pareto
Une variable X suit une loi de Pareto VP(a, 1, xg) si la fonction de répartition est donnée par

0 si x<1+xg

VxeR, F(x) = { 1- sinon

1

(x—x0)%

1. Dans la suite, on souhaite estimer le parametre a d'une loi VP(a, 1,0).
a) Donner la loi suivie par Z = In(X).

b) Soient (X;;),en+ Une suite de variables mutuellement indépendantes qui suivent toutes une loi de Pareto VP(q, 1,0).
Pour tout 7 € N*, on pose
Zn=InX1Xs...X}).
Donner la loi de Z,.
c) Préciser I'espérance et la variance de Z;,, en déduire que T, = %Zn est un estimateur de o~ 1.
n

d) Démontrer que Wy, = 7- estun estimateur de a, calculer son espérance, sa variance.
n

2. Onrevient au cas général. On veut maintenant estimer le parameétre xg d'une loi de Pareto de paramétre (a, 1, xp).
a) Démontrer que X suit une loi de Pareto VP (a, 1, xp) si et seulement si Xg = X — xp suit un loi de Pareto VP(q, 1,0).
b) Calculer E (Xg) et V(Xg) pour a > 2, et en déduire

(04
EX) = xp+ —— V= — &
K=x+i77 o VO= 5wz

c) Soient (Xp),en+ Une suite de variables mutuellement indépendantes qui suivent toutes une loi de Pareto VP (¢, 1, xp),
on pose pour tout n € N¥,
Y, =inf(Xy,Xo,...,X5).

Préciser la loi, I'espérance la variance de Y. En déduire que Y, = Y;, — 1 est un estimateur de rang n de xo. Quel est le
risque lié a I'estimateur Yy, ?

Exercice 16. ¢4 Le boulanger d’apres oral ESCP 2022, sujet 23
Un boulanger vend du pain chaque jour.

* Laquantité de pain produite chaque jour est une quantité fixée Q choisie par le boulanger, Q étant exprimée en kilogramme.
* Lademande de pain dela part des clients est une variable aléatoire X strictement positive, toujours exprimée en kilogramme.

¢ On suppose que la variable X admet une densité f strictement positive sur R*, nulle sur R_, continue sur R et on note F la
fonction de répartition de X.

e Le cot de fabrication par kilogramme est ¢ euros et le prix de vente est v euros par kilogramme.
* Onnote B la variable aléatoire égale au bénéfice quotidien.

e Lavariable indicatrice d'un événement A est notée 1x.

* Onsupposeque0<c<uv.

Sila demande de pain X est inférieure a I'offre Q, le boulanger ne vend que la quantité X (le pain invendu un jour donné n’est
pas remis en vente le lendemain!); si la demande est supérieure a I'offre, il ne vend que la quantité Q. Dans ces conditions, on
cherche la quantité optimale a produire, c’est-a-dire la quantité Qg qui maximise I'espérance de B.

1. Etablir la relation suivante :
B=v[Q+X-Qlx<q]]-cQ.
2. Montrer que la variable X1x<q) admet une espérance et donner son expression sous forme d’intégrale.

3. En déduire I'égalité suivante :

Q
E(B)=(U—C)Q+vf0 tf(0di-QFQ)| .

4. Exprimer Qg al’aide de F, de v et de c. Le boulanger cherche a prévoir sa demande journaliere. La demande aléatoire X, qui
va s’exprimer le jour n n’est pas connu a I’avance mais le boulanger fait 'hypothése que la demande ne variera pas beaucoup
d’un jour a l'autre et que :

Xn+1 =Xn+Upq1
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¢ Xp est une constante strictement positive fixée.

2 non nulle.

* Les Uy sont des variables aléatoires indépendantes, de méme loi, d’espérance nulle et de variance o
5. a) Exprimer X;, en fonction des U; et de Xg.

b) Montrer que la suite (%) converge en probabilité vers 0.

c¢) Démontrer que si deux suites de variables aléatoires (A;) et (Bj;;) convergent en probabilité respectivement vers des
variables aléatoires a et b, alors la suite (A + B) converge en probabilité vers a+ b .

d) En déduire que ()%) converge en probabilité vers une variable que I'on précisera.

Xo

e) Montrer que la suite (7) converge en loi vers 0.

f) Montrer que la suite ()%) converge en loi et préciser la loi limite.
On pourra utiliser le Théoreme de Slutsky : SiX;,, converge en loi versX, et siYy converge en probabilité vers une constante
¢, alors X, Y, converge en loi vers cX.

> Solution p. 22

Exercice 17. 44 Calcul d’'un intervalle de confiance
Soit (Xi,...,Xp) un échantillon de la loi exponentielle de parametre A > 0 inconnu. On pose

Y, =min (Xy,...,X,).

1. Montrer que Yy, suit une loi exponentielle dont on précisera le parametre.

2. Soit a €]0;2/3[. Déterminer deux réels ay, et by, tels que

P(nAY,, < ay) = % —P(nAYy, = ).

nY, . nY, ]

3. Justifier que[ et
n n

est un intervalle de confiance de % au niveau de confiance d’au moins 1 —a.
>> Solution p.

Exercice 18. 44 Calcul d’'un intervalle de confiance II
Soit (X;) ;en une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi exponentielle &(A) ol le parametre A > 0 est inconnu.
On pose X, = %Z;‘ZIX,-.

1. Justifier que A/7X;, — /71 converge en loi vers une variable aléatoire de loi .4 (0, 1).

2. Soita €]0,1[. Notons #y I'unique réel tel que @ (ty) =1 - %. Montrer que

o) 1 ) 1
l-— | =, |1+ —=|=
VnlX, Vil X,
est un intervalle de confiance asymptotique de A au niveau de risque a.

> Solution p. 22

Exercice 19. 44 Estimation et loi de Poisson d’apres oral ESCP 2022, sujet 35
Soit Xj,..., Xy un n-échantillon de variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de Poisson de parametre A € R inconnu.
On cherche dans cet exercice  estimer e .

Pour tout k € [[1, n]], on note Y}, la fonction indicatrice de 'événement [Xk = 0]. Pour tout n € N*, on pose :

1 n n
E Z:Yk et Su= Z:Xk
k=1 k=1

Y_n:

1. a) Déterminer laloi de Y.

b) Montrer que Y, est un estimateur sans biais de e M.

¢) Yy, est-il un estimateur convergent de e M2

N

- Pour j €N, on pose ¢(j) =Pyg, = j) X1 = 0). Calculer ¢(j).

w

. Onpose a présent T, = ¢ (Sp).
a) Montrer que T, est un estimateur sans biais de e,

b) Tj, est-il un estimateur convergent de e M2
4. Comparer les variances des deux estimateurs Ty, et Y.

> Solution p. 22
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Lien entre estimation et optimisation

Exercice 20. 4
Soit (X3,X2,...,Xn,Y1,Y2,...,Ys;) un échantillon de variables aléatoires indépendantes, de méme loi de Bernoulli de parametre
inconnu p €]0;1[. On pose :

1 m .
Xn==YX;, Ym=—2YY; et Z=aX,+bYm, ou (ab)eR?
mi=1

Pour quelles valeurs de a et b, Z est-il le meilleur estimateur sans biais de p?
> Solution p.[2§]

Exercice 21. 4+4 Soit X une variable aléatoire discrete d’espérance E(X) = 0 # 0 et de variance V(X) = 1. On considére un
n-échantillon (Xj,...,X;) de laloi de X. On pose classiquement

Xy = X;.

S|
M=

1

1

1. Montrer que X;, est un estimateur sans biais de 0 et calculer son risque quadratique défini par
rg = EG((X_VL_ 6)2]

2. Soit (aq,...,a,) €R"™. Onnote Y, = iaiXi.
i=1

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur aj, ..., «; pour que Y, soit un estimateur sans biais de 8. On suppose
dans la suite que cette condition est vérifiée.

b) Calculer cov (X_n, Yn). En déduire V(X_n] <V(Yp). Que diresiV (X_n) =V(Yy)?

¢) Que peut-on en déduire sur les estimateurs X5 et Yy, de 6.
> Solution p.

Exercice 22. 44 Maximum de vraisemblance D'apres EDHEC 2014, voie E
Dans cet exercice, 6 désigne un réel strictement positif et 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout k de N, on pose :

(i)
up=——\——=1| .
k= T1+el1+0
1. Montrer que la suite (uy) ke définit bien une loi de probabilité. On considére maintenant une variable aléatoire X prenant
ses valeurs dans N et dont la loi est donnée par :

VkeN, PX=k) = u.

2. a) OnposeY =X+ 1. Reconnaitre la loi de Y, puis en déduire 'espérance et la variance de X.
b) Ecrire une fonction Python qui prend en argument 0 et simule la loi d"une variable aléatoire X.

3. Dans cette question, on souhaite estimer le parametre 0 par la méthode du maximum de vraisemblance. Pour ce faire, on
considere un échantillon (X1,X»,...,X;;) composé de variables aléatoires indépendantes ayant toutes la méme loi que X et
on introduit la fonction L, de R} dans R, définie par :

n
vOeR}, L©O)=]]P(Xi=x)
k=1

ol x1, X2,..., X, désignent des entiers naturels éléments de X(Q).
Lobjectif est de choisir la valeur de 0 qui rend L(0) maximale.

4. a) EcrireIn(L(0)) en fonction de @ et de S, = f X
k=1
b) On consideére la fonction ¢, définie par :
V0 €]0;+ool, @(0)=S;Inb—(Sy+n)In(l+6).

Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que 1’on notera 0, et que l'on exprimera en
fonction de Sj,. Que représente 6, pour la fonction L?

n
On pose dorénavant: T, = % ¥ X;. Lavariable T} est appelée estimateur du maximum de vraisemblance pour 6.
i=1

c) Vérifier que T, est un estimateur sans biais de 0.
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d) On définit le risque quadratique par
re (Tp) = Eg ((Tn - g(e))zj .
Calculer rg (Ty;) de Ty, et vérifier que nliToo 19 (Ty) =0.

> Solution p. 22

Exercice 23. 444 Maximum de vraisemblance D’apres HEC, 2020

Lorsque I'on cherche a estimer un parametre inconnu a partir d'un échantillon de données, on appelle statistique exhaustive
toute fonction de ces données qui résume a elle seule I'information que ces données fournissent sur le parametre. On donne ici une
définition précise de cette notion d’exhaustives dans le cas des échantillons de variables aléatoires discretes, illustrée de plusieurs
exemples qui en montrent I'intérét. On s'intéressera dans ce probleme a l’estimation d'un parametre réel inconnu 0 appartenant a
un intervalle ©.

On dispose pour cela de plusieurs observations xi,...,x; considérées comme les réalisations de variables aléatoire discréetes
Xi,...,Xy définie sur le méme espace probabilisable (Q, o), a valeurs dans une partie B de N.

Lespace probabilisable (Q2, <) est muni d'une famille (P9)9€® de probabilités indexées par le parametre .

On fait, pour toutes les valeurs du parameétre 0, les trois hypothéses suivantes.

¢ Les variables aléatoires Xi,...,X; sont mutuellement indépendantes, c’est-a-dire :

Y (x1,...,Xp) €B", Py

() =xi1) = TP ([ =x1) W

i=1

¢ Les variables aléatoires Xj,...,X;; suivent toutes la méme loi qu'une variable aléatoire de référence, dotée X, a valeurs dans
B, c’est-a-dire :
vie[l,n, VxeB, Py([X;=x])=Pg(X=x]) @

¢ Tous les éléments de B sont des valeurs effectivement possibles de X, c’est-a-dire :
VxeB, Py(X=x])>0 3)

On appelle statistique toute variable aléatoire S de la forme w — s (Xj (w),...,Xn(w)), ou s désigne une application définie sur
B et a valeurs réelles. On note alors S = s (X3,...,Xz).

Pour tout 0 € ©, on note Eg(S) I'espérance de S lorsque (2, o) est muni de la probabilité Py (si cette espérance existe). On note
de méme Vi (S) la variance de S (si elle existe).

Partie 1 : développements en série

1. Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre 0 et 1.

a) Justifier la convergence de la série ¥ x*/k.

k=1
1 tm m—1 k
b) Vérifier, pour tout m € N* et tout 7 €] 0, 1[, 'égalité : 515" >t
- - k=0
X tm
¢) Démontrer que 'intégrale f -1 d? tend vers 0 quand l'entier m tend vers I'infini.
b 1-

d) En déduire la somme de la série ¥ x¥/k.
k=1
2. Dans cette question, indépendante de la précédente, (ay) ren désigne une suite de nombres réels telle que la série } >0 a kck
est absolument convergente pour un réel strictement positif c.

k

+
a) Justifier que la fonction f: x— ag + Zooakx est bien définie sur le segment [—c, c].
k=1

+00

b) Pour un entier naturel m, on pose: M;;, = ¥ |ak| ck=m=1 justifier, pour tout x € [—c, c], I'inégalité :
k=m+1

+00

Y apx®

k=m+1

< Ml

¢) Justifier, pour tout m € N*, le développement limite au voisinage de 0 :

m
fx)=ag+ Z akxk +o(x™)
k=1

d) Démontrer que sila fonction f est nulle sur l'intervalle ]0, c], alors (ay) en €stla suite nulle.
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 Dans toute la suite du probléme, pour tout 6 € © et tout (x1,...,X;) € B, on note :

n
L(xy,...,xn,0) = ] Pg ([X; = x;]) @)

Cette quantité, qui s’écrit aussi ﬁ Py ([X = x;]) d’apres (2), est appelée la vraisemblance de la valeur 8 du parametre au vu des ob-
i=1

servations xi, ..., Xp.

Partie I : estimateur du maximum de vraisemblance, un exemple
Dans cette partie, © est I'intervalle ouvert ]0, 1[, B est égal aN* etona:

VxeB, Py(X=x])=(1-0)*"lo.

_ 1
On note X la variable aléatoire — f X;.
n

i=1
3. Soit0e®
a) Reconnaitre la loi de X lorsque (Q, «/) est muni de la probabilité Pg.
b) En déduire que X est un estimateur sans biais du paramétre 1/6
¢) Quel est le risque quadratique de cet estimateur? Rappelons que le risque quadratique est défini par

ro(X) =Eo ((X— 1/6)2).

1»1
4. Onnote T la variable aléatoire — y —.
n i:le'

a) En utilisant le résultat de la question 1.d, justifier que :

0In(0)
0-1"

V0e®, Eg(T)=

b) En déduire que T est un estimateur de 0 dont le biais by (T) est strictement positif.
5. Soit (x1,...,xn) € B™.
a) Justifier, pour tout 0 € ©, I'égalité :

n
In(L(x1,...,Xn,0)) = nln(®) — (n— Yy xi)ln(l -0).
i=1

b) En déduire que, lorsque les x; ne sont pas tous égaux a 1, le nombre n/ (f x,-) est 'unique valeur de 6 qui maximise la

i=1

vraisemblance L(x,..., xy,0)

6. On note U la variable aléatoire n/ ( > X; )

a) établir, pour tout 0 € O et tout entier k = n, I'égalité :
n 5 (k 1) f"/”(k )2
—=0-0°(——=|+ — —t|—=dt.
k (n 0) Jue \n s

b) En déduire que U est un estimateur de 6 dont le biais bg (U) est donné par :

n kin 2

Y Xi=k )f (——t)—gdt.

1/6 \n r

+00
v0e®, byU)=) P
= i=1
c) Justifier que by (U) est strictement positif, quelle que soit la valeur du parametre 0

7. Dans cette question, on suppose que le nombre des observations est illimité. On dispose donc, pour estimer le parameétre 0,
d’une suite (X;) ,en+ de variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi. Pour tout entier n € N*, on note

L |
Sukx o Uns

:IH

Etudier la convergence des deux suites d’estimateurs (T;) ,en+ et (Up) pen+ du parameétre 6.

> to be continued..
> Solution p. 22
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Python

Exercice 24. 4 Retour sur la méthode de Monte-Carlo

Soient (U;) ;en des variables aléatoires réelles indépendantes de loi uniforme sur [0, 1] et N une variable aléatoire de loi gé¢ométrique
de parametre p indépendante de la suite (U;) ieny- On pose

X= max Uj;.
1<isN

1. Déterminer la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
2. Calculer I'espérance de X.

3. Simuler la variable et vérifier votre résultat.
> Solution p.

1
Exercice 25. 4 Soit (Xj,...,X;) un échantillon suivant la loi & (A). Nous disposons des deux estimateurs de 0 = X :

—_ n
— Lamoyenne empirique X;, = % Y Xi;
i=1

—\2
— Lécart-type empirique o, = ﬁ )E (X,C —Xn) .
k=1

On souhaite comparer ces deux estimateurs.

1. Ecrire un programme qui prend en argument 7 et A et simule X;;, puis o,.

2. Afficher des histogrammes et comparer les estimateurs.

> Solution p.

Exercice 26. 4
Soient n € N* et (X,X»,...,X;) un échantillon d'une loi de Poisson 22(0). On cherche & estimer exp(—0). Pour cela, on pose :

n

1
et By=— Z 1[Xg=0]-
nj

n
1 ),lei
=1

n

1. Ecrire deux programmes qui prend en arguments 7, 0 et simulent respectivement A, et By,.

2. On suppose que 0 =1.
En déduire un programme qui prend en argument 7 et renvoie une approximation de 'espérance de A, et B,.
Que peut-on conjecturer sur le biais de chacun de ces estimateurs?

3. Afficher 'histogramme de 10000 réalisations de T1gg et Ugg.-
Que peut-en déduire sur la qualité de ces estimateurs?

>> Solution p. 22

Exercice 27. Dans cet exercice toutes les variables aléatoires sont définies sur un espace probabilisé (Q, <7, P).

1) Question de cours : Rappeler la définition de la convergence en probabilité d'une suite de variables aléatoires.

2) Soit (u, v) € R?. On considere deux suites (U ;) ,en+ €t (V) neny+ de variables aléatoires convergeant en probabilité,
la premiere vers u, la seconde vers v.

Démontrer que la suite de variables aléatoires (U, + V) ,en+ converge en probabilité vers u + v.

3) Dans cette question, on suppose les réels u et v supérieurs ou égauxal.

a) Etablir I'inégalité : |In(u) — In(v)| < |u - vl.

b) En déduire que si (U,) ey~ €St une suite de variables aléatoires ne prenant que des valeurs supérieures ou égales
a1, convergeant en probabilité vers u, la suite de variables aléatoires (In (U,)) ,en+ converge en probabilité vers In(u).

4) Dans cette question, x désigne un nombre réel strictement compris entre O et 1 .

a) Etablir, pour tout £ € [0, x], I'inégalité : I=F < x.

b) En déduire la limite de I'intégrale f; (£=£)" df quand I'entier n tend vers I'infini.

c) Démontrer I'égalité : ln(lflx) =¥ %

5) Dans cette question, p désigne un parametre strictement compris entre 0 et 1. Soit X une variable aléatoire
discrete telle que, pour tout entier k strictement positif, la probabilité que la variable X prenne la valeur k soit donnée

k
par:PX=k] = ](6117(7 3 ) Le résultat de la question précédente, appliqué a x = 1 — p, prouve que X ne peut pas prendre
n

d’autres valeurs.
a) Etablir I'égalité : [E[E[g)é]] = p, ou E désigne 'espérance.

22



b) Démontrer que si (X;) ,en+ €St une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X, alors

nox.
k=1 Xl . N
5 estun estimateur convergent du parametre p.

l/]\(X yXZ)--~7X)=—
S "R )
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js, 3 ° Y
i l = R Indications et solutions
=8 7 |
Lp
Finalement
by (V) = —%02 WO
Ce qui conclut.
Exercice[2] p-Bl

1. Soit n € N*. Par linéarité de I'espérance

By ()= kil Eo ((X¢ — )’
= % kilEe (i~ B (x4))°)

1 n
=—202=02.
=1

On a donc bien un estimateur sans biais.
2.(a) Par linéarité de I'espérance
1 & — \2
Eg (Vi) = — Z Eg ((Xk—Xn) )
" =1
Soit k€ [[1; n]]
—\2 —
(Xe=%n) =Xe? - 2%,X,0 +X2

Calculons I'espérance de chacun des termes. Par la formule
de Koenig-Huygens

Eg (szJ = Vo (Xi) +Bg (X)* = 0% + i
2

= - —\2
Eg (an) =Vy (Xn)+E6 (Xn] = % .
o 1., 14
De plus XpXn = =Xg~ + = D XiX;.
n nio
i#k
Et
— 1 12
Eg (Xan) = Eo (sz) o 2 Eo (XkX;)
i=1
ik
n
= —Ey (sz) +— Y Eg(Xt)Eg(X;) (indépendance)
i#k
o)1 50
=—|0"+ U |+ = 14
ni=1
i#k
n-1
= ; (0‘2 + HZ) + M
L2, 2
Résumons
2
Eg ((Xk -in)z) =0’ +pf-2 (%02 + uz) + 07 +p?
= 0'2 1- l) = gzw
n n
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2.(b) 1l suffit de poser

de sorte que by(Vy) = 0.

Exercice p.

1. La variable X admet un moment d’ordre et les variables
constituant X;; sont mutuellement indépendantes. D’apres
la loi faible des grands nombres,

_ P 0
Xn ,— o0 =7

n—+oo
Puis, par composition avec ¢ — 2t, continue

LIy

n—+oo

T, =2X,

2.(a) En tant que variable bornée, X admet une espérance
(pour toute probabilité Pg). De plus

0 2 0 t2
EQ(X)zf tfe(t)dt:—f r——|dt
0 0 Jo 0
2 )% 2(02 6 o
0_9 2 30| 3°

2 30
Ensuite, par linéarité de '’espérance

_2
)

_ 3 & 326
EG(SX,,]:; Y Eo(Xi)=> ) 5 =0.
On a bien un estimateur sans biais.

2.(b) La variable X admet une espérance. Par la loi faible des
grands nombres

X, 2 Ey00=’
n o oo O T3

Puis, par composition avec ¢ — 3¢, continue

LAY

n—+oo

3Xn



Lestimateur 3X,, est bien convergent.
Exercice[d]

p-B

1. Avec le changement de variable € et bijectif sur R}, u =

2
;7, on obtient
2

1 f+w 71‘72
|tle 202 dt=
ovV2nJ-oco

2

2 f+oo 7):72
|tle 202 dt
oV2n

+00 u
—Z—f “*du= 0\/
Vv2n Jo

Ce calcul prouve la convergence (absolue). Pour tout indice
i, en utilisant le théoréme de transfert, |X;| admet une espé-
B == [
\/_

rance avec
2
2
[tle” 202 dr=oy/—.
T
2. Par linéarité de I’espérance,

30

Il en résulte, compte tenu des propriétés de la moyenne em-

pirique, que
nfl &
t=y3 (3 £

On vérifie que X; a une variance et par la loi faible des grands
nombres, (T;),en+ converge en probabilité vers o. C'est
donc bien une suite d’estimateurs convergente.

Exercice[5|

p-[

* Calculons E(Tj)
Meéthode 1.
Remarquons que par indépendance

n
ot Yu=) Xi

= 1
Xn==Yp,
n k=1

suit la loi de Poisson de parametre An.

Ensuite,
k k) (nA)ke nA
Tewp( -, | ptva == Tew - #—
k
—nA (n)\e_%)
=Y TR

On reconnait une série exponentielle. La série est absolu-
ment convergente. Le théoréme de transfert justifie I'exis-
tence de 'espérance et le calcul :

E(Ty,) = E(exp (—%Yn))

1\k
o) (n)\e_ﬁ) 1 -1
_em U T mgmenh _ mm(i-e7n)
k=0 K

Cela prouve que T, n’est pas un estimateur sans biais de e A
puisque
E(T,) #e
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Meéthode 2.
On vérifie par le théoréme de transfert que e
une espérance donnée par

Be /) = 5% (ebin) .e-)\%"‘ _

k=0

—Xi/n admet

_ —1/n
e M.eheT

Par le lemme des coalitions, les variables e %i/" sont indé-

pendantes. La fonction ¢ — e M étant continue, elles sont
aussi méme loi. Des lors,

n
E(Ty) =[] B[e ™).
i=1

On retrouve le résultat de la premiére méthode.

* Mais on sait que

_1 1
-eh)-
n
et donc
—n)\(l e n) — A,
n—+00
et donc que

E(Tn) — e M.

* Enfin, I'application f: t € R — e~ ! est continue et I'es-
timateur de la moyenne empirique X,, est un estimateur
convergentde EX) =A.Donc ¢, = f (X_n) est encore un esti-
mateur convergent de e M

Exercicel6] p-[
Soit € € R} . A partir de I'inégalité de Markov
E((Tn-g®)
Py ([T - g0)] > €) = Py ((Tn - g®)? > ¢2) < ( - )

Or

E((Ty - g®)*) =E((Tn—E(Ty) + E(Tn) - g(6))°)
=E((Ty—E(T)?)
+2E(Tp —E(Tp)) (E(Ty) - (0))
+(E(Tp) - g®)?
=V(Ty) +(E(Ty) - g0)°.
Par hypothese

2
(E(Tp)—g®) 0 et V(T — 0.

Dol E ((Tn - g(G))z) M 0 et par encadrement
—+00
Py(|Tn-g@®)|>c) — o.

On retrouve la définition de la convergence de I'estimateur.

Exercice

p-[

1. On vérifie que

Ee()_(n):p et Eqg(Tp)=



. On a par indépendance

Vo (in) - —V(X) . pi-p
et
_ 2(2n+1) p(1-p)
Vo (Tn) = nz(n 12 2 Z Xi) T 3(n+1) n
—_————
<1
Ona

Vo ()‘(n) >V (T,,)

On dira que Ty, est un "meilleur” estimateur que Xn,.

.Ona _
A (Xn) = 0 et Vo(Tp) — 0.
On est dans les conditions de la proposition précédente et

les estimateurs sont convergents.

Exercice[g]

p.[2

. Notons m, la moyenne.

* Vial'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Onavu que
1 n
S
est un estimateur sans biais et convergent de m. On va
donc utiliser cet estimateur, via I'inégalité de Bienaymé-

Tchebychev, pour déterminer un intervalle de confiance de
m, au niveau de risque o = 0, 05.

VeeR?, P()E—m‘zs)sv(;")
— P[X_n—m‘<e)>1—v(;n).
Or:
P(Xn 8<m<Xn+£)>P(X —8<m<Xn+8)
etsiona N
‘@so.os,
alors :

P(X_ﬂ—ssmsx_n+e]>095

Donc pour des valeurs de € tels que <0,05i.e.:
G2
€= ,
n0.05

on obtient I'intervalle de confiance
[X_n —6,Xp + a]

est un intervalle de confiance de m a 95%.
Application numérique. On trouve

[53.75;56.89].
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e Vialaloi normale.

Les variables Xj, ..., X, sontindépendantes de méme loi
normale de paramétres (m,5?). Par stabilité de la loi nor-
male par combinaison linéaire, E* suit laloi A4(0,1).

Par symétrie de la densité de la loi normale centrée réduite,
il existe un unique réel strictement positif 7y tel que :

x
(1) =1- 5 =0.975.

*

Alors P(—tasX_n sta)zl—(x

c’est-a-dire,
— o e (o2
P Xn_taﬁ sman+taﬁ =1-a.

Application numérique. On trouve comme intervalle de
confiance de m a 95% :

[54.634;56.006]

2. Lameilleure méthode est celle dont l'intervalle de confiance
possede la plus petite amplitude. La 1™ méthode donne un
intervalle de confiance d’amplitude égale a 3,14 et la 2¢ mé-
thode donne un intervalle de confiance d’amplitude égale a
1.372. Donc la deuxiéme méthode est plus performante.

Exercice p-

1. On a par linéarité de I'espérance

NIGD

23 2-

i=1

:IN

2 n
E(T,) = ;Z

Ainsi

by (Tp) =E(Tp) -6 =0.

Lestimateur est sans biais.

2. En reprenant le cours sur les variables a densité

VteR, Fpin(d)=1-(1-Fx()"
Frmax(1) = FX(t)n-

On vérifie que Fppip, et Finax sont continues et €1 sauf éven-
tuellement en 0 et 1. Yysin €t Ymax sont a densité avec

fonin (0 = nfic () (1-Fx(0)" ™
fmax(t) = nfx(OFx ()"

La variable Ymax est une variable bornée, elle admet donc
une espérance et une variance avec

o 8¢ (r\nL on
E(Ymax)—-/(; [fmax(t)dt—n‘/(; 6(6) dt—n+1.

Par la formule de Koenig- Huygens

V(Ymax) =E (Ymaxz) -E (anax)z .



0
E(Ymaxz]:fo 22 frmax (D) d¢
0 t2 t n-1

0
n
— en_l f tn+1dt
0

0
_n Ltn+2
0" [n+2 0
+2
n 0" no 5

Thnt2 0% nte

D’out

n n \2
V(Ymax):_ez—( )
n+2 n+1

2( 1 n
=n —

n+2 (n+1)2
~ 2((n+1)2—n(n+2)

(n+2)(n+1)2
(n+2)(n+1)2
Par symétrie Y, et 0 — Ymax ont méme loi donc

D

n 0
E(Ymin]:e—E(Ymax):G—EG:n+1.
Et
V(Ymin) =V (0~ Ymax) = V(Ymax) -
3.0na
E(1)) = B (g = L
n n+l

On a bien un estimateur sans biais.

4. On a deux estimateurs sans biais avec

n+1

) V(Ymax) = 0

1y
V(Th) = n(n+2)

92
et V(T =2

On constate que
V(T),) <V (Th).

T, est un meilleur estimateur que Tj,.

5.0na

\ (Tllé) =V (Ymin + Ymax]
=V (Ymin) +V (Ymax) +2Cov (Ymin’ Ymax) .
Or
\Y (Ymin) =V (Ymax)

et en remarquant que
0 < V(Ymin — Ymax) = V(Ymin ) +V ¥Ymax )—2 Cov (Yiin, Ymax )

ona
2Cov (Ymin, Ymax) < V(Ymin) +V (Ymax)

On obtient
\" (T,rlz) <4V (Ymax) -

6. Dans un premier temps. T/, est sans biais

E(T,rlt) = E(Ymin) +E (Ymax) = 0.
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On sait par indépendance que

4 02 ¢

4 n
VT =— Y VX)=——=—.
(T nZi:Z1 &)= %=
Eton avuque
V(Y )—; 2
T (h+2)(n+1)2

D’apreés ce qui précede

V(") < 4n o = 12n?
W (n+2)(n+1)2 (n+2)(n+1)>?

12
< ——V(Tp).
n+2

V(Tr)

Dés que n=10,on a
V(T,")<V(Tp)

et T, est un meilleur estimateur de T,.

7.Dans chaque cas, les estimateurs sont sans biais avec une va-
riance qui tend vers 0. Par conséquent, on sait que chaque
estimateur est convergent.

Exercice p-

1. La variable Yy, est a valeurs dans R* et pour ¢ € R*

Fyk(t) = P(Yk < t)
= P(Xk < bt+e) = ka(bt+9).

Par composition, la fonction de répartition de Y} est conti-
nue et de classe ¢! sauf éventuellement en un nombre fini
de point. On en déduit que Y est une variable a densité.
Une densité est donnée par
0siteRy
e 'siteR™

VieR f(1)= {
On reconnait une loi exponentielle de parametre 1.
2. Par linéarité et 'égalité en loi des Y;
E[Y_n) —E(Y) =1

On montre que Uy, suit une loi exponentielle de parametre
n. Dés lors

1
EUp) =—.
n
3.0na
1 & 1 & -
Xn:EZXi:;Z(bYl-+6]:an+G
et

Xi: min in+9

= min
ie[L;nl ie[[L;nl

:b( min Y;|[+6
ie[L;nl

=bU, +6.
Par croissance de la fonction affine t € R — bt + 0. Par linéa-
rité b
E(x_n) —b+0, E(Tp) == +6.
n



4. On constate que

n-1

E(X_,,—T,,) - (1—%)!): —b.

Un estimateur sans biais de b est donc donné par

n

Enz P (E—Tn)-

Dans ce cas
E (X — bn) = (%)~ E(bn)
=b+0-b=0.

et un estimateur sans biais de 0 est

n 1 —

/e\n:)(_n—Bn: Tﬂ_ Xn.
n-1 n-1
Exercice[I7] p.
1. Vérifier que
Y, — &(nA).

2. Parles régles sur les transformations linéaires, nAY, — &(1).
Par conséquent

P(nAY, < ap) =F(ap)

ou F désigne la fonction dé répartition d'une loi exponen-
tielle de parametre 1. Soit

0 six<0

vieR, F(x):{ 1-e™* sinon

Il vient pour a; =0,

(04
— =F(ap)=1-e™
2 (an)

— x

e

2

—> an — 1 _
— an:—ln(l—g).

Sachant que Yy, est une variable a densité :

P (nAYy = by) =1—F(by)

— 1—F(bn):g
— e_b"zg
2
o
= bnz—ln(z).
an(a)
by (@)
1,,
2/3 1
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Notons que pour a € [0;2/3],

0< by < ap.
. Posons
Ay =[nYpA < ay)
BI’L = [nYnA = bn] .
Ainsi
P(le nYn)nYn )
A a, by
:P( nYn < l < n_Yn)
an AN by

=P ([nY,A < anln[by < nYpAl
=P(A;,NBy)=1-P(A,UB,).

En utilisant la formule du crible, on a aussi
P(A,UB,)<P(A,;)+P(By).

Comme Y, est une variable a densité, le membre de droite
vaut a. Finalement

P(le
A

nY, nYp
an ’ bn

)21—&

Exercice

1l est clair que
£[5)<r. (7).
D’ou
E(Z) = (a+b)p.
Z est donc un estimateur sans biais si et seulement si

a+b=1.

De plus, par le lemme des coalitions, X, et Y, sont indé-
pendantes. Ainsi

V@Z) = @V (X_n) + B2V [Y_m)

a® b
(£ EJe

—+ —
n m

(az (l—a)z)
=l—4+ —F—
n m

Le meilleur estimateur sans biais étant celui de variance mi-
nimale, on cherche donc a minimiser la fonction polyno-
miale de degré 2

p = p).

2 2
a 1-a
ueIR{H—+( )
n

m

Une étude variation donne un minimum atteint pour

n
a= .
n+m
Dans ce cas
n — m — 1 7 m
= = Y Xi+)Y;
m+n n+m n+m\;/ 5 ]




C’est tout simplement I'estimateur de la moyenne empi-
rique construit a partir de I'échantillon

X150 X, Y1, Ym).

Exercice p-

. Soit x € [0; 1]. Appliquons la formule des probabilités totales
avec le systeme complet d’événements (N = 1) ;e

F(x)=PX=<x)

+00
= Z PN =nPpn=p X<Xx)
n=1
+00
= Z P(N =n)P|N=p) (max{U;... Uy} < x)

n=1

+00
=Y P(N=n)P(max{Uj,...,Uy} <x).

n=1

La derniere égalité s’obtenant par indépendance de N avec
max{Uy,...,Uy}. Ensuite

+00
F(x)= ) PIN=nP([U;<x]n...n[Uy<x])
n=1
+00
=) PN=nPU; <x)"

n=1

par indépendance de (U i)iel\l* et méme loi. En remplagant
par les expressions des lois :

+00
Fx)= Y p-p)1.x"
n=1
+00
= 1- n-1___ PX
pxn;(( p)x) —u-px

Pour x<0,F(x)=0,etx=1, F(x)=1.

Voici un code pour tracer la courbe représentative de la fonc-
tion de répartition.

def FctionRep(x,p):
if x<0
return O
if x>1:
return 1
else
return p*x/(1-(1-p)*x)
def trace(p):
x=np.linspace(-1,2,100)
y=np.zeros (len(x))
for i in range(len(x)):
y[il=FctionRep (x[il,p)
plt.clf ()
plt.plot(x,y)
plt.show ()

#test
trace (1/2)
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2. Appliquons la formule de I'espérance totale :
e (N = n),en est un systeme complet d’événements.
* Soit n € N*. Posons ﬁn =max(Uy,...,Uy). En reprenant
le calcul précédent. Pour x € [0;1]

_ n
Fﬁn(x)—x .

U, est a valeurs dans [0, 1], et une densité est :
nx"1  sixe[0;1]

0 sinon.

VxeR, fulx)= {
Up, est bornée, elle admet une espérance avec

E(Gn) :folx-nx”_ldx: n

n+l’
e Ainsi ﬁn est positive et
E(Un) = E(XI1IN = n).

De plus
n
P(N=nE(X| | [N=n]) = n-1._—
Y PIN=mE(X|[[N=nl)=} pg"" - —
La série est convergente.
D’apres la formule de 'espérance totale, X admet une espé-

rance et :

+00
EX) = Z PIN=nEX|[N=n])

n=1
+00
_ n-1, _"
glpq n+l
:Jiopq”_l n+1—1)
n=1 n+1
n— -
= pq- " —pq .
n=1 n=1 n+1
Or on montre que pour x €] —1;1]
+00 411
Inl1-x)=- Z —_
n=1 1

D’ou
) +o00o qn
EX)=1-pqg =) —
n=2 1

o0 n
=1—pq‘2( %—q)
=1

=1+pg 2(n(-q)+q)

+

n

=1+

p
1 1-p).
a —p)Z( n(p) +1-p)



def

def

def

def

def

simuGeometrique (p):

n=1

while np.random.rand()>p:
n=n+1

return n

simu(p):
n=simuGeometrique (p)
U=np.random.rand(n)
return max (U)

approxEsperance (p):

5=0

m=500

for i in range(m):
s+=simu(p)

ValTheo=1+p*x(1-p) **(-2) *(np.log(p)+1-p)
#print (s/1000, °a comparer da’,ValTheo)
return s/m

Valtheorique (p):
return 1+p*(1-p)**x(-2)*(np.log(p)+1-p)

comparaison () :

plt.clf )
x=np.linspace(0.1,0.9,50)
plt.plot(x,Valtheorique(x))

p=np.linspace(0.1,0.9,10)
for i in range(len(p)):
plt.plot ([p[il], [approxEsperance(pl
il)1,’ro?)
plt.show ()

comparaison ()

0.85

0.80

0.75 4

0.70 4

0.65

0.60 4

0.55 4

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Exercice[25] p.
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def Estimateurs(n,lbda):
X=np.random.poisson(lbda,n)
Xbar=np.mean (X)
Sigma=np.std(X)*(n/(n-1))**(1/2)
return [Xbar,Sigmal

def comparaisonPoisson(lbda,n):

m=10000

Xbar=np.zeros (m)

Sigma=np.zeros (m)

for i in range(m):
S=Estimateurs (n,lbda)
Xbar [i]=float (S[0])
Sigmal[il=float (S[1])

plt.clf ()

plt.hist (Xbar ,30,density=True,color="

blue’)
plt.hist (Sigma ,30,density=True,
red’)
plt.show ()

comparaisonPoisson (1,50)

color="’

3.5

3.0

2.5

2.0

154

104

0.5

0.0-

16

Apres plusieurs essais, on constate que la dispersion par
rapport a la moyenne est plus faible pour 6 (en rouge). On

conjecture que

V(o) <VXp).

Lestimateur o, serait meilleur que Xj,.
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