ECG 2 4h

DS 2 - sujet A

THEME : PROBABILITES, VARIABLE DISCRETE, ESPERANCE

La présentation, la lisibilité, 'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Probléme A : succession de Pile-face, fonction génératrice

On effectue une succession infinie de lancers indépendants d'une piece donnant Pile avec la probabilité p €]0,1[ et Face avec la
probabilité g=1-p.

On va s'intéresser dans ce probléme aux successions de lancers amenant un méme coté. On dit que la premiére série est de longueur
n =1 siles n premiers lancers ont amené le méme coté de la piece et le (n + 1)®™me Pautre coté.

De méme la deuxieme série commence au lancer suivant la fin de la premiére série et se termine (si elle se termine) au lancer
précédant un changement de coté.

On définit de méme les séries suivantes.

Q désigne 'ensemble des successions infinies de Pile ou Face. Pour i € N*, on note P; I'événement "le i éme lancer ameéne Pile» et
F; 'événement contraire. Les trois parties sont indépendantes.

I. Etude des longueurs de séries

. On note Ly lalongueur de la premiére série. Soit n € N*.
Exprimer I'événement [L] = n] a’'aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant entre 1 et n + 1. En déduire que

P(Li=n=p"q+q"p.

Vérifier par le calcul que

+00

Y PLi=n=1

n=1
. Onnote L, lalongueur de la deuxiéme série.
a) Exprimer'’événement [L = n]n[Ly = k] al’aide des événements P; et F; pour i entier naturel variant entre 1 et n + k + 1 puis

calculer la probabilité de I'événement [L; = n] N [Ly = kI.
b) En déduire que, pour k€ N*,
Py=k) = pzqk—l n quk—l
On admet que +ZOOP (Lo =k)=1.
k=1

. Montrer que la variable aléatoire L, admet une espérance égale a 2.

I1. Etude du nombre de séries lors des n premiers lancers

On considére dans toute cette partie que la piece est équilibrée, c’est-a-dire que p = % On note Ny, le nombre de séries lors des n
premiers lancers :

— La premiere série est donc de longueur k < 7 siles k premiers lancers ont amené le méme coté de la piece etle (k+1)-ieme I'autre
cOté et de longueur 7 siles n premiers lancers ont amené le méme co6té de la piece.

— La derniere série se termine nécessairement au n°™€ lancer.

Par exemple, si les lancers successifs donnent : FFPPPPFFPPP.. (F désignant Face et P Pile), on a pour une telle succession w € Q,

Ni(w)=N2(w)=1, N3z(w)=:-=Ngw)=2, N7(w)=Ngw) =3, Ng(w)=---=Njj(w)=4

les données précédentes ne permettant évidemment pas de déterminer N2 (w).
On admettra que N, est une variable aléatoire sur (Q2, o, P).
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11.

12.

13.
14.

15.

16.

. Déterminer les lois de N7 et No. Donner leurs espérances.
. Dans le cas général out n € N*, déterminer N, (Q) (ensemble des valeurs prises par N;) puis calculer les valeurs de P(N, =1) et

PN, = n).
Simulation informatique.
def simulation( ... ):

X=np.zeros (m)
Pour k € N*, on note X}, la variable aléatoire qui vaut 1 N=np.zeros (m)
lorsque le k°™€ lancer ameéne Pile et 0 sinon. X[0]l=rd.randint (0,2)

- N[O0]=
Recopier et compléter la fonction informatique suivante 2 for i in range(l,m):
]
qui prend en argument m € N afin qu’elle simule les m va- 5 X[il=
riables aléatoires X1, Xo, ..., X;; (dontles valeurs seront pla- H if X[i]==X[i-1]:
cées dans la matrice X) et détermine les valeurs de N, No, N[i]=
..., Ny (qui seront stockées dans la matrice N). else
N[il=
Proposer alors un programme qui, sur la base de 10000 si- — b
. mulations de Ny, retourne une valeur approchée de I'es-
pérance E (N3g).
Fonction génératrice de Ny,.
n
On pose, pour n € N* et pour s € [0,1], Gp(s) = PN, =k) sk.
k=0

. Pour s € [0;1], comparer I'espérance de la variable aléatoire sN» avec G,(s).
. Que représente G}, (1)?
10.

a) Montrer que pour tout entier n =2 et tout k € [[1;n]], on a
P(INy = kInPy) = 2B(INy1 = K11 Py1) + 5 B([Nyo1 = k= 110Fy1).
On admet que 'on obtiendrait de méme
P([N, =klnF,) = %P([N,H =kInFu_1)+ %P([N,H =k-11nPy_1).

b) En déduire alors que
1 1
P(N,=k)= EP(Nn_l =k)+ EP[Nn_l =k-1).
Soit n = 2. Montrer que
1+s
Gp(s) = > Gp-1(8).

n-1
S.

1+s

Calculer G1 (s) et en déduire que Gp(s) =

Déterminer le nombre moyen de séries dans les n premiers lancers.

I11. Probabilité d’avoir une infinité de fois deux Pile consécutifs

Montrer que pour toutréel xonal—-x<e ™.

On considére dans cette question une suite (A;) ;jen+ d’événements indépendants. On suppose que la série de terme général P (A;)
diverge. Soit k € N* fixé. Pour n = k, on note
Ch= U Ai=Apu---up,

k<isn

n
Justifier que i;cP (A7) oo

n
Montrer que P(Cp) =1— H P (Al-) puis, en utilisant la question 13, que
i=k
n
P(Cp)=1-exp|- Y P(A;)].
i=k

En déduire que P (Cy,) Pt 1.

+00
Comparer pour l'inclusion les événements Cj, et C;,41. Que peut-on en déduire pour P ( U Ci) ?
i=k
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+00
17. Justifier que | J A; = | Cy, et en déduire que P

18.

19.

Editeur

20.
21.

+o0o +00

U A;l=1.
i=k  n=k i=k ) )

En considérant les événements A, "on obtient Pile au (27)*™€ et au (2n + 1)°™€ lancers", montrer que la probabilité d’avoir deux

"Pile" consécutifs apres n'importe quel lancer vaut 1.

Calvin et Hobbes

Probléme B : Loi binomiale négative avec parametre entier

On effectue des tirages avec remise dans une urne contenant une proportion p €10, 1[ de boules blanches et une proportion g =1-p

de boules noires. Les différents tirages sont supposés indépendants.
Pour tout entier naturel k non nul, on note By (respectivement N;) I'événement : "le k-ieme tirage donne une boule blanche (resp.

une boule noire)".
On note également Sy le rang de la k-ieme boule blanche tirée et Ty le rang d’apparition de la derniere boule blanche parmi la

premiére série de k boules blanches consécutives. On suppose que Sj. et T sont deux variables aléatoires toutes deux définies sur le
méme espace probabilisé (Q, «/,P).

Par exemple, si les lancers donnent Nj1,B2,N3,B4,N5,B6,B7,Bs, ...,

alors S; et T1 prennent la valeur 2, Sy prend la valeur 4, T, prend la valeur 7, S3 prend la valeur 6, T3 prend la valeur 8, S4 prend la
valeur 7 et S5 prend la valeur 8.

Partie 1 : simulations de Sy et Ty

Compléter la fonction suivante qui prend en arguments p, k et affiche la valeur prise par Sy :

import numpy.random as rd
def simu2( ... ):
n=0
c=0
while c<k:
n+=1
if
c+=1
return
Comment modifier le code précédent pour simuler la variable T} ?
On considere les deux codes suivants et on affiche la réponse de la machine au second code.
# Code 2
Zefo:;piox(k’p): for p in np.linspace(0.2,0.8,4):
- e 0000 L=np.zeros (20)
§ £=0 for k in range(1,21):
E for iter in range(N): L[k-11=k*approx(k,p)
pe 5 e ) Absc=np.linspace (1,nmax,nmax)
ceturn s/N plt.plot (Absc,L)
plt.show ()
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22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

0.9

— p=0.2
\__\ p=0.4
0.8 — p=0.6
— p=0.8

0.7 1

0.6

0.5 A

0.4 1

0.3 1

0.2

2.5 5.0 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0

a) Le premier code permet d’approximer une certaine quantité, laquelle?
b) Que permet de conjecturer les résultats du second code?

Partie 2 : calcul de 'espérance S

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k, on note X;,_1 la variable aléatoire égale
au nombre de boules blanches obtenues lors des 7 — 1 premiers lancers.
Reconnaitre la loi de X;,—1.

a) Donner S (Q) puis écrire 'événement [Sy = n| al'aide de la variable X,,_; et Bj,.

b) En déduire que la loi de Sy est donnée par:

vnz=k, P[Sk:n]:(n_l)pkq”_k.
k-1

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On pose Z; = S et, pour tout entier naturel i supérieur ou égal a2, on pose Z; =S; —S;_1. On admet que (Z;) jene €stune suite de
variables aléatoires mutuellement indépendantes.
Reconnaitre la loi des variables aléatoires Z; parmi les lois discretes usuelles.

a) Exprimer Sy al’aide d'une somme de certaines des variables Z;.

b) En déduire que S;. posséde une espérance et

E(Sg) k
k—p'

Partie 3 : calcul de 'espérance de T
Comparer les variables aléatoires S7 et T7.

Calcul d’'un espérance conditionnelle

Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On admet que T posséde une espérance. Soit A, un événement de probabilité non nulle. Apres avoir rappelé la définition de I'espé-
rance conditionnelle, justifier que E(T|A) est bien définie.

Justifier, en utilisant la variable aléatoire W égale au rang de la premiére boule noire lors de I'expérience décrite au début de ce
probléme, que les événements

N3, ByjnNp, ByjnBanN3, BjnBanB3nNNg, ..., Bin...nBp_jnN et Bin...nBr_jnBg

forment un systéme complet d’événements.
Montrer que, pour tout entier naturel n supérieur ou égal a k, on a Py, (Ty = 1) =P(Tj. = n—1), puis en déduire que

E(TIN;)=1+E(Tg).

De la méme fagon, vérifier que pour tout i de [[2, k], E(Ty By n...nB;_; NN;) =i + E(Ty).
Justifier que E(T; | By n...nBy) = k.

Calcul deE(Ty.)
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32. Déduire des questions précédentes, la relation :
k-1 _ k-1 .
E(Ty)= ). (+Dp/q+B(Ty) Y p/g+kp~.
j=0 j=0
33. Etablir finalement que :
1- k
E(Ty)= —1-.
qap
Partie 4 : Loi binomiale négative
Soient k € N* et p €]0; 1[. On dit qu'une variable X suit une loi binomiale négative de parameétres k, p sila loi de X est donnée par
n+k-1
X(Q =N et VneN, P(X:n):( )pk(l—p)”.
n
On note X — B4 (k, p).
e Construction d'un échantillon
34. Pour tout k € N*, on pose Xj. = Sy — k. Justifier que Xy — BN (k, p).
35. a) En utilisant la fonction simu2, construire un programme simuX qui prend en arguments k, p et simule une variable X —
BN (k,p).
b) En déduire un programme Echantillon qui prend en arguments k, p et N et renvoie une matrice ligne contenant N simula-
tions de la variable X — B4 (k, p).
e Construction du diagramme en bdtons de la loi de BN (k, p)
36. SoitX — BN (k, p), vérifier par le calcul que :
n+k
VneN, PX=n+1)=010-p)—PX=n).
n+1
37. En déduire une fonction seuil qui prend en arguments p, k puis renvoie le plus petit entier naturel N tel que P(X<N) = 0.95.
38. Déduire aussi de la question 36 une fonction Loi qui prend en argument k, p et n puis renvoie la matrice ligne (ou liste)
[PX=0) PX=1 PX=2) .. PX=n)].
Ainsi, en exécutant les commandes suivantes. On peut construire le diagramme en batons de la loi BN (k, p).
5| n=seuil(p,k)
2| np.linspace(0,n,n+1)
= plt.bar(indice ,Loi(n,p,k),color="red’)

e Application
39. Soient kj, k2 deux entiers naturels non nuls et p €]0;1[. On consideére les variables X et Y de lois

X— BN (k1,p) et Y— BN (ks,p).

A T'aide du code suivant et des résultats obtenus, conjecturer la loi de la variable X +Y.

indice=np.linspace(0,n,n+1)
plt.bar(indice,Loi(n,p,k1+k2),color="red’)

Echi=Echantillon(kl,p,1000)
Ech2=Echantillon(k2,p,1000)
classe=0.5+np.linspace(-1,n,n+2)

plt.hist (Echl1+Ech2,bins=classe, density=’True’)

Editeur

Lycée Saint Louis 2023-2024



Les parametres: k1=2, k2=3, p=0.25

Les parameétres: k1=5, k2=4, p=0.25

Les parameétres: k1=5, k2=4, p=0.25

0.06 7 EEE diagramme en batons de B(5,0.25) EE diag. en batons de B(9,0.25) g. en batons de B(9,0.25)
B histogramme de X+Y B histogramme de X+Y togramme de X+Y
0.05 A 0.04 1 0.04 -
0.04 4
0.03 4 0.03 A
0.03 4
0.02 1 0.02 -
0.02
0.01 4 0.01 A
0.01 4
0.00 - e : 0.00 L——2a 0.00 -
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
Les paramétres: k1=1, k2=2, p=0.5 Les paramétres: k1=1, k2=5, p=0.5 Les paramétres: k1=1, k2=8, p=0.5
mm diag. en bétons de B(3,0.5) 0124 = diag. en batons de B(6,0.5) 0.101 BB diag. en batons de B(9,0.5)
0.175 1 || togramme de X+Y istogramme de X+Y mm histogramme de X+Y
0.150 4 0.10 4 0.08
0.125 0.08 1
0.06
0.100 A
0.06
0.075 A 0.04
0.04 4
0.050
0.02 0.02
0.025 4 :
0.000 - 0.00 - 0.00 -
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 175 20.0
Les paramétres: k1=2, k2=2, p=0.75 Les parametres: k1=2, k2=7, p=0.75 Les parametres: k1=9, k2=1, p=0.75
EE diag. en batons de B(4,0.75) EEE diag. en batons de B(9,0.75) 0.200 1 EEE diag. en batons de B(10,0.75)
0.301 B histogramme de X+Y togramme de X+Y s histogramme de X+Y
! 0.175 4
0.25 A 0.150 A
0.20 1 0.125 A
0.100 A
0.15 4
0.075 4
0.10 1
0.050 A
0-051 0.025 -
0.00 - — T T 0.000 -

—FIN -
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ECG 2 4h

DS 2 - sujet *

THEME : PROBABILITES, VARIABLE DISCRETE, ESPERANCE

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans U'appréciation des copies. Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d’aucun document : l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdite.

Exercice : espérance conditionnelle

Soit 7 un entier supérieur ou égal a 2 et p €]0, 1[.

On considére une urne Uy contenant n boules blanches et noires, la proportion de boules blanches étant égale a p. On effectue n
tirages avec remise dans 'urne Uyp.

Si le nombre de boules blanches tirées dans Ug est égal a i, on fabrique une urne U; contenant i boules blanches et n — i boules
noires. On effectue alors 7 tirages avec remise dans 'urne Uj. On fabrique de méme une urne Uy contenant n boules avec un
nombre de boules blanches égal a celui obtenu lors des n tirages dans Uy, les autres boules étant noires.

On procéde de la méme facon pour fabriquer une urne U3 a partir de I'urne Uy, une urne Uy a partir de I'urne Us, etc... On note T},
le nombre de boules blanches tirées dans 'urne Uy. On pose de plus Z; = Ty (n—Ty).

e Simulation informatique.
1. Expliquer et compléter les codes suivants qui permettent de simuler la variable T.

i t d d

import random as T def simulationT(k,n,p):
=1

def tirage(n,q) -

= T=tirage(n,p)
5] Cc=0 3
2 . . while m<=k:
5 for iter in range(mn): -
= if rd.random()<q me=t
! T=tirage( ... , ... )

C+=1

return T
return C

2. Proposer un programme qui prend en arguments k et p et renvoie une approximation de E(T}.).
On a tracé ci-dessous les premieres approximations de E(Ty) pour k € [[1;20]], n = 20 pour plusieurs valeurs de p €]0; 1[. Commenter.

16 4 — p=0.2
E(Ty) - p=03
— p=04

14 \—_\/\f—\/\/\/\/\_ p=0.5
— p=0.6

— p=0.7

b J\_N\/\/\/\
12 p=0.8
10 A W\/\/\—\

8 -_—— Y W

0.0 5 10 15 20 k
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FEtude des variables Ty et 7.

. Pour tout i € [[1;n]], préciser E(Ty 1 [ [T = il).
. Pour tout k € N, calculer E(T}) en fonction uniquement de n et p.

a) Calculer E (Z).
-1
b) Justifier que pour tout k € N, E(Zgy1)= nTE (Zg)-

. Exprimer E(Z;) en fonction de n, p, k. En déduire klim E(Zy).
—+00

n-1 n-1

. Montrer que E(Zg) = ) iP(Ty =), puis que klim Y iP(Tp=i)=0.
—+00

i=1 i=1

8. Montrer alors que lim P(Tp=n)=p.
k—+o00

9. Conclure en montrant qu’en répétant le procédé un grand nombre de fois, la probabilité qu’a partir d'un certain rang, les urnes U

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Editeur

ne soient constituées que de boules blanches est égale de p.

Probleme
Nombre moyen de retours a I'origine lors d’'une promenade aléatoire sur une droite, dans un plan, dans I’espace.

Partie I : Résultats préliminaires

Equivalent des sommes partielles de la série harmonique.
a) Démontrer pour tout n € N* que

b) En déduire que f% ~ In(n).
k=1"% n—oo

Etude d’'une suite.

. 2n|(1\"
Pour tout entier naturel n, on pose u, = V7 ~1 .

nj\4
ustifier que pour tout n € N*, ¥+l — ntl/2 ; en déduire que la suite (u est croissante.
I q P Uun /7n(n+l) q ( n)neN
. . [ n
a) Démontrer par récurrence que pour tout n€ N, up < o+l
n

b) En déduire que la suite (1) ,en converge.

n\n
En admettant la formule de Stirling : n! oo (E) Vv2mnn, calculer la limite de la suite (uy) en® -

Simulation d’une loi discrete.
a) Soit B une variable aléatoire de loi de Bernoulli 2(p) avec p €]0;1[. Donner la loi de la variable R = 2B — 1.
b) En déduire une fonction python simuR qui prend en argument p et simule la variable R.

Partie II : Promenades sur une droite, dans un plan, dans I'espace
Promenades sur Z

Une droite est rapportée 4 un repére orthonormé (O, ). Un objet mobile se trouve a l'origine O a I'instant 0, et son abscisse a I'instant
n (pour n € N*) est une variable aléatoire X;,. Pour n € N*, on pose A;; =X;; —X;—1 : ainsi X, = Ay +Ax +... +Ap.
On suppose que les variables aléatoires A, sont indépendantes et que sa loi est donnée par

1
P(Ap=1D=P(An=-1]) = >

Pour tout 7 € N*, on note Uy, la variable aléatoire qui indique le nombre des passages a I’origine de I'objet entre les instants 1 et 2n
(compris).

Simulation
En reprenant le préliminaire, recopier et compléter le code suivant pour simuler la variable X,.

def simuX(n):
s=0
for i
s=
return s
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16.

17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.
24.
25.

26.

a) Comment modifier le code précédent pour avoir une fonction python SimulD qui prend en argument 7 et renvoie une simu-
lation de
Xo X1 ... Xpo1 Xy
Ci-dessous, trois trajectoires obtenues avec p1t .plot (np.linspace(0,n,n+1),SimulD()) etn=1000.
60
40 A
20 A
0-
—20 1
—40 1
(I) Z(I)O 4(I)0 6(I)0 8(I)O 10I00
b) En déduire un programme simuU qui prend en argument 7 et simule Uy,.
Equivalentde EU,).
Reconnaitre la loi de (X;; + n)/2.

En déduire la probabilité pour que I'objet se retrouve de nouveau a I'origine a I'instant 212 a un instant impair 2n +1?
Pour tout k € N*, O, désigne la variable aléatoire égale a 1 sil’objet est a I'origine a l'instant k, et 0 sinon.

Donner la loi de O, et vérifier que
2p| (1P
VpeN, E(O2y) = = .
P (020) ( p ) (4)
Préciser E(O2p41) pour p € N.
Justifier que Uy, = Zzn Og. En déduire une expression de I'espérance E (Uy,).
k=1

Etablir par récurrence que pour tout entier 7 de N*,

2n| 1
EUp)=2n+1) " 4_n_1'

Exprimer E (Uy,) al’aide de uy, et en déduire un équivalent simple de E (Uj,) lorsque n tend vers l'infini.

Promenades sur Z?2

Un plan est rapporté a un repére orthonormé (0, 7, f). Un mobile se trouve a I'origine O = (0,0) a I'instant 0, et ses coordonnées a
I'instant n € N sont des variables aléatoires X;; et Yy;.
Pour tout entier n =1, on pose : A, =Xy —Xp—1, Bn =Yn — Yp—1. On suppose :
— Les variables aléatoires A, (resp. B;) sont indépendantes et que 'on a pour tout entier n>1:
P([A,=1])=1/2 et P([Ap=-1])=1/2
P(B,=1])=1/2 et P([B,=-1])=1/2.
— Les variables X;; et Y, sont indépendantes pour tout entier naturel 7 non nul.
Enfin, pour tout entier naturel n non nul, V,, désigne la variable aléatoire indiquant le nombre des passages a I’origine du mobile
entre les instants 1 et 2n (compris).
Quelle est la probabilité d'un retour a 'origine a I'instant 2n? D’un retour a I’origine a un instant impair?

En procédant comme dans le paragraphe précédent, donner une expression de I'espérance E (V).
Al'aide du préliminaire, déduire I'encadrement,

* 1 1
vneN¥, Z1n(n)s1~:(vn)s—(1n(n)+1)
bl
etla limite de la suite (E(Vy)) .

Simulation
a) Comment simuler les variables X;, Y; pour i € [[0; n]] et afficher les matrices lignes

[XO X1 ... Xpo1 Xn] et [Yo Y1 ... Yu1 Yn].

Comment tracer des trajectoires du mobile dans le plan?

Lycée Saint Louis 2023-2024



27.
28.

29.

Ci-dessous, trois trajectoires différentes.

b) En déduire une simulation de la variable V,,.

Promenades sur Z3

Lespace est rapporté a un repére orthonormé (O, , f, k). Un individu se trouve a I'origine O = (0,0,0) al'instant 0, et ses coordonnées
alinstant n € N sont des variables aléatoires X;;, Yy, Zp,.

Pour tout entier n 2 1, on pose : An =X, —Xp,-1, B =Y, = Yn-1,Cp =Zp — Zp—1. On suppose :

— que les variables aléatoires A;; (resp. By, resp. Cj;) sont indépendantes et que 'on a pour tout entier n=1:

P([Ap=11)=1/2 et P([Ap=-1])=1/2
P(Bn=1])=1/2 et P(Bn=-1]1)=1/2
P([Ch=11)=1/2 et P([Ch=-1])=1/2.

— que les variables X;;, Y, et Z,, sont indépendantes pour tout entier n = 1.

Enfin, pour n = 1, W, est la variable aléatoire indiquant le nombre des passages a I'origine de I'individu entre les instants 1 et 2n
compris.

Quelle est la probabilité d'un retour a I'origine a I'instant 2n?

En procédant comme précédemment, vérifier que

n ukS
EW,) = —_—
! ; kVk

En déduire que la suite (E(Wy)), o+ posséde une limite finie.
Quelques trajectoires dans lU'espace.

Partie I11. Probabilité de retour a I'origine

Retour de I'étude sur une droite

Comme dans la partie I, la variable aléatoire X, indique 1’abscisse de I'objet mobile a I'instant n (pour n € N*).
Soit k et s deux entiers naturels fixés, tel que 0 < k < s, et s = 2. On note E; I'événement suivant :
— sik=s, alors Eg = ¢ (événement impossible);

“py

— sike[0;s[, alors Ej est"événement : “a partir d’'un instant ou1 I'événement [X;, = k] est réalisé, la suite des valeurs

(Xn+1,Xn+1,...,Xp,...)
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passe une premiere fois par la valeur 0 sans avoir atteint la valeur s", c’est-a-dire "il existe un entier pg tel que pg = n,Xp, = 0 et

pour tout me [[n; po— 111, 0 <X; < s".
30. En utilisant la formule des probabilités totales, établir la relation
1 1
Vkel[l;s-1], P(Ek)ZEP(Ek+1)+§P(Ek*1)

31. Préciser P (Eg) et P (Ey). Déterminer P (Ey) en fonction de k et s.

32. Quelle est la limite de P (Ej) lorsque s tend vers +oco?
33. a) Endéduire que, si Uy désigne toujours le nombre de passage a l'origine entre les instant 1 et 27,

PU;=1) — 1.
n—oo
b) Justifier I'affirmation suivante : "presque stirement, le mobile passe par l'origine".

Ftude dans Pespace

On reprend la définition de la variable W, de la partie II.

34. a) Montrer que, pour tout N € N*,
N N-1
kKPWy, =k) = P(Wy > k) —NP(W, >N).
k=0 k=0

b) En déduire

2n +00
EWp) =Y PW,>k =) PW,>k).
k=0 k=0

35. Soit ke N*.
a) Vérifier que pour toutne N, P(W, > k) < nliT EXy).
—+00
b) En déduire que la suite (P (W, > k)) ,, admet une limite finie. Dans la suite, on note £ cette limite.

36. Démontrer que la série }_ £ converge.
Que peut-on dire a présent sur les variations et la convergence de la suite (£z.)?
37. a) Pour tout k € N*, on pose alors oy = nliT PW, =k).
—+00

Exprimer oy a 'aide des termes de la suite (¢ i)i(—:N* .
b) Démontrer I'existence d'une variable aléatoire W, telle que pour tout k € N*, P(W = k) = nliT PWy, =k) =ag.
—+00

Indication. 1l suffit de vérifier que les réels oy, sont positifs, la série Y. ay. est convergente et la somme surN* vaut 1.
38. Onnote E;; I'événement le premier retour a I'origine se produit au 2m-ieme déplacement. Démontrer que

m=1 m=1

n n—k
[Wn:k+1]:[Wn:k+1]ﬁ( U Em) puis PW,=k+1)= Z PEn) PWy—m=k).

39. Apres avoir justifié que P(W > 0) = +ZOOP (Em), en déduire que a1 = apP(W > 0).
=1

m=
40. Conclure en donnant la loi de W en fonction de P(W = 0). Préciser son espérance.

LB dovides Shadoh

=5
~SevrE] =

EN ESCAYANT ConNTINUELLEMENT

ON FINIT PaR, p RussiR . Bopc:
PLUS 6-A EATE, PLUS ON A

DECHANCES QUE G & MARCHE .

- FIN -
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ECG 2

DS 2 A - solution

Probléeme A

1. Soit n € N*. Deux possibilités, soit la série commence par
pile, soit par pile. Il vient :
[Li=nl=FP1nP2n...nPyNF;,41)
UFiNnFon...nFunNPu+1).

Les événements qui constituent 'union sont disjoints,
donc

P(L;=n)
=PPin...nPynFu+1) +PEFE I NFan...nFynPyu).
Puis par indépendance des lancers
PLi=n)=P@p)-....-. PPp)P([Fp4+1)
+PFD)-...-PER)PPp41)
=p"q+q"p.
* De plus, en se basant sur les séries géométriques conver-
gentes (p, g €10;1[)
+00 +00
2 PMLi=m=) p"+q"p
n=1 n=1
+00 +00
n n
=qy. p"+pXq
n=1 n=1
P
l-p
=q+p=1.

_ q
=q P,

2.a) De nouveau, deux possibilités :
— Soit on commence par des piles, puis on enchaine la
deuxieme série par des faces.
— Soit on commence par des faces puis par des piles. D’ol1

[Ly =nln[lp =k]
=(P1n...nPyNFpi1n...nF kNP kr1)
U(F1n...nFpnPpiin...nPpuyi NFpigar)-

Les événements dans l'union sont disjoints et par indé-
pendance

P(ILy = nlnlLy = k1) = p gk + g+ pk.

2.b) Soit k € N*. Appliquons la formule des proba-
bilités totales avec le systeme complet d’événements
([L1 = 1D pen+

+00
P(lo=k) =) P([Lz=kIn[L; =n])

n=1

+00
— Z pn+1kqn+qn+1pk'
n=1

En utilisant de nouveau les résultats sur les sommes géo-
métriques

k2 1, k2
Pla=k=q"p ) p" +p g~ ) q"
n=1 n=1
_ k2 1 k2 1
BRAA b Al vt

= g1 p2 4 ph1 g2,

. La converge absolue de

Y kPML2 =k =Y k(p*d* " +p* )

est assurée par les résultats sur les séries géométriques dé-
rivées (p, q €10;1[). De plus

+00
E(Ly)= ) kP(I2=k)
k=1
+00
— Z (kpzqkfl_}_qupk*l)'
k=1

2 k1, 2
=p° Y kg +q* Y kp

=1 =1

2 1 2 1

. + =1+1=2.
1-q2 P a—p2

=p

Remarque. 1l est intéressant de noter que le résultat est in-
dépendant de p.

. La variable N est une variable certaine égale a 1. D’out

E(Np) = 1.
On a N2 (Q) = {1;2}. Puis
P(N2=2)=P((P1nF2) U (F1nP2))
=P(P1NFy) +P(F NPy)
=P(P1)P(F2) +P(F1)P(P2)

1 1 1
=—4+—=—,
4 4 2
Et PN2=1)=1-P(N2=2)= 1.
Enfin E(Nz)=%x1+%x2=%.

. Il'y a au minimum une série :

Np=1
et au maximum 7 séries :
Ny <n.

De plus, pour tout k € [1;n], on peut toujours obtenir k
séries lors des n premiers lancers. Par exemple :

P1FoP3Fyq... ol
—_——

k alternances toujours la méme piéce
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Ainsi N, (Q) = [[1;n]].
De plus

PN,=1)=P(F1n...nF)JP1Nn...nPy))
=PF1n...nFp)+P@P1N...NPy).

Les événements sont disjoints. Et par indépendance

PN _1_1 1 1
(n— )—2_n+2—n—2n—_l.

Lévénement [N, = n] est réalisé si on a une alternance a

chaque lancer. Soit on commence par pile, soit face

S I I
Mr=m=onton =1

def simulation(m):

X=np.zeros (m)
N=np.zeros (m)
X[0]l=rd.randint (0,2)
N[0]=1

for i in range(1l,m):
X[il=rd.randint (0,2)
if X[il==X[i-1]:
N[i]=N[i-1]
else
N[il=N[i-1]+1

return N

7. Par exemple :

N=10000

s=0

for iter in range(N):
s+=simulation (20) [19]

print (s/N)

8. Par le théoréme de transfert (les sommes sont finies)
n
E(sN7) = ) PN =K 55 = Guls).
k=1

9. La fonction Gy, est polynomiale donc dérivable sur R avec

n
Vie[0;1], Ghn=Y PN,=k-k-s51.
k=1

En particulier
G, (1) =E(Ny).

10.a) Soient n € N, n = 2, k € [[1; n]l. Appliquons la formule
des probabilités avec le systéme complets d’événements
formés de P;,—1 et Fj—1.

P(IN, =kINPp) =P (Py—1)Pp, | (N, =kINPy)
+P(Fn-1)Pg, | (Ny=kINPy).

— SiPy_1 estréalisé, alors 'apparition de P; ne crée pas
de nouvelle série, donc

Pp, , (INp=klNnPy)=Pp, (Np_1=Kk).

— Si Fj_ estréalisé, I'apparition de P; donne une nou-
velle série.

Pr, , (N, =kINPp) =P, | (Npoy = k—1]).

Le résultat s’en déduit.

10.b) En admettant le résultat, il vient avec la formule des
probabilités totales avec le systeme complet d’événements
(an Fn)

PNp=k)=PPp)PWN,=knPy)+PFE,) P ([N, =kINnFyp).

En reprenant les deux relations de la questions précé-
dentes et en réordonnant les termes

P(N,=k)
1 1
=§P([Nn71 =klNnPy_1)+ EP([anl =klNFp-1)
1 1
+ EP([Nn_l =k-1nPy_1)+ EP([Nn—l =k-11NnFp-1).

Le résultat s’en déduit par la formule des probabilités to-
tales.

11. Soit s € [0; 1]. D’apres ce qui précede

n
Gn(s)= Y PN, =k) sk
k=1
n 1 k
=Y “(PNy—1=k-1D)+PWNy=k))s
k=12
1 & s &
==Y PNy =0)sk+2 Y PN, = k-1 k!
250 250
1 s
= EGn—l(S)'*'—Gn—l(S)
1+s
Gp(s) = Gn—l(s).
2
De plus,

1
Gi(8)= Y PN;=1)s=P(N;=1)s=s.
k=1

La suite (Gn(s)) , estune suite géométrique de raison (1 +
s)/2 et de premier terme s. Ainsi :

1+s)7L
VneN, Gp(s)= - S.

12. On dérive a partir de I’expression obtenue a la question
précédente, il vient

G (s n—l(l+s)"_2 1+s)\71
§=—|— S+ |—
" 2 2 2
Et par la question 9 :
’ n-1 n+1
ENy) =G, (1)=——+1= 5

13. Cette inégalité résulte de la convexité de la fonction ex-
ponentielle. La courbe représentative de la fonction expo-
nentielle est au-dessus de la tangente en 0. Soit

VxeR, e*=1+x.

14. Comme toute probabilité d'un événement est positive, la

n

suite ( > P (A,-)) est croissante. D’apreés le théoreme de
i=k n=k

convergence monotone, deux cas sont possibles :

— soit elle converge vers une limite finie;
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— soit elle tend vers +oo.
Raisonnons par 'absurde en supposant la convergence
vers £ € R. Alors

M=

n
P(A;)=PAD+-+P(Ar_q)+ ) P(A;)
1 i=k

o PAD A+ +P(Ag ) + L

Absurde, par hypothese, la série ¥"; P (A;) diverge. Finale-

ment
n—oo

n
Y P(A;) — +oo.
i=k

15. D’apres les lois de Morgan :

n

— n_
Cp= LJAjZ r]Aﬁ
i=k i=k

De plus l'indépendance des événements (A;) entraine
celle des événements contraires (A;). D’ou

P(Cp) =1—P[c_n)

I

—
|

-

iDs
2|

Il
—
|
.:jE
o
Z|

I
~

Il
I
|
=
—
|
la~)
>

Il
=~

On minore al’aide de la question 13 :
n
P(Cp)=1-[]exp(-P(A;))
i=k
n
= l—exp(— > P(Ai)).
i=k

Comme f P(A;) o, oo il vient

i=k

1—exp (— '_ka (Ai)) L

i o0
On a aussi P(Cy,) < 1, par le théoréme d’encadrement,
P(Cp) Pt 1.

16. La suite (Cy), est croissante pur I'inclusion
vneN, CpcCuer.

Par le théoréme de la limite monotone, il vient
+00 n
? iL:JkCi :nliTmP iL:JkCi :nl—l»rfoop(c”) =1

17. Raisonnons par double inclusion.
Comme A; c C;, il vient

+00 +00

UaicUC:

i=k i=k

Réciproquement, supposons que I'un des C;, i = k soit

réalisé. Notons le C;. Alors Cjy =Ap U---UA;).

Etdoncl'un des événements Ay, ...,A;, estréalisé, de sorte
que U:r:]‘; A; estréalisé. Ainsion a

+00 +00
UcCiecUa;
i=k i=k
et donc
+00 +00
Uci=UAa:
i=k i=k
D’apres la question précédente
+00
PlUA;|=1
i=k

18.0n pose A, 'événement "on obtient Pile au (2n)®™€ etau

(2n + 1)8melancers”. pone par indépendance des lancers
P(Ap) =P(P2,NP2,41)
=P (P2)P (Pan41) = p°.

Comme P(A;) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oco,
la série Y} P(Ay) diverge grossiérement. D’apreés ce qui pré-
cede

P =1.

+00
U A
i=k
Or, a k fixé, I'événement U;fj]‘;Ai correspond a "obtenir
Pile a un lancer d’ordre pair ainsi qu'au lancer suivant
apres le k-ieme lancer", qui est inclus dans I'événement

"obtenir deux Piles consécutifs apres le k-iéme lancer".
Notons By, ce dernier événement. Alors

+o0o

UaA;

i=k

P(By) =P =1.

Puisque d’autre part on a P(By) < 1, on en déduit que
P(By) =1, et ce pour tout k.

Autrement dit, la probabilité d’avoir deux Piles consécutifs
apres n'importe quel lancer vaut 1.

Probleme B

19.

import random as rd

def simu2(k,p):

n=0
c=0
while c<k:
n+=1
if rd.random()<p
c+=1

return n

20. 1l suffit de remettre a 0 le compteur si une boule noire
apparait.

def simuT(k,p):

n=0
c=0
while c<k:
n+=1
if rd.random()<p
c+=1
else : ¢=0

return n
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21.a) Le code permet d’estimer (approximer) E(1/Sy).

21.b) Pour p donné, le second programme donner une ap-
proximation de E(k/Sy) pour k € [[1;20]]. Ensuite, il affiche
les différents résultats obtenus. Pour plusieurs valeurs de
p, on constate une convergence des premiers termes de la
suite (E(k/Sg)) &~ On conjecture que

vpelo;ll, Ek/Sy) — p.
k—+00
22. La variable X;;—; compte le nombre de succes (avoir
une boule blanche) dans n—1 répétitions d’expériences de

Bernoulli mutuellement indépendantes. La probabilité de
succes est p. Donc

Xp-1—ABn-1,p).
23.a) On a S (Q) = [[k; +oo[[ et pour tout entier n = k
[Sk = I’l] =[Xp-1=k—-1]1NnBy.

23.b) Comme les n — 1 premiers tirages sont indépendants
du n-iéme tirage. Les événements [X;,—1 = n— 1] et B, sont
indépendants. D’ou

P(Sk: n) =PXp-1=k-1DPBy)

n-1 - D =(k—
:( )pkl_q(n D-(k=1)

k-1
_( -1\ k n-k
Car X;;—1 suit une loi binomiale.

24. Pour i € N*. La variable Z; donne le nombre de tirages
al'obtention de la i-éme boule blanche aprés 1'obtention
de la (i — 1)-eme boule blanche. c’est donc le rang d'une
"premiere"” apparition de I'événement dans une infinité
d’expériences de Bernoulli mutuellement indépendantes.
D’ou

Z; —94(p).

25.a) Par télescopage

k k
Sg—S1= Z S;i—=Si_1= ZZi.
i=2 i=2

Comme Z1 = S3, il vient

k
Sk=2 7
i=1

25.b) Par linéarité de 'espérance

o
»
z

I

M=

e
=
N

Il
—_

Il
M=

H
< | =

(Loi géométrique)

)
»
=
I
Sl

26.0naT; =8;.

27. Cours.

28. Notons que

Ny =[W=1], BinNz=[W=2]
B1NBaNN3g=[W=3], B;nBynB3nNy=[W=4]

Bin...nBp_1NNg=[W=kl, Bin...nBp_;nBp=[W>kl.

Or les évenements.
W=1], W=2], ..., [W=k], [W>k]

forment un systeme complet d’événements car W est une
variable aléatoire a valeurs dons N*.

29. SiNj estréalisé, on peut faire commencer I'expérience au
deuxieme lancer. Avec ce décalage

PN, (Tx=n)=P(Tp=n-1).

Il est admis que T} admet une espérance, donc T} ad-
met une espérance sachant Nj (question 27). Ainsi, on a
convergence et

+o00
E(TxIN1)= ) nPy, (Tx=n)
n=k
+00
Z nPNl(Tk:”)
n=k+1
+00
= Y nP(Ty=n-1)
n=k+1

+00
Y (+DP(Ty=1)
i=k
+00 +00
=2 iP(Tp=i)+ 3 P(Tp=i)
i=k i=k
E(T; IN7) =E(Tg) +1.

30.0Ona
E(TIB1N...nB;_1 NN;)

+00

Zk .npplﬁ...ﬂPi_lﬁFi [Tk = n)
n=k+i

+00

Y nP(Tp=n-i)

n=k+i

+00
=) (j+DP(Tr=j)=i+E(Ty).
j=k

31. Sachant que les k premiers tirages ont tous donné une
boule blanche, T est nécessairement égal a k. Donc

E(T¢IBin...nBg) =k.

32. D’apres la formule de I'espérance totale appliquée au
systeme complet d’événements donné a la question 28, il
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vient

E(Ty)

=P(N)E(T¢ IN}) +P (B nN2)E(T¢ | By NNy)
+...+P(B1n...nBE)E(T IB1n...nBy)

P(B1n...nB;_1NN;) (i +E(Tg)) + kP(Bi n...nBy)

Il
'Fﬂk

1l
—_

ko
=Y pilq(i+E(Ty)) + kp*
i=1
k-1 k-1
= (]+1)pfq+E (Tk) Zp]q+kp
j= Jj=0

33. Mais d’une part, on a

l—pk
Zp’q g4 =1-p"
Jj=0 Bl

D’autre part, pour tout x €]0,1[, on a

+1

k-lx
R

X

En dérivant cette relation par rapport a x, on obtient pour
tout x €]0,1[,

—(k+1)xk - x) +1-xkt1
(1-x)2

C1—(k+ 1)xF 4 gkl
- (1-x?

ko

Y ix'Tl=
i=1
Et donc en particulier, pour x = p,

k-1 ‘ LA 1-(k+1)p* + kpk+!
Y. (G+bplg=q) ip™' = :
i=o i=1 q

On en déduit donc que

1-(k+1)pk + kpk+l

E(T¢) p* = 7 +kp*
1= (k+)p*+kptt+ (1 pkpF
q
_1-p*
pt

Ce qui conclut.

34. Comme S (Q) = [[k; +oo[[, on a

Or on a aussi la formule de symétrie des coefficients bino-
miaux

n+k-11Y\_ n+k-1 _
k-1 “\m+k-D-(k-1 |

Ce qui permet de conclure.

n+k-1
n .

35.a)

def simuX(k,p,N):
return simu2(k,p)-k

35.b)

def Echantillon(k,p,N):
X=np.zeros (N)
for i in range(N):
X[il=simu2(k,p)-k
return X

36. Soit n € N.
n+k)_ (n+k)!
n+l |7 n+DU(n+k) - (n+1)!
n+k (n+k-1)!
T n+l nln+k-1)-n)
_n+k n+k—1)
T n+1 n '
Ainsi
_ _ n+k k _ n+1
PX=n+D=| | |p 0-p)
_n+k n+k k n
a3 TP e )p (1-p
R P =)
T n+1 p o
37.
def seuil(p,k):
Pn=p*x*xk
S=Pn
n=1

while $<0.95:
Pn=(n-1+k)/(n) *Pn*(1-p)
S+=Pn
n=n+1

return n

38.

def Loi(m,p,k):
Loi=np.zeros(n+1)

Xp(@Q) =N Loi [0]=p#+k
for i in range(n):
Pour neN, Loi[i+1]=(i+k)/(i+1)*Loi[il*(1-p)
( ) ( e ) return Loi
PXr=n)=P(S - n
=P(Sp=n+k) 39. Apres avoir testé pour plusieurs valeurs de p, de ki, k2,
k= on constate que I'histogramme d’un échantillon construit
( n+ k 1 ) n+kq(n+k)*k apartir de X+Y est trés proche du diagramme en batons de
la loi binomiale de parameétres kj + k2 et p. On conjecture
n+k-1\ .k que
P(Xp=n) ( ) a. X+Y— BN (ky + k2 p).
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ECG 2

DS 2 * - solution

Exercice 1

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import random as rd

def tirage(mn,q)
C=0
for iter in range(m):
if rd.random()<q
C+=1
return C

def simulationT(k,n,p):
m=1
T=tirage(n,p)
while m<=k:
m+=1
T=tirage(n,T/n)
return T

def Bidule(k,n,p):
m=5000
S=0
for i in range(m):
S+=simulationT (k,n,p)
return S/m

En tenant compte qu’'on affiche des approximations, on
constate que E(T) ne semble pas dépendre de k.

3.Sil'événement [T} = i| estréalisé, on construit alors 'urne
U, avec i boules blanches et n — i noires. Le nombre de
boules blanches tirées dans n tirages sans remise (donc in-
dépendants) dans cette urne suit donc une loi binomiale
%(iln,n), d'espérance ni/n = i. Ainsi

E(Tio | [Te=i]) =
4. Sachant que les variables considérées sont finies
VkeN, T () =[[0; nll.

On peut appliquer la formule de I'espérance totale sans
se soucier des problemes de convergence (les variables
sont finies) en utilisant le systéme complet d’événements

Tk =D ieqo.n

I
M=

E(Tg1) P(Tp = i)B(Tgsr | [T =i]).

TR
o - -
= L= L
=~ )

;ﬁ

=

|

On en déduit que la suite (E(Tj)) ;e st constante, indé-
pendante de k.
Or To — %(n, p), il vient

VkeN, E(Ti)=E(Tp) =np.
Ce résultat est en accord avec la simulation.

5.a) Par la linéarité de 'espérance et la formule de Koenig-
Huygens sachant que

To — %(n, p),
il vient
E(Zo) = nE (To) — E(To?)
- n-np—(V(T0)+E(T0)2]
= nzp— [l’lpq+ nzpz)
E(Zg)=npq(n-1).

5.b) Appliquons une nouvelle fois la formule de l'es-
pérance totale avec le systéeme complet d’événements
(Tk = 1) (.- 11 vient :

S

E(Z41) = OP(Tk =1)E(Zgs1 | [T =1]).

Or si [Ty = i] est réalisé, il y a dans 'urne Uy, i boules
blanches pour n — i noires. En reprenant le calcul précé-
dent

iln
=1-iln

E(Zy1 | [T = i]) = np?G*(n—1) avec {

Q™

Il vient alors

MNenl (1o ne
B(Zgr | [Te=i])=n (1 n)(n D

i(n—1).

D’ou
n

E(Zg41) = ;)i(”—i)P(Tk =1i)
= E(Ty (n-Ty)- -

par la formule de transfert. D’ou le résultat.

n-1

-1
n

6. On reconnait pour (E(Zj)) . une suite géométrique de
raison (n—1)/n et de premier terme E (Zg) = npg(n—1).11
vient

k
VkeN, E(Z)= (%) -npq(n-1).
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7. Par la formule de transfert

n
E(Zy) =) itn-DP(Tr=1i)
i=0

i i(n—-0P(Ty =1).

Comme (n—1i) =1, on a directement
n-1
E(Zy)= ) iP(Tp=i)=0.
i=1

Ensuite, par le théoréme d’encadrement

n-1
iP(Tp=i) — O.
i:Z'l ! ( k l) k—+o00

n-1
np=E(Ti)= Y iP(Ty=1i)+nP(Tx=n).
i=1
Par passage a la limite (k — +o0) et en divisant par n, on
obtient bien le résultat annoncé.

Remarque. En résumé, pour tout i € [[0; n]]
i¢{O;nt => P(Tr=i) — 0
( k )k—>+oo
i=n => P(Ty=n —
( k )k—>+oo
i=0 = P(Tk:O) — 1-p.
k—+o00
Ondira que (Ty)  converge en probabilité vers une variable
aléatoireT de loi

TQ={0;n PT=0=1-p, PT=m)=p

9. Lévénement "a partir d'un certain rang, les urnes Uy ne
contiennent que des boules blanches" correspond a

A= [Tx=n].
keN
(il y a au maximum 7 boules dans les urnes). Or La suite
d’événements ([T = n]),. est croissante pour l'inclusion.
Le théoreme de convergence monotone s’applique

P U [1e=1)
keN
=1 P(Tr=n)=p.
Jm P(Tp=n)=p

10.a) Soit k € N*. Pour tout ¢ € [k, k+1], on a par décroissance
de la fonction inverse sur R,

1

=z —.
k+1
Par intégration

1 k+1 1 k+1 q¢ k+1 q¢ 1
—=f —dt;f —zf o
k k k k t k k+1 k+1

Par somme et changement de variable k — k+1

=

| =
~ | =

_11
ZI%?

n
k=

el
Vv
M=

taul e

s R R A v Y '}

On conclut par la relation de Chasles.

10.b) Posons Hy, = Z 1/k. De sorte que les inégalités précé-

dentes dev1ennent
1
H,-1<In(n)<H, - — <H,.
n

AvecH; >0
1 In(n)
1-— =< <1.
Hp  Ha
Comme Hj; — +oo (deux arguments : H; est la somme
partielles de la série harmonique divergente, avec (Hy),

croissante ou In(n) < H; avec In(n) oo +00). Il vient par

le théoreme d’encadrement

In(n) 1
Ce qui justifie I'équivalent.
11. Soit n e N*.
Upsl _ Vn+1 1 (2n+42 ) 1
un  Vyn 4 n+1 2n
n
Or
( 2n+2 ) (@2n+2)!  2n+2)2n+1) [ 2n )
n+l |7 (n+Dn+1)!  (n+1)2 n )
Ainsi

Un+1 _lx/m.z(n+1)(2n+1)

un 4 Vn (n+1)2
_1vn+12n+1  (n+1/2)
T2 vn n+1 _\/ﬁ\/m

D’ol le résultat.

* En développant, on constate que

1 2
(n+§) —n(n+1)=0.

2

D’ou =nn+1)

n+=
2

et par croissance de la fonction racine carrée sur R*

. n+i
- = \/m puis m =1
On en déduit
vnent, Atlsg
Un
Comme (up), est positive,
VneN*, Upsl = Up

Inégalité qui s’étend a n = 0 car yy = 0. on retrouve la défi-
nition d'une suite croissante.

12.a) Justifions par récurrence que

n

Pn): ups<
() "=Von+1
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est vraie pour tout 12 € N.
— Comme ug =0et/0/(2-0+1=0.22(0) est vraie.
— Soit n € N. Supposons 22 (n) vraie.

n+1/2

Upyl = ——U
T e

< 2n+1 < 2n+1 n

< Up <

ovnn+ D) - 2ynm+D V 2n+1
1\/2n+1 \/1 2n+1

< - <y/= ==

2 n+1 2 2n+2

n+1/2 n+1

< < .

2m+D+1 2+ D +1

Ainsi Z(n + 1) est vérifiée si 22 (n) l'est.
— Pour tout n € N, &(n) est vraie.

12.b) Comme n<2n+1,ona:
vneN, upsvVi=1.

On en déduit que la suite (up) ;e €St croissante et majo-
rée, elle converge.

13.0na )
2n )"
( 2n )_ @2n)! (F) 4nn
n (a2 n—co  (m)2M oy
472
n:d)nVE.
Puis, par produit
A | 1
Un n—oo " niyn 4" n—oo g
- 1
Ainsi Uy — —.
n—oo

14.a) La variable R ne peut prendre que deux valeurs +1 avec

PR=1)=PB=1)=p
PR=-1)=PB=0)=1-p.

14.b)

def simuR(p):
return 2%(rd.random()<p)-1

15.

def simuX(n):
s=0
for i in range(n):
s=s+simuR (1/2)
return s

16.a)

def simulD(n):
y=np.zeros(n+1)
for i in range(l,n+1):
ylil=y[i-1]1+simuR (1/2)
return y

17. Rédaction 1.

OnapourneN
Xp+n Ap+1

2

)3

N =

en reprenant le raisonnement de la question 14a).

Ak+1

— AB(p).

Les variables ((Ag +1)/2) ke[l:n) Sont indépendantes. On
sait alors que
X,ﬁng@(ﬂ)l)'
2 2

Rédaction 2. Notons D le nombre de fois o1 le mo-
bile s’est déplacé sur la droite entre les instants O et n. Dy,
compte le nombre de succes (aller vers la droite) dans n ré-
pétitions d’expériences mutuellement indépendantes. La
probabilité de succes est 1/2. Donc Dy, suit une loi bino-
miale de parametres (7;1/2). Or sur les n lancers, ilya:
— Dy, déplacements sur la droite;
— n—-Dy, déplacements sur la gauche.
Ainsi,

Xp=1)-(n-Dp)+(+1)-Dyp=2-Dy —n.

Puis
Xn+n

1
ZDHH%(H,E)

18. La probabilité que I'objet se trouve a I'origine au temps
2n est

Xon+2n )
PX,=0)=P T=n
2n 1 2n—n 1\"
(e G
_L 2n
= w |

Lévénement [Xp,+1 = 0] est impossible. En effet, pour re-
trouver a l'origine, il faut un nombre égal de déplacements
sur la gauche et sur la droite. En particulier, il faut un
nombre pair de déplacements.

19. Soit k € N*
O (@ =1{0;1}
Ainsi Oy suit une loi de Bernoulli. Le parametre est donné
par la probabilité de I'objet d’étre a I'origine, soit

pPi =0 sikestimpair

2k/2
o=

N )
/2 (Z) si k est pair.

Comme I'espérance s’'identifie au parametre pour une loi
de Bernoulli, le résultat s’en déduit. En particulier

E(0s,,,) =0,

2 2
20. La variable Zn Oy estune somme de 0 et de 1. Ainsi Zn O
k=1 £=1

compte le nombre de 1, soit le nombre de fois o1 [0y = 1]
est réalisé. C’est aussi le nombre de retour a I'origine entre
les instants 1 a 2n, c’est-a-dire Uy,.

Par linéarité de I'espérance :

2n 2n 2n
E(Z Ok): > EOk)= ) pr
k=1 k=1 k=1

k pair
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D’ol pour k =2p (k pair)

w57

p:() p
21. Démontrons que pour tout n € N*, la propriété

2n \ 1
Pn): EUp) = (2n+1)( " )4_n_1'
est vraie.
— Donnons deux rédactions pour l'initialisation.
Rédaction 1
Pour n =1, d'une part

(2><1+1)(2X1)1 1

—_1==
1 41 2

D’autre part, entre les instants 1 et 2, les différentes trajec-
toires possibles sont

les trajectoires sont équiprobables, U; suit une loi de Ber-
noulli de parametre 1/2. Ainsi

E(U)) = !
V73
2(1) est ainsi prouvée.
Rédaction 2.
1)
1
2p |\ 1 1
E(Uy) = — ===
v Z( p )417 4 2

p=1

— Soit n € N*. Supposons 2 (n) vraie.

n+1 Zp ) 1
E(U = —
Un+1) p;o( » |2
1 1 2n+2
;( )4!9 4n+1( n+1
1 @2n+2)2n+1)( 2n
:E(Un)+4n+1 nt 12 ( n )

En reprenant un résultat de la question 11 et par 2 (n) :
E(Up+1)
2n | 1 2n+2)2n+1) ( 2n
=@2n+1 —
( )( )4n 4n+1(l’l+1)2 )

n
1 2n+1
(2n+1)(2") —1+"—(2”)
n Jan M2 (n+D\ n

(2n+1) ( )( )
(2n+2)

_ (2n+3)(2n+1)( n )—1
n

Ainsi la propriété est vérifiée au rang suivant.
— Pour tout n €N, 2 (n) est vraie.

22. Soit ne N*

E(Un)=(2n+1)( o )4%—1= (2:’/%”14"—1.

On avu que uy ~ \/%7 Par produit
2n+1 2vn

u .
v tn—oo m
Comme 1=0(y/n),ona

n
EUjp) n:OOZ\/;.

23. D’apres ce qui précéde, la probabilité que chacune des
coordonnées se retrouve al’origine a I'instant donné n est :

0 si n est impair,

2k
(4%) si n =2k est un entier pair.

Comme les comportements des deux coordonnées sont
indépendants et identiquement distribués, la probabilité
d’un retour a l'origine est

P((X;;Yn) = (0;0)) =P([X, = 01N [Y, = 0]).

Par indépendance des variables Xj,, Yy, et le fait que X, et
Y, ont méme loi, cette probabilité vaut :

P([X, = 0])%.

Cette probabilité est nulle pour un instant impair. Pour un
instant pair n = 2k, k €N, on trouve

)y

4k

p:

24. La variable V; qui indique le nombre de retours a I'ori-
gine entre les instants 1 et 27, peut s’écrire comme somme
de variables O;C indiquant les retours a I'origine a 'instant
k, les variables O’2 i Suivent des lois de Bernoulli de para-

metre
2k \)?
k

4k
Les variables O2 k41 SODL nulles, et
n
E(Va) = Z E(0}) = 2 B(0%)

k

(k")

=1
2

25. On peut exprimer 'espérance de V;, a I'aide de la suite

2n+2)-4n (Unn :
_@n+3)@n+@n+) (20 ) 2k |\
= 4"*1(n+ 1)2 n n ( k ) u 2
k

E(Vn) =), =2
B 2(n+1) | 1 — | 4k ~ &
—(2n+3)( n+l | amd k=1 k=1
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De plus, la suite (1) est croissante. Elle est minorée par
son premier terme u; = % et majorée par sa limite 1/4/T.
Ainsi

VkeN¥, — <
Par somme, il vient

n
2
k=1

1 n
sE(VnK; Y

=
=

Alaide du préliminaire
1 1 1
“In(m) <E(Vy) <-Hp,<=(nm+1)
4 b s

Par minoration :
E(V;) — +oo.
n—oo

Remarque. En affinant les inégalités, on montre que

E(Vy) oo In(n).

26.

def simu2D(n):

x=np.zeros (n+1)

y=np.zeros(n+1)

for i in range(l,n+1):
x[il=x[i-1]1+simuR (1/2)
y[il=y[i-1]+simuR (1/2)

plt.plot(x,y)

plt.show ()

27, 28. D’apres ce qui précede, la probabilité que chacune
des coordonnées se retrouve a l’origine aI'instant donné n
est: 0 si n est impair, et
2k
k

4k

si n =2k est un entier pair. Comme les comportements des
trois coordonnées sont indépendants et de méme loi, la
probabilité d'un retour a I'origine est

2k \\°
k

" sin=2k, keN

et 0 si n est impair.

La variable W;, s’exprime comme précédemment comme
somme de variables OZ indiquant les retours a l'origine a
I'instant k, les variables 0’2' i suivent des lois de Bernoulli
de parametre

E))
3
VEJ %
4k kVE'
les variables 0’2’ k41 oDt nulles et E (W) vaut
2n
EWn) =) E(O}C’) =
k=1
n n uk3
> B(0f)=
2k
k=1 ( ) k=1 kv

29.0On avu que

1
uk~-3§.
Par produit
ud 1 1
WE R Bl
La série de Riemann Y 1/k%/2 est convergente. Par le cri-

tére d’équivalence des séries a termes positifs, la série
¥
kvk
est donc convergente. La suite des sommes partielles est

convergente, c’est-a-dire (E(Wj)), est convergente vers
une limite finie.

30. Considérons le systeme complet d’événements constitué
de
Ap+1=11, [Ap+1=-1]

D’apres la formule des probabilités totales :

P (E)

=PAn+1=DPp, =1 (B) +PAns1 = —DPpa, =1 (Eg).-
Or sil’événement [A;+1 = 1] est réalisé, on a X+ = k+ 1.
L'événement Ej. est réalisé dans ce cas, si le mobile passe
par l'origine pour la premiere fois sans dépasser s. C’est
Ej41. Ainsi

Pia, =1 (Ek) =P(Egs1).
De méme

P, =11 (Bx) =P (Eg—1).
Le résultat s’en déduit.

31.0na
P(Egp =1 et P(Es)=0.

Pour exprimer P (Ey), on peut utiliser les résultats sur les
suites récurrentes linéaires d’ordre 2. Ici on peut remar-
quer que

Vke([l;s—10, P(Egyq)-P(Ex)=P(Ex)—P(Er_1).
C’est donc une constante. Notons ¢ € R cette constante.
Ainsi

P(Exer) =P (i) +c.
AVl'aide des résultats sur les suites arithmétiques

VYke[0;s], P(Eg)=P(Eg)+kc.

Les conditions aux bords imposent P (Eg) =1+ sc=0

k
P(Ey)=1+ (——).
s
32.a) On a directement

P(Ey) —

s—+00

33.a) D’apres ce qui précéde, a plus ou moins long terme un
retour a I’origine est quasi-certain d’apres la question pré-
cédente. On en déduit que,

lim P(U,=1)=1.
n—o0o
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33.b) Notons B I'événement "presque surement, le mobile
passe par l'origine". On a

B=J [Up=1].

neN

La suite ([Uy, = 1]),, est croissante pour I'inclusion, d’apres
le théoréme de convergence monotone

PB)= lim P(U,=1)=1.
n—+oo
34. Voir exercice de TD - un classique.

35. Soit k€ N. Soit n € N*. On a

+00
PW,>k< Y PW,>k=EW,).
k="

=0

Or la suite (E(Wp)) est croissante, elle est majorée par sa
limite £. D’ot
PW,>k) <t

De plus,
(Wp >kl < Wyt > k]

Par croissance de la probabilité
PW, >k <PW,41>k

Ainsi la suite (P (Wy, > k)),, est croissance et majorée, elle
converge.

36. Notons que pour tout k€N
0 =0.

On a pour tout N € N*

N +00
PW,>k< ) PW,>k
k=0 k=0

<EWy) <limEW,) =¢.
noo

Par passage a la limite n — +oo

Mz

O <t

k=0

N
Or la suite ( Y O est croissante. D’apres le théoreme

k=0 )NEN
de convergence monotone, cette suite converge. Autre-

ment dit, la série }_ ;. converge.
On en déduit que
b — 0.

k—+o00
De plus pour tout n € N
P(Wp> k1) SPW,> k).
Par passage a la limite n — +oo
Crv1 < O
La suite est décroissante.

37.a) SoitneN.Ona

Wp=kl=[W,>k-1]\[Wy, > Kk].

Sachant que [Wy, > k] < [Wy, > k-], il vient
PW,=k)=PW,>k—1)-PW,>k).
Par passage a la limite n — +o0, il vient
o =Lp_1 — k.
37.b) Comme la suite (€. est décroissante :
VkeN, ap=0

De plus pour N € N*, par télescopage

N
ap=1-0ny — 1.
Igl k NN—>+oo

La série }_ oy est convergente et la somme vaut 1. Ce qui
permet d’affirmer I'existence de la variable W.

38. Les événements (E;,) e+ sont deux a deux disjoints. De
plus, sil’événement [W, = k + 1] est réalisé, alors au moins
un des événements (Ep) ;peq1;5) €st réalisé. Soit

n
Wp=k+1lc |J En.
m=1
(Il faut bien commencer par un premier retour). Ainsi

n
P(Wn=k+1)=P([Wn:k+1]n( U Em

m=1

n
:P( U (Emm[Wn:k+1]))

m=1

n
=Y PEnN[Wp=k+1)

m=1

union disjointe

n
=) PEWPg, Wp=k+1).

m=1

Si Ej, est réalisé alors un premier retour est réalisé au
temps m. Pour que [Wy, = k + 1] soit réalisé, il faut et il suf-
fit que entre les instants 2m + 1 et 2n, il y ait k retours
exactement a |'origine. Comme les déplacements sont in-
dépendants, la probabilité est identique que celle d’avoir
k retours a l'origine entre I'instant 1 et 2n)—2m+1)+1=
2(n—m). Soit

P, Wy =k+1)=PWy_m =k).
Ce qui donne la formule.

39. L'événement [W > 0] est réalisé
si et seulement si il y a au moins un retour a I'origine
si et seulement il existe un instant 2m ou le mobile est a
I'origine pour la premiére fois
si et seulement il existe m € N* tel que E,;, soit réalisé. D’out

W>0l= |J Enm.

meN*

Comme les événements E;;, sont deux a deux disjoints

P(W>0)= ) P(Ep)

meN*
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Ensuite, en passant a la limite n — +oo dans la relation de
la question précédente

+00
As1 = Y, P(Em)ag =PW>0)a.
m=1

40. On reconnait une suite géométrique de raison P(W > 0)
et de premier terme

PW=0)=1-P(W>0).

Ainsi :

VkeN, PW=k) =(1-PW>0)PW>0F
On peut remarquer que W+ 1 — ¢(P(W > 0)). Ainsi par
linéarité de 'espérance
EW)=EW+1)-1
1
= -1
PW>0)

Commentaire. On a démontré qu'une promenade aléatoire

surz4 passe une infinité par l'origine si la série de Riemann

1

Loam

est convergente. Ainsi, il y a convergence sur la droite, dans
le plan mais pas dans l'espace. Notons que l'on peut amé-
liorer le résultat : sur une droite ou dans le plan, la pro-
menade repasse presque stirement une infinité de fois par
l'origine. On illustre ce théoréme en disant qu'un homme
saoul retrouvera presque siirement son chemin vers la mai-
son alors qu'un oiseau saoul ne retrouvera pas nécessaire-
ment son nid.
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