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ECG 2 20 décembre
L]
DM 5 - sujet A
THEME : VECTEURS ALEATOIRES
Exercicel
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N telles que :
V(i,j)eN?,  P(X=iln[Y=j])= _1
J ’ J e2i+1j!'
1. Déterminer les loisde X et Y.
2. Reconnaitre laloi de X + 1. En déduire I'existence et les valeurs de E(X) et V(X).
3. Justifier I'existence et déterminer les valeurs de E(Y) et V(Y).
4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes?
5. Calculer PX=Y).
Exercice II
Soit p € N*. Considérons la fonction X suivante :
import numpy as np
import numpy.random as rd
def X(p):
’g N=1+np.floor (p*rd.rand()) # floor(.) renvoie la partie entiére
% x=0
= i=0
while i <N:
x+=(rd.random () <0.5)
i+=1
return x
6. Reconnaitre la loi suivie par la variable N ?
7. Calculer EX).
8. Tester la cohérence du calcul grace au code et résultat suivants :
import matplotlib.pyplot as plt °
259 °
N=500 .
Y=np.zeros (10) 204 .
§ for p in range(1,11): .
= s=0 s .
E} for i in range(N): .
s+=X (P) 1.0 °
Y[p-11l=s/N
plt.plot(np.linspace(1,10,10),Y,’0’) sl ¢
plt.show () 2 4 6 8 10
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ECG 2 20 décembre

DM 5 - sujet *

THEME : VECTEURS ALEATOIRES

Distance en variations totales

Toutes les variables aléatoires de ce probleme sont définies sur le méme espace probabilisé (Q, </, P) et a valeurs
dans une partie de N.

1. ¢ Préliminaires : Loi d'un couple
Soit p €]0;1/2[. On considere deux variables aléatoires S, T respectivement a valeurs dans N et {0; 1}. On suppose
que la loi du couple (S, T) est donnée par

eP-p(l-eP) sik=0 pl—-eP) sik=0
VkeN, P([S=kIn[T=0])= 0 sik=1 et P([S=kln[T=1])= pe™? sik=1
pke P /k! sik=2 0 sik=2.

a) Vérifier que cela définit bien une loi de probabilité.
b) Reconnaitre les lois marginales de S et T.

¢) Exprimer P(S =T) en fonction de p.

d) EndéduirequeP(S=T)=1- 2p2.

2. * Ladistance en variation totale

PourX, Y deux variables aléatoires, on pose: d(X,Y) =) |P(X=n])-P([Y = n])|.

+
n=0

a) Vérifier que d(X,Y) est bien défini et d(X,Y) < 2.

b) QuediredeXetYsidX,Y)=0?

c) Soient X, Y et Z trois variables aléatoires. Montrer que d(X,Y) = d(Y,X) et d(X,Z) s dX,Y) + d(Y,Z).
3. * Une majoration de la distance

a) Justifier que pour toute partie Ade N, ona |P(X€A) - P(Y€ A)| <P([X#Y]).

b) OnposeA= {n eN ‘P([Xz nl)=P([Y= n])} , justifier que

dex,Y) =2[P(IXe Al) - P([Ye AT)| puis d(X,Y) <2P(X#Y]).

c¢) On suppose dans cette question que X s’exprime sous la forme X = 3. X; ot les variables (X1, ...,X,,) sont indé-
i=1

i=

pendantes et de méme loi. De méme, on suppose que Y = f Y; oules variables (Yy,...,Y,) sont indépendantes
i=1
et de méme loi. Montrer alors que
n
dX,Y)<2n-2) PX;=Y)).
i=1
Indication. On pourra remarquer que [X # Y] = Ujeqo:n; [Xi # Yil.
4. * Inégalité

422
Soient A € R} et n € N*. Montrer que si X — %(n, %) etY—2Z(A),alors: dX,Y) < —.
n

5. Quel théoreme retrouve-t-on lorsque n — +00?
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ECG 2

DM 5 - éléments de solution

Sujet A
1.0naX(@Q)=NetpourieN
+00 1 1 +00 1
PX=1i)= —_—— = —
ng ezl+1]! 2i+1 ngﬂ
1
- 2i+l'

Car on reconnait une série exponentielle de parameétre L.

On a aussi Y(Q) =N et pour j €N

+00 1 1 +00
P(Y=j L
=0=Y i g z()

111

T2ejl 1oL et

Car on reconnait une série géométrique de raison 1/2.

2. On vérifie que X+ 1)(Q) = N* et pour i € N*
PX+1=0i)=PX=i-1)
11 (1)1'—1
Tl 2 \2)
On constate queX+1‘—>E€(%).
On en déduit que

EX)=EX+1)-1=2-1=1
VX)) =VX+1) =

3. Pour tout (i, j) € X(Q) x Y(2).
P(X=iln[Y=jl)=PX=)P(Y = j).

Les variables sont indépendantes.

4. Comme Y suit une loi de Poisson de parametre 1,
EY)=1, V¥)=1.

5. Comme ([X = i]) jepy €St un systeme complet d’événements,
la formule des probabilités totales donne :

+00
PX=Y)=) P(X=YInX=1i])
i=0
+00
=Y P([Y=ilnX=1i])
i=0
+00 1

- i 062i+1i'
L2t 1 g, 1
2e il 2e 2ye

6. Si U suit une loi uniforme continue sur [0;1], alors pour
peN*,
N=1+|pU]

suit une loi uniforme discreéte sur [1; p].

7. Si on note (X;);cp une suite de variables aléatoires toutes

suivant une méme loi de Bernoulli 38(%) alors X ala méme
loi que

™=

Xi
0

l
On en déduit que

EX)

N
=E Zx,-).
i=0

En reprenant la démonstration de 'exercice 75, on montre
par la formule de I'espérance totale que

EX) =EIN)-EXj)
Sachant que N — % ([[1; pl), X — 28(1/2), il vient

EX) =~

8. Le programme calcule pour chaque valeur de p € [[1; pll,

une approximation de 'espérance de X. On vérifie graphi-
quement que la relation est linéaire et correspond a la for-
mule précédente :

2.5 A

2.0 A

151

1.01

0.5 1
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Sujet *
1.a) On vérifie que
Yk, eNx{0;1}, P([S=kIn(T=40])=0

et Y P([S=kNn[T=€)=1 (e
(k,0)eNx{0;1}

En effet, a partir des séries exponentielles

pek
Y P(S=kniT=0)=eP-p(l-eP)+ ) ——
keN k=2 k!
:—p+2pke_kk!:1—p.
k=0

puis

Y P(IS=kIn[T=1)=p(l-eP)+peP+0=p.
keN

On en déduit bien

Y P(IS=kIn(T=6€)=1.
0e{0;1} keN

Comme les probabilités sont positives, cela justifie aussi

qu’elles sont bien dans [0;1].

1.b) La variable S est a valeurs dans N avec pour k € N
P(S=k) =P([S=kINn[T=0])+P([S=kIN[T=1])

e’P sik=0

pe” P sik=1

pke_k/k! sik=2

pk e Kkl
On constate que S suit une loi de Poisson de parametre p.

Lavariable T est a valeurs dans {0; 1}. En reprenant le calcul
de la question précédente

P(T=0)= ) P([S=kIn[T=0])=1-p
keN

P(T=1)=p.
Des lors, T suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

1.c) Comme T est a valeurs dans {0; 1}

PS=T)=P(S=0In[T=0D+P(S=1In[T=1]
=e P-p(1-eP)+pe”P
=e P1+2p)-p.

1.d) A partir de I'inégalité de convexité
VxeR, e*=1+x.
On obtient pour x = —p.

PS=T)=(1-p)1+2p)-p
>1-2p°.

2.a) PourtoutneN

0<|PX=n)-P(Y=n)|<PX=n)+PY=n).

Or les séries ) P(X = n) et Y. P(Y = n) sont convergentes.
Par le critére de comparaison, la série

Y IP(X=n)-P(Y = n)|

est donc convergente. La quantité d(X,Y) est bien définie
avec

dX,Y)< ) PX=n+ ) PY=n)=2.
neN neN
2.b) Sid(X,Y) =0alors:

VneN, PX=n)=P(Y=n).
Comme X(Q) c N, Y(Q) € N, on peut affirmer que X et Y
ont méme loi.
2.c) Comme
VneN, IPX=n)-PXY=n)|=PY=n-PX=n)|.

on abien d(X,Y) = d(Y,X). De plus, par I'inégalité triangu-
laire, on a pour n € N

[PX=n)-P(Y=n)|
=PX=n)-PZ=n)+P(Z=n)-P(Y =n)|
<|PX=n)-PZ=n)|+PX=n)-PY=n)|.

En sommant, on obtient bien
dX)Y) <dX,Z) +d(Z,X).

3.a) Les événements [X = Y], [X # Y] forment un systeme
complet d’événements donc

P([XeAl) =P(XeAlN[X=Y])+P(X€AI N [X#Y])
=P([YEAIN[X=Y])+P(XeAlN[X#Y])
< P([YeA] + P(X#Y)).

Ce qui implique

P(XeA]) -P(YeAD sP(X#YD.
Par symétrie des roles de X et Y

P([YeAD) -P([XeAD) s P(X#YD.

D’ol le résultat.

3.b) Comme A UA=N

dx,Y)

=) IPX=n-PY=n)+ ) IPX=n)-PY=n)]
neA neA

=) PX=n)-PY=n+ ) -PX=n)+PY=n).
neA neA

Or on a aussi

Y PX=m+ ) PX=n=1

neA nea
Y PY=n+) P¥=n)=1.
neA neA

D’ou

ax,y)=23 P(X:n)—l—(z > P(Y:n)—l).

neA neA
=2) PX=n)-PX=n)
neA

=2(P(X€A)-P(YeA)).
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La seconde inégalité est directe avec I'inégalité de la ques-
tion 3.a).

3.c) Ona
dX,Y) <2PX#Y)

<2P (¢)

L’J [X; Y]
iZ1

i
[\
M=

1l
—

P(X; #Y;)

)
[\
M=

> (1-P(X; =Y;)).

1

Il
—

D’ou le résultat.
Remarque. La relation (e) s'obtient en montrant par récur-
rence que

YAL,...,Anesd, P

n
UA;
i=1

<) P(a;)

i=1
en saidant de la formule du crible

VA,Be«, P(AuB)=PA)+P[B)-PANB)
<P(A) +P(B).

4. Considérons p = A/ n et les couples
(81,T1), ..., Sn,Th)

dont les lois sont identiques et explicitées a la questions
1. On suppose aussi les variables indépendantes. D’apres

1.b), on sait que pour tout i € [[1; n]]
S;—%ABAIn) et T;—22(AIn).

Par les propriétés de stabilité par sommes dans le cas d’in-
dépendance, on sait que

S=

M=

_ n
Si—&nAn), T=) T;—PQ).
1 i=1

En particulier S et X ont méme loi. De méme pour Y et T.
Enfin, par la question précédente

dX,Y)=dS,T)
n
<2n-2) P(S;=T;)
i=1

<2n-2nP(S=T).

Si p = A/n > 1/2, I'inégalité est automatiquement vérifiée
puisque d(X,Y) < 2. On peut donc supposer p < 1/2 et uti-
liser la minoration de la question 1.d)

( ()\)2) 472
dX,Y)<2n-2n[1-2|2] |<—=.
n n

Ce qui permet de conclure.

. On retrouve le théoréme de convergence des lois bino-

miales vers la loi de Poisson.
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