CHAPITRE ]. 0

Algebre bilinéaire

Avewyétentog undelc eloltw

Que nul n'entre ici s'il n'est géometre.

Inscription que Platon aurait fait graver a 'entrée
de I’Académie, son école d’Athénes.

n Produits scalaires

1.1 Définitions et exemples

DEFINITION forme bilinéaire

Soient E un espace vectoriel et @ : E x E — R une application.
On dit que @ est une forme bilinéaire si elle est

— linéaire a droite
Yu,v,weE, VA peR, U, A\v+pw) =A@y, v) + pe(u, w).

— linéaire a gauche
Yu,v,weE, VA peR, OAV+pw, u) =A@, u) + pe(w, u).

DEFINITION produit scalaire

Soit ¢ : E x E — R une application. On dit que @ est un produit scalaire si :

— ( est une forme bilinéaire.

— (P est symétrique : Yu,veE, o, v) =9, u).
— P est positive : VucekE, @(u,u) =0.
— @ estdéfinie: VYuekE, ou,u)=0 = u=0g.

Remarque. Si ¢ est linéaire a droite et symétrique alors ¢ est linéaire a gauche et donc bilinéaire. En pratique, on
démontre donc d’abord la symétrie et une linéarité (a gauche ou droite) pour obtenir la condition de bilinéarité.

Notation. On écrit souvent (u, v) au lieu de ¢ (u, v).

Exemples. Nous en donnons plusieurs pour illustrer la diversité des situations. Les preuves seront traitées au fur et a



mesure des exercices.

e DansR".
Pour tous u = (x1,...,x;) et v = (yl,...,yn) dans R", posons (u, v) = fxiyi.
i=1

Alors (., .y est un produit scalaire sur R", appelé produit scalaire canonique sur R”.

Preuve. Soient u, v, w e R" et A, u € R. On pose

u=(x1,x2,....%n), v=ULY2...yn) et w=(z1,22,...,2n).
— Symétrie.
n n
{u,v)y = Z Xiyi = Z yix; ={v,u).
i=1 =

i=1
— Bilinéarité. Commencons par la linéarité a droite.
n n n
(wAv+pw) =Y x;(Ay;+pz) =AY x;yi+ 1 Y X2 = Mu, v) + pulu, w).

i=1 i=1 i=1
Puis, par symétrie, on a la linéarité a gauche et donc la bilinéarité.
— Définie positive.
n
(u,uy = Z xiz =0.
i=1
Avec égalité si et seulement si pour chaque indice i, x; = 0. Une somme de termes positifs est nulle si et seulement si

chaque terme est nul. On a donc
(u,uy=0 = u=(x1,x2,...,xp)=0.

Conclusion. On a bien un produit scalaire sur R.

e DansR,[x]. >> Voir exercice
Donnons deux exemples dans le cas polynomial.
— Soient ay, ay,..., an, n+ 1 réels deux a deux distincts. Lapplication suivante est un produit scalaire

n
(P,Q) € R, [x] — (P,Q) = ) P(ay)Q(ax).

i=0

— On peut aussi poser pour a, be Ravec a< b

b
(P, Q) € Rylx] — (P, Q) =f P(OQ1)dt.

a
e Dans 4,1 ([R).
Lapplication ¢ : (X,Y) — ‘XY est un produit scalaire sur .4, ; (R). On 'appelle produit scalaire canonique de .4, 1 (R).
Noter, comme souvent, qu'on identifie .4 ; (R) et R.

* Dans My [R]. >> Voir exercice[11}
Pour A, B € .4, (R), on pose (A,B) =Tr(A'B).
e Dans€°((a; b)) avec a < b. >> Voir exercicel4
b
Pour f, g € 6°([a; b)) e =f f(ng(ndt.
a
DEFINITION norme

Soit E, un espace vectoriel muni d'un produit scalaire @. Lapplication

N:{E - R

u — N = o u

est appelée norme associée au produit scalaire ¢.




Notation. On note souvent ||-|| au lieu de N.

Exemple. Dans R”, la norme euclidienne associée au
produit scalaire canonique est définie par :

n
Yu=(x,...,xp) €R", ||u||=‘/'21x,-2.
i=

Dans R? ou R?, on constate que la norme représente la
distance al'origine, ou encore la longueur du vecteur.

Remarque. Par extension, pour u, v € E, ||ul| représente la «longueur » du vecteur u alors que ||u — v|| correspond a la
«distance » entre les deux vecteurs.

1.2 Propriétés du produit scalaire, de la norme

PROPOSITION régles de calcul

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-,-) dont ||-|| est la norme associée.

e YuekE, lu|=0 <= u=0g.
e VAeR,VucE, Azl = [A]- el
* Yu, veE, lu+vi® = ull® +2¢u, vy + V).

Preuve. » Raisonnons par équivalence en utilisant le fait qu'un produit scalaire est défini. Soit u € E
lul=0 < (ww=Iul*>=0 < wu=0g.

e Soient u € E, A € R. Comme le produit scalaire est bilinéaire

IAull = v (Aw, Auy = \/ A2 Cu, w) = AV Cu, wy = A [lull.

e Soient u, veE

lutvl® = (u+vu+v) bilinéarité
= (uuw+ ) +v,u)+ v,
= (u,u)+2(u, v) +{v,v) symétrie
lutvl® = lul?+2¢u ) + vl
]
Exercice 1 4+ % Identité du parallélogramme et formule de polarisation
Montrer que pour tous u, v € E,
o
f el hut ol + = vl® =20l +2001 et w0y = 2 (lut vl® = Ju=vl?).
THEOREME inégalité de Cauchy-Schwarz

Soit E un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (:,-) dont ||-|| est la norme associée.
Vu,veE, [{w, v) [ < [lull vl

De plus, on a égalité si et seulement si la famille (u, v) est liée.




Exercice 2 44 2 Preuve

- On suppose u # O et on définit I'application P sur R par P(A) = |Au + v|12.
y
| \f 1. Vérifier que P est un polyndome de degré 2. Préciser son discriminant P
o
2 2. Conclure (sans oublier le cas d’égalité).

< Quiestqui?
Parmi les photos ci-dessous, reconnaitre Hermann Amandus Schwarz (mathématicien alle-
mand) et Laurent Schwartz (mathématicien francais, médaille Fields pour ses travaux sur la
Exercice 3 théorie des distributions).
vl
VL!" /

l &

p-E3

Exemple. En reprenant le produit scalaire canonique sur R”, I'inégalité de Cauchy-Schwarz devient

[ n [n
< inz Zyiz.
i=1 i=1

"Le cas d’'égalité de l'inégalité de Cauchy-Schwarz est méconnu et beaucoup des tentatives pour prouver
o
\ _— l'inégalité et son cas d’égalité ne sont que paraphrases et esbroufe."”

Y (xd)ieqn) €R", YV (¥Vi)ieqn) € R,

n
Y Xiyi
i=1

Rapport de Jury : HEC 2019

4 1. Justifier que I'application suivante est un produit scalaire sur € O([a; b]).
0 b
. Vi ge€ (lahl), o8 =f fgnde.
Exercice 4 a

* 2. Expliciter I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour ce produit scalaire.

— .25
i\J & 3. Montrer quesi f € c60([0; 11) avec f ne s’'annulant pas sur [0;1]
5 @ 1 11

t dt~f —dt=1.
[} roar [
Préciser le cas d’égalité.
PROPOSITION inégalité triangulaire

Pour tous u, veE,
lu+vl<lul+lvl.

Preuve. Soient u, v € E, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2 2 2
lu+ vl = lul®+ vl +2{u v

2 2 2
<lul®+lvl= +2hul- 1ol = (lul+1vl)*.

D’otli le résultat car la fonction racine carrée est croissante et la norme positive.




4+ Soient E un espace euclidien et B= {x € E|||x|| < 1}.

Exercice 5 1. Soient u, v € E.
) ( Que peut-on dire de u et v sion ale cas d’égalité |[u+ v| = llull +vl?
\. & 2. Démontrer que B est une partie strictement convexe de E, c’est-a-dire que, pour tous P&

1\ & x,yeBavecx#y, toutrel0,1[,onaltx+ 1 -0yl <1.

3. Illustrer ce résultat dans R? pour le produit scalaire canonique.

Remarque. Par récurrence, on montre que pour tout famille finie (u1, uy, ..., up) de vecteurs de E

P P
Youilf <Y lul.
i=1 i=1

1.3 Orthogonalité

Orthogonalité et vecteurs

Considérons R? muni du produit scalaire canonique
W, vy=x1y1+X2y2, ou u=(x,x2), v=(y,)).
Mais, on a aussi (u, vy = |[ul| - ||| cos(0) ol1 O est une mesure de 'angle entre u et v.
Preuve.

En particulier, (i, v) = 0 si et seulement si 0 = % + km (avec k € Z). Les vecteurs u et v sont orthogonaux. Généralisons
ce cas par une définition.

DEFINITION vecteurs orthogonaux

Soient E, un espace vectoriel muni d’'un produit scalaire (-, -) .
Deux vecteurs u et v de E sont dits orthogonaux, noté u L v, si (u,v) =0.

Exemples. Dans R? et R3.

Remarque. Le seul vecteur de E qui soit orthogonal a tous les autres vecteurs de E est le vecteur nul. Autrement dit,
pour tout u € E, on al’équivalence :

(VveE, (w1)=0) < u=0g.

Preuve. En effet, prouvons ce point par double-implication.
Pour v = u, on a directement ||u||2 =(u, uy =0, puis u = O car le produit scalaire est défini.

Par linéarité a gauche du produit scalaire, pour tout v € E,

{Og, vy =(0-0g,v) =0-(0g, v) =0.

A Attention. Lanotion d’orthogonalité est relative au produit scalaire.



44 & Deux produits scalaires sur R [x]
Pour tous P, Q € R2[x], on pose

Exercice 6 1
C ¢1(P,Q) =PMQ0) +P(D)Q(1) +P(2)Q(2) et ¢2(P,Q) = f . P(HQ(ndr.
(5 PE
LY 1. Vérifier que ¢ et ¢y définissent deux produits scalaires sur Ry [x].
C @ 2. Notons P; le polyndme d’expression P; (x) = x.
Donner un vecteur orthogonal a P; relativement a ¢ mais non orthogonal pour ¢ et
inversement.
THEOREME de Pythagore
Deux vecteurs u et v sont orthogonaux si et seulement si
lu+ vll? = llul® + vl
Preuve. 11 suffit de rappeler que pour tous u, v€ E
lut+ vl? =l + 01 +2¢u, v).
]

DEFINITIONS

famille normée, orthogonale, orthonormée

Soit F = (w1, ..., up) une famille de vecteurs deE.

— La famille est dite normée si pour tout i € [[1; pll, lu;ll = 1.

— La famille est dite orthogonale si, pour tout (i, j) € [[1; p]]2 aveci# j, ui L u;.

— La famille est dite une famille orthonormée (ou orthonormale) si c’'est une famille orthogonale et normée.

Exercice 7

++ d’apres ESCP 2001
On admet que pour tout n € N, il existe un unique polyndéme T, € R[x] tel que pour tout x réel :
Ty (cosx) =cos(nx).

1. Montrer que I'application :
L PO

-1 \/l_tz p??

®,Q —

définit un produit scalaire sur R[x].

2. Montrer que la famille (T);>¢ est une famille orthogonale de R[x] muni de ce produit
scalaire.

3. Comment obtenir une base orthonormée?

Remarques. Autrement dit, la famille de vecteurs (1, ..., up) est orthonormée si et seulement si

1 sii=j

(i, j) e [[L, pll%, <u,-,uj>={0 i

Le théoreme de Pythagore se généralise, si (ul, e up) est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors

2 p

2
=) lluill”.
i=1

p
D Ui
i=1




Preuve. Procédons par récurrence sur p.

— Initialisation. Pour p = 1,1'’énoncé est directement vrai.

— Hérédité. Soit p € N* tel que la propriété soit vraie au rang p. Si la famille (u1, uy,..., upﬂ) est orthogonale. En particulier
uj +---+ up estorthogonal a up4) car

<§, uirup+1> Z <uzvup+1> 0.

i=1 i= lﬁ/—/

Par application du théoreme de Pythagore (avec deux vecteurs)

p+1 2

> Ui
i=1

+upa |

o

p
Y oui+upi
i=1

p
= i:ZIIIui||2+ lupar]® = FZI s

Ce qui prouve la propriété au rang suivant.
— Conclusion. La propriété est vérifiée pour tout p € N*.

[ ]
Exercice 8
~a . . . 2
¥ N <> Que permettent de dire les lignes de code suivantes? p-E7
import numpy as np
def n2(U): u=np.array ([1,0,0])
return (U[O]**2+U[1]**2+U[2]**2) v=np.array ([-2,1,2])
w=np.array ([1,1,1])
- def orthogonal (U,V): o
= if ULOJ*V[01+U[1]1*V[11+U[2]*V[2]== 2| >>> Test(u,v,w)
2 print (?0UI!!?) 2| True
'5 else 8 >>> orthogonal (u,v)
print (’Non..?’) Non. .
>>> orthogonal (u,w)
def Test(U,V,W): Non. .
return n2(U)+n2(V)+n2(W)==n2(U+V+W) >>> orthogonal (v,w)
Non. .
PROPOSITION orthogonalité implique liberté
Soit F une famille de vecteurs deE.
— SiF estorthogonale, et si aucun des vecteurs de & west le vecteur nul, alors & est libre.
—  Si & estorthonormée, alors & est libre.
Remarque. Les réciproques sont fausses.
Preuve. « Prouvons le premier point. Notons & = [ul, up,..., up). Soient Ay, Az, ..., Ap €ER tels que
p
Z )\] u] =0g.
j=1
Soit i € [[1, pll, par linéarité a gauche du produit scalaire
p P )
0= E:Ajuj,ui = z:Aj<uj,ui>::Ai(ui,ui):AiHuH|.
j=1 j=1
Ainsi, A; =0 car || u; ||2 #0, u; est non nul. Ce calcul étant vérifié pour tout i € [[, p]], la famille & est libre.
¢ Le second point est une conséquence directe du premier puisque les vecteurs de norme 1 sont non nuls. -




4+ Soit E=%4°([-n,nl) muni du produit scalaire défini par

Exercice 9 2n
n Vf g€k, (f,g>=f0 fgnde.
s
’ \f 1. Justifier que la famille (x — cos(kx)); <k<n, estorthogonale. Est-elle orthonormée? p-27]
I 4 2. En déduire que les familles (x — cos(kx)); <<, €t (x — sin(kx)), <<, sont des familles

- libres de E.

3. Est-ce que la famille (x — cos(kx), x— sin(kx))

1<ks<n

Orthogonalité et sous-espaces vectoriels

est aussi une famille libre de E?

DEFINITION

SoientF et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit queF et G sont orthogonaux si

YueF, VvegG, ulwv.

sous-espaces orthogonaux

Remarque. Soient (e;)ie[1;n) €t (€;) je(1;p) deux familles respectivement de F et G.
Si les familles sont génératrices, alors le sous espace vectoriel F est orthogonal a G si

Vie[lnll, Vjell,pl, e Lej.

Par bilinéarité du produit scalaire

n |4 n p
(u,v)y = <Z Aje;, Z pj8j> = Z Z )\ipj <ei,ej>=0.
i1 i=1j=1

Preuve. Soit u € F. Il existe A1, Ag, ..., A € Rtels que u = )E Aje;. Soit v e G. Il existe py, W, ..., Hp € Rtels que v = § MjE;].
i=1 j=1

i=1 ——
0
Par suite u L v. Ceci étant valable pour tous u, v € E, les sous-espaces F et G sont orthogonaux. -
Exercice 10 < Dans B3 muni du produit scalaire canonique, on pose u = (1,2,3) et
o9 F={(xy 2 eR®|x+2y+32=0} et G=Vect(w).
4 \f p-[28]
J y 1. Donner une famille génératrice de F.
o 2. Vérifier que F et G sont orthogonaux.
Exercice 11 + Exemple dans 4(n(R).
C 1. Montrer que I'application ¢ définie sur .4, (R)? par ¢(A,B) = Tr(A’B) est un produit
3 scalaire. p.29
A\
) & 2. Notons ¥, (R) (resp. «/;(R)), 'ensemble des matrices symétriques (resp. antisymé-
o @ triques). Montrer que %, (R) et o, (R) sont orthogonaux pour ce produit scalaire.




DEFINITION - PROPOSITION le s.e.v orthogonal
Soit F une partie de E muni d'un produit scalaire (-, -). Posons
F-={xeE|VyeF, xly}

Alors :
e Lensemble F* est un sous-espace vectoriel deE.
o Les sous-espaces F et F* sont orthogonaux.

Le sous-espace vectoriel F* sappelle Vorthogonal deF dansE.

Preuve. Soient u, v € F-. Soient A, i1 € R. Soit w € F. Par bilinéarité

Au+pv, w) = Mu, wy + w(v, w)
=A-0+p-0=0.

Dot Au+pve FL. Comme Og € FL, FL est non vide et stable par combinaison linéaire, c’est un sous-espace vectoriel de E.
Soientu€eF,ve FL. Par définition, (u, v) = 0. Les sous-espaces F et F sont orthogonaux.

Exemples. OnaE' = {0} et {Og}*- =E.

Remarques.

*Si G est un s.e.v de E tel que G est orthogonal a F, alors G c F. Autrement dit, F* est le plus grand (au sens de
I'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui soit orthogonal a F.

e SiFcGalors Gt cFt.

Soit u € G*. Montrons que u € F*.

Soit v € F. Par hypothese, v € G et par définition (u, v) =0d’ott u L v et Gt cFL

Exercice 12 4 Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E. Prouver les énoncés suivants.
vif 1L L_pl~al
> 1. Fc(Fh). 3. F+Q@t=F-nGt. p.E9
f 2 2. FL+GlcEnGt. 4. FLnGltcF+G)t.

n Espaces euclidiens

2.1 Définitions et exemples

DEFINITION espaces euclidiens
Un espace euclidien est la donnée :

— d'un espace vectoriel E de dimension finie,
— d’un produit scalaire sur E.

On note (E, (-,-)).

Exemples. Reprenons les exemples étudiés précédemment.
¢ R muni du produit scalaire canonique.
* y,1(R) muni du produit scalaire canonique.
e _/,(R) muni du produit scalaire défini par (A, B) = Tr(‘AB).
¢ R,[x] muni d'un produit scalaire.
* %6%(la, b]) nest pas un espace euclidien.



2.2 Bases orthonormées

En premiere année, on a vu qu'une famille 98 = (e;) ¢ |1;n) €st une base d’un espace vectoriel E si tout vecteur de E
s’écrit, de maniére unique, comme combinaison linéaire de la famille. Le caractére générateur de la famille justifiant
I'existence de la décomposition, le caractere libre justifiant 'unicité de cette décomposition. Toutefois, il reste une
question : comment calculer efficacement et sans erreur les coefficients de la décomposition?

Voici une des motivations des bases orthonormées.

Définitions, exemples et coordonnées

Comme son nom I'indique une famille 28 = (e;) ;¢ |1, €st une base orthonormée (abrégé en b.o.n) si c’est a la fois:

* unebase: Vuek 3N\, u=LAie.
i=1
. . . 1 sii=j
¢ une famille orthonormée : Vi, jelll;nl, (uj,uj)=9;; = T
0 sii#j.
Exemples.

e Les bases canoniques de R” et .#/,,1 (R) sont des b.o.n pour les produits scalaires canoniques.
¢ On définit un produit scalaire sur R, [x] en posant, pour tous P et Q dans Ry[x]

(P,Q) =P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

On vérifie que sil’on pose Ly(x) = %(x -D(x-2),Li(x) =—x(x—2) et Ly(x) = %x(x — 1), alors la famille (Lg,L;,L>) est
une base orthonormée de R [x] pour le produit scalaire précédent.

<> Soient & = (ey, €2, e3) la base canonique de R3 et 0 € R. Justifier que la base € = (e1,€2,€3)

définie par
¢ €1 =cos(0)e; +sin(0)ex €2 =sin(B)e; —cos(B)ex et e3=e3 p.9

Exercice 13

| = reste une base orthonormée pour le produit scalaire canonique. Donner une interprétation

graphique.
<> Pour tous P et Q dans Ry [x], on pose
(P,Q) =P(0)Q(0) +P'(0)Q'(0) + P" (0)Q" (0).

1. a) Montrer que ceci définit un produit scalaire sur Ry [x].

b) Vérifier que la base canonique de Ry [x] est orthogonale pour ce produit scalaire.

Exercice 14
En déduire une base orthonormée de E pour ce produit scalaire.

_
A 2. Généralisation. p. 22
g Pour P et Q dans R, [x] on considére maintenant
o ok k
®,Q =Y PP ©0Q® ).
k=0
a) Vérifier que ceci définit un produit scalaire sur Ry [x].
b) Donner une base orthonormée de Ry, [x] pour ce produit scalaire.
THEOREME coordonnées dans une b.o.n

Soient (E, () ), un espace euclidien et B = (ey, ..., e,), une base orthonormée.
Pour tout vecteur u € E,

u=>y (u,ee.

i=1

Autrement dit, les coordonnées de u dans la base 98 sont les réels (u, ey, ..., (u,ey).

10



Preuve. Soit u € E. La famille (e, ey,...,ey) est une base de E, il
existe donc A1, A2, ..., A, € Rtels que

n
u= Z )\ie,-.
i=1

Soit j € [[1; nl], on a par linéarité a gauche du produit scalaire

<u,ej> = <i_fi)\iei,9j> = lé)\i <e,~,ej>.

Comme la famille est orthonormée, <el~,e j> =0desquei#j

et {e;,e;) = ||e,-||2 = 1. Il vient <u,ej> = A;j et la formule est
finalement prouvée.

A Attention. Il ne faut pas oublier '’hypothese "base orthonormée".

PROPOSITION norme et b.o.n

Soit (e, ey, ...,ey), une base orthonormée d’'un espace euclidien (E, () ) Pour tous u,v € E,

(wvy=Y (wedve) et |ul®>=Y (ue).
i=1

i=1

Preuve. Soient u, v € E. D’apres le théoreme précédent et la bilinéarité du produit scalaire

(u,ei)<v,ej><ei,ej>.

n n
=1

s <Z (e 3 <”ref>ef> 2y
i=1 j=1

i=1j
Comme <ei, ej> =0pour i # j,la somme se simplifie
n n
(wvy=Y (wej){ve)(eney=> (ue){ve;).
i=1 T i=1

La seconde formule s’en déduit avec v = u car || u||2 ={u, u).

Théorémes d’existence d'une b.o.n et procédé d’orthonormalisation de Schmidt

Soit € = (fi,..., fn), une base quelconque d'un espace euclidien (E, (-,-) ). Prouvons qu’il existe une famille % =
(e1,...,ep) telle que :

i) 2B estune base orthonormée.

ii) Pourtoutke([[l,nll, vect(ery, ey,...,ex) =vect(fi, fo-..., fi)-

La preuve s’effectue par récurrence et donne un procédé de construction de la base 98 a partir de la base 6.

e e U1
— Initialisation. On pose n=fi et e = TP
U1
Vi k-1
— Pour tout entier k = 2, on pose er = e ve=fi— Y (frei)ei.
Vk i=1

Avant de faire la preuve, commencons par détailler le procédé d’orthonormalisation de Schmidt sur une famille
de vecteurs de R3.

11



]

Vo
fo={foe1)e

f2
7]
P> >
é (frer)er
Apres simplifications, on trouve
(2,-1,0) et 1 (2,-1,0)
Uy = y Ly € € =—Is,—1, .
V5
Ensuite

(fsrv2) 2 B (1)

Posons

H=121, =611 et f3=(-216).

Avec les notati fi et no_ Lo
VeC les notations vy = 1 € ep=——=—=(1,2,1).
loil V6

) 1
Puis v2=f2—<fz,€1>€1=fz—_”l} I (frvn) 1.
1

v3=f3—(fz,e2) e2—(fz,1) €1 = f3—

lv211? oyl

Ilvient v3=(-1,-2,5) et e3= (-1,-2,5).

1
v30

Preuve. Prouvons le cas général en raisonnant par récurrence sur la propriété

Pk :
. ‘ Vect(eq,...,ex) = Vect

— Initialisation. Comme e; = fi/ || fi | # Og, 22(1) est vraie.

scalaire

= <fk+1vej> - <fk+

<l/k+1,e]'> =0.

Justifions le second point.

Vect(ey,..., e, ex+1) = Vect(er, ..., e, Vir1)

La propriété 22(k + 1) est donc vraie si 22(k) 'est.

libre avec autant de vecteurs que la dimension est une base.

(e1,...,ex) estune famille orthonormée

ol k € [[1; n]].

(fireor fr)-

— Hérédité. Soit k € [[1;n — 1]], supposons £ (k) vraie et démontrons 2?(k + 1). Notons que vy, est non nul puisque par hy-
pothese, la famille € est libre. Le vecteur ey, est donc bien défini. Pour tout j € [[1; k]], on a par linéarité a gauche du produit

<Uk+lrej> = <fk+1vej>_ é(fk+lrei><eirej>

1,ej> car, pour i # j, <el~,ej>=0

D’olt vg41 L ej. Comme ey est colinéaire @ vy, onaaussieg, L ej pourtout j € [1;k]]. Précisons de plus que, par construc-
tion, ey est normée. Comme la famille (e, ..., e) est orthonormeée, la famille (e1,... ey, ex41) I'est aussi.

k
=Vect(ey,....ex, fks1 —u) ot u= ,Zl<fk+1»ei>eiEveCt(el“"'ek)
i=
=Vect(e1,..., ek, fis1) -
=Vect(ey, ..., ex) + Vect (fr11)
—Vect(fl, ..:fk)+veCt(fk+1)
Vect(e1,..., ek, ex11) = Vect (fi,..., fior fier1) -

— Conclusion. Les propriétés 2 (k) sont vraies pour tout k € [[1; n]]. Lénoncé s’obtient avec £ (n) en rappelant qu'une famille

12



44 Exemples Q
Exercice 15 . 3 . . .
n 1. On considére R muni du produit scalaire usuel.
s Orthonormaliser les bases ((-1,1,1),(1,-1,1),(1,1,-1)) et ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) .
P ' |
N - 2. On considere I'espace vectoriel Ry [x] muni du produit scalaire (P,Q) = f P(HQ(rdzt.
A : 0
Orthonormaliser les bases (1, x, xz) et ((x- D2, x-Dx+1), (x+ 1)2).
COROLLAIRE

existence d’'une base orthonormée

Tout espace euclidien admet une base orthonormeée.

Preuve. Comme l'espace est euclidien, il est de dimension finie et admet au moins une base. Il suffit alors d’appliquer le procédé
| d’orthonormalisation décrit précédemment a cette base pour obtenir une base orthonormée. -

COROLLAIRE base orthonormée incompléte

Toute famille orthonormée d'une espace euclidien (E, oD} ) peut étre complétée en une base orthonormée deE.
Autrement dit, si (el, €r...., ep) est une famille orthonormée deE de dimension n, il existe des vecteurs ey1, €p+2, ..., en
tels que la famille (el, €2,..,€p,8pil,s..ns en) soit une base orthonormée deE.

Preuve. D'apres le théoréme de la base incompléte, il existe des vecteurs f11, fp+2, ..., fn tels que % = (el, e,..., ep,fp+1,...,fn]

soit une base de E. En reprenant le procédé d’orthogonalisation, on peut obtenir une base %’ de % sans modifier les vecteurs
ey, ez,...,ep. D'oule résultat.

Bases orthonormées et matrices

PROPOSITION expression du produit scalaire avec les matrices colonnes

Soient (E, () ), un espace euclidien, 2 = (ey, ..., e,) une base orthonormée deE et u, v € E.
Sionnote | — U= Matg(u).
— V=Mat%A(v).

Alors (w,v)="UV er |ul*="'UU.

Preuve. D’apres le théoreme précédent

(u,e1)
n <u»e2)
u=Z<u,ei)ei et U= . Edﬂn,l(R)~
i=1 .
(u,en)
De méme pour le vecteur v. Il suffit alors de poser le calcul
(v,e1)
(v, e2) n
UV = [(u,e1) u, e2) -+, en) ] : =) (wei)(ve))=(uv).
. i=1
(v,en)

Le second point s’en déduit avec v = u.

A Attention. Rappelons que ces énoncés ne sont valables que dans le cadre d'une base orthonormée.

13



DEFINITION matrice orthogonale

SoitM € M, (R).
On dit que M est une matrice orthogonale si M est inversible et M~! = ‘M.

Remarque. D’apres les résultats sur les matrices, M est orthogonale si et seulement si ‘MM =1,, ou M'M =1I,,.

cos(0) sin(0)

—sin(®) cos(d) est orthogonale. En effet,

Exemple. Pour tout 0 € R, la matrice Rg =

cos(0) sin(0) cos(0) —sin(0)

t —
Ro Ro = —sin(0) cos(0) sin(@)  cos(0)
B cos(0)? +sin(0)? —cos()sin(0) +cos@)sin(®) | _[ 1 0] _,
“ | —cos(0)sin(B) + cos(0) sin(0) cos(0)2 + sin(0)? “lo 1| %

Remarques.
e Les colonnes d'une matrice M orthogonale sont non nulles et forment une base orthonormée de .4, (R) pour le
produit scalaire canonique. En effet, si on écrit M = [C; C; ... C,], alors

icy icy 'C1C; 'C1Cy - ICiCy

'C, 'C, CoC1 'CrCy - CoCh
M= . et ' MM=| . |[C C .. C,]= ) i .

'Cp 'Cp 'ChCy 'CuCp -+ 'C,Cy

Dés lors, la matrice M est orthogonale si et seulement si pour tout (i, j) € [[1, n)?

1 sii=j
tCiCj _ { : J
0 sinon.

Cette derniere condition traduit le fait que la famille des matrices colonnes (C;);e1;) €st orthonormée. Comme cette
famille contient autant de vecteurs que la dimension de .4, 1 (R), c’est une base de .41 (R).

e Structure de 'ensemble &,, des matrices orthogonales de taille (7, )

— Présence d'un élément neutre : 1,€0,.
— Stabilité par passage al'inverse : VPeOy,, P led,.
— Stabilité par produit : VP, Qel,, PQe0O,.
Les questions 1, 2 et 3 sont indépendantes
Exercice 16
o <> 1. Justifier les trois points de la remarque précédente.
e <> 2. Que dire d'une matrice diagonale et orthogonale?
] \r 44 3. Montrer que si P € .#»(R) est orthogonale avec det(P) > 0 alors il existe 0 € R tel que »-E
ol

g & P=Ry.

PROPOSITION matrice de passage orthogonale

Soient (E, () ) un espace euclidien et 8 = (ey, ..., en) une base orthonormée de E.
Soit € une autre base de E. On a équivalence entre les énoncés :

i) La base€ estorthonormée.

se

i) La matrice de passage Pz est une matrice orthogonale.

14



Preuve. Pour une matrice A, notons [A]; j son coefficient en position (i, j). Notons aussi € = (€1,€2,...,€,). Comme % est une
base orthonormée,

Vie([l;n] Ei:§1<5irek>ek-
Par définition de le matrice de passage de la base %8 a ¢ i
[Poe] i = (€irer)-
Puis, par définition de la transposée [tP%%]kj = [ngcg]jk = <s]-,ek>.

Enfin, par la définition du produit matriciel

n
[Pae Pas];; = kZ [Pae]ik["Paelk;
=1
n
= (eie)(ejer)
k=1
[P tPg%o]l-j = <e,~,£j> voir proposition page([IT}

Raisonnons par équivalence. La matrice Py est orthogonale si et seulement si

. 0 sii#j
Py Pae=In — Vi j)ellnl? [P@%tP@%]U:{I sinon
. 0 sii#j
— V(,j)ell,n 2, €,,€1) =
@peinnr?,  (ene;) {1 o

Finalement, Pg est orthogonale si et seulement sila base € est orthonormée.

2.3 Le supplémentaire orthogonal

Tout s.e.v d'un espace euclidien (E, () ) admet un supplémentaire orthogonal.
Autrement dit, si F est un s.e.v de E, il existe un s.e.v G de E tel que

FoeG=E et VYueF VvegG, ulwv.

En effet, si (el, e,..., ep) est une base orthonormée de F, alors on peut choisir (ep+1, epi2s-ens en) une complétion en
une base orthonormée de E. Dans ce cas, Vect(ep+1, €p+2,. .., e,) fournit un supplémentaire orthogonal.

Exemple. ReprenonsF et G de l’exercice p. Les vecteurs v = (-2,1,0)) et w = (-3,0,1) forment une base du plan
Fetu=(1,2,3), une base de la droite vectorielle G. On constate que F et G sont supplémentaires et orthogonaux.
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PROPOSITION propriétés

Soit F un sous-espace vectoriel d'un espace euclidien (E, () )
* FetF' sont supplémentaires dansE.
e dim (F') = dim(E) — dim(F).

Preuve. ¢ Soit u € E. Soit (e, eg,...,ep) une base de F orthonormée que I'on compléte en une base (ej, ey,...,e,) orthonormée
deE.Ona

n )4 n
u=)y (wepye;=> (ueyei+ » (ue).
i=1 iz i=p+l
—_— —o ——
SUp =uy

F est un s.e.v stable par combinaison linéaire et pour tout i € [[1, pll, e; € F, donc u € F. De plus, pour tout j € [[1, pl|
n
<uJ_,ej> =) (u,ei><e,~_ej> =0 dou u; eFh.
i=p+1

On a donc E = F+FL. De plus, pour v € FnFL. Le vecteur v est orthogonal 2 lui-méme, c’est donc le vecteur nul. Ainsi,
FNFL = {0p}. Par la caractérisation des supplémentaires, F & F- = E.

e Pour le second point, il suffit d’écrire

FoFL=F = dim(F)+dim(FL):dimE.

A Attention. Il n'y a pas unicité du supplémentaire, mais unicité du supplémentaire orthogonal.
En effet, si G est un supplémentaire orthogonal de F, on a G c F* puisque F* est le plus grand, au sens de I'inclusion,
s.e.vde E orthogonal a F. Or, avec le second point, on a automatiquement dim(G) = dim(F1). Nécessairement G = F+.
Dans I'exemple précédent, on constate qu’il n'y a qu'une droite vectorielle orthogonale a F.

Exemples.

¢ Soit E = R3 muni du produit scalaire canonique. Posons u = (1,1,1) et F = Vect(u). Déterminons une base de FL.
Tout d’abord, F est de dimension 3 — 1 = 2. Pour déterminer une base de F*, il suffit de donner deux vecteurs de F+
qui forment une famille libre (donc ici, non colinéaires). Par exemple,

v=(1,-1,00 et w=(0,1,-1).

¢ Soit E = Ry[x] muni du produit scalaire (P, Q) = P(-1)Q(-1)+P(0)Q(0) + P(1)Q(1). Donnons une base de |'orthogonal
de F =R, [x]. Comme F est de dimension 1, il suffit de trouver un polynéme de degré au plus 2, orthogonal a 1 et x. Or,
pour P = ax? + bx + ¢, on montre que

(P(x),1)=2a+3c et (P(x),x)=2b.

On constate que P = 3x? — 2 convient.

¢ Dans le cas de .#,(R) muni du produit scalaire canonique, on montre (en reprenant les idées de I'exercice 11| que
IR = o),

Exercice 17 + Les questions sont indépendantes
e Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace euclidien (E, (-, -} ).
NN 1. Montrer que (FL)J' =F. PE
\; ; 2. Montrer que (F + G)J' =FlnGt puis Fl+Gl= (Fn G)J‘.
Exercice 18 4 Soient n € N* et E = Ryy[x]. Considérons F et G les s.e.v de E constitués des polyndomes
C pairs (resp. impairs). Montrer que F et G sont des sous-espaces supplémentaires orthogonaux
g pour le produit scalaire ) .9
! VPQeE (1= [ PQdr.
~ -1
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N Exercices 5

Exercice 19. 4 Vrai ou faux?
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d’'un espace euclidien (E, (-,-) ). F et G sont supplémentaires si et seulement si FletGt
le sont.

> Solution p.

n n
Exercice 20. <> Montrer que pour tous réels xj, X2, ..., Xz, ona Y x; < \/ﬁ, /'y xiz. Préciser le cas d’égalité.
i=1 i=1

i=
> Solution p.
Exercice 21. <> Inégalité de Bessel
Soit &, une famille orthonormée d’un espace euclidien (E, (-,-) ). Montrer que pour tout vecteur u € E:

Y (wey® < ful®.
eeF

> Solution p.[30]
Exercice 22. 4

1. Rappeler I'inégalité de Cauchy-Schwarz puis vérifier que
VA€ My®), Tr(A%)<Tr('AA).

2. Montrer également que Tr (A?) = Tr (“AA) si et seulement si A est une matrice symétrique.
> Solution p.[30]
Exercice 23. 44 Condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité
Soient u et v deux vecteurs non nuls d'un espace euclidien [E, () ) Ftablir I'équivalence entre les énoncés suivants :
i) Les vecteurs u et v sont orthogonaux.

ii) PourtoutAeR, [[Au+v|=|lvl.
> Solution p.[30]

Exercice 24. 44

Soit % = (e;) la base canonique de R” muni du produit scalaire canonique. Soit A= (a;;| .. une matrice orthogonale.
J 1<i,j<n

On désigne par c;, le vecteur de R" dont la matrice colonne dans la base canonique est la j-eéme colonne de A.

1<isn

1. Montrer que < :

n n n n
X Yaj Y e; XcCj
i=1j=1 i=1 j=1

2. En déduire l'inégalité <n.

i=

n n
Y X ajj
1j=1

>> Solution p.

Exercice 25. 444 Frames
Soient (E, (, ~>) un espace euclidien et 2 = (ey, e2, ..., e;) une famille de vecteurs de norme 1 de E.

1. On suppose que

n
Yucek, ||u||2:Z<u,e,->2.
i=1

Justifier que 28 est une base de E.

2. On suppose maintenant qu'il existe deux réels strictement positifs A et B tels que
2_ ¢ 2 2
YueE  Alull®< ) (ue;)”<Bllul (%)
i=1
a) Justifier que 98 reste une famille génératrice.
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b) En considérant sur E = R2 la famille (e;, ez, e3) définie par
1 1
e =10, e=2(-1,V3) et e3=_(-1,-V3),

montrer qu'une famille peut vérifier (x) sans étre libre.

La théorie des frames permet d’'étudier la stabilité et la redondance des représentations linéaires discretes d'un signal. On la retrouve

notamment dans la théorie des ondelettes, particuliere utile en analyse d’images.
> Solution p.[3T]

Exercice 26. ¢4 On considere un espace euclidien E ainsi qu'une famille & = (ey, -+ ,ep) de vecteurs de E. Montrer que si la
famille & est génératrice de E, alors 'endomorphisme

E —- E
R TN £1<u, eiei est bijectif.
i=

Indication. On pourra, pour un vecteur u bien choisi, considérer ( u, (p(u)>.

>> Solution p.

Exercice 27. ¢ % Soit (E, (-,-) ) un espace euclidien de dimension n € N*. Soit u € E\ {0g}. On définit ensuite I'application sur
E par
VxeE, @x) ={x,uyu.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E. Préciser Ker(¢p) et Im(¢p).
2. Donner les valeurs propres et les sous-espaces propres de ¢. Lendomorphisme ¢ est-il diagonalisable?

3. A quelle condition sur u, ¢ est un projecteur de E2
>> Solution p.

Exercice 28. 4 Probabilité de collision
Soient X et Y deux variables aléatoires finies indépendantes et de méme loi. Notons

X(Q)=Y(Q) ={x1,x2,---,xp} et Vie[l,n] PX=x;)=p;.
1. Démontrer que PX=Y) = f pkz.
k=1

2. Endéduire que PX=Y) = % Préciser le cas d’égalité.
> Solution p.

Exercice 29. ¢4 Soient (1;);e[1; une famille de vecteurs d'un espace euclidien telle que

v (e1,....en) €{-1,1}",

=§ww.

n
Zeiui
i=1

Montrer que la famille est orthogonale.
On pourra démontrer dans un premier temps que

|

Exercice 30. ¢ 44 SoitP(x) = f a,-xi € R[x] avec pour tout indice i, a; € Rf. Montrer que pour tous x, y€ R*, ona
i=0

P(yxy) < VP)-P(y).

2=éwwﬁwa,iqw>

i=1 Jj=i+l

n
Z EjUj
i=1

> Solution p.[32]

> Solution p.

Exercice 31. 44 % Dual d’'un espace euclidien
Soit (E, (-,-)), un espace euclidien. On note E*, I'espace vectoriel des formes linéaires sur E. Pour tout u € E, on définit les applica-
tions @, par:
E - R
Dyt
u { x = {ux).

1. Vérifier que pour tout u € E, ®, € E*.
On pose alors I'application @ : E — E* définie par ®(u) = ®,,.
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2. a) Vérifier que ® est une application linéaire de E dans E*.
b) & Montrer que @ est injective.

c) & En déduire que pour tout f € E*, il existe u € E tel que f = ®y,.

Application

w

. Justifier que si f est une forme linéaire de .4/, (R) dans R alors il existe une matrice A € .4 (R) telle que

VYMe M [R), fM) =Tr(AM).

4, & Soit n e N*, Justifier qu’il existe un unique polynome P, de R, [x] tel que :

1
YQeR[x, fo Pa(HQ(D)di = Q(0).

1
5. a) Justifier qu’il n’existe pas de polynome P de R[x] tel que : VQ € R[x], f P(HQ(r) dt =Q(0).
0
On pourra utiliser le polynome défini par Q(x) = xP(x).

b) Est-ce en contradiction avec la question 3?

> Solution p.

Endomorphisme conservant la norme, les angles ...
Exercice 32. ¢4 Soient E un espace euclidien et f un endomorphisme de E.

1. Ondit que f est une isométrie si pour tout x € E, || f(x) [ = [ x|l
a) Montrer que si f est une isométrie alors f est un isomorphisme de E.
b) Etablir I'équivalence entre les énoncés :
i) f estuneisométrie;
ii) Pourtousx, y€E, (f(x), f())=(x, ).
Dans la suite, on s’'intéresse aux trois conditions :
I) Lendomorphisme f est une isométrie.
) fof=-—idg.
III) Pour tout x € E, f(x) est orthogonal a x.
On souhaite montrer que si deux des conditions sont vérifiées alors la troisieme I'est aussi.
2. Justifier que si les conditions I) et II) sont vraies alors III) aussi.

3. On suppose maintenant I) et III).
a) Calculer {f(x) +x, F2(x)+ f()), en déduire <x,f2(x)) =—|Ix||.

b) Expliciter || f2(x) + x| 2 puis montrer II).

4. Conclure en montrant la derniére implication.

> Solution p.

Exercice 33. ¢4 Endomorphisme qui conserve I'orthogonalité Source : HEC 2007.
Soit (E, (-,~)) un espace euclidien de dimension n. On note (:,-) le produit scalaire et || - || la norme associée. Soit f un endomor-
phisme de E qui vérifie la propriété suivante :

Vv eE, (=0 = {(@w),p))=0.

1. Vérifier que si u et v sont deux vecteurs de méme norme, alors (1 — v) et (u + v) sont orthogonaux.

2. Démontrer qu'il existe k € R tel que pour tout u € E, [[@(w)| = k|l ull.

> Solution p.

19



Produits scalaires sur R, [x] et familles de polyndmes orthogonaux
Exercice 34. 4 A quelles conditions sur les réels a, p et y I'application définie sur Ry [x]% par
¢(P,Q) =aP(-1)Q(-1) +pP)Q(0) + YP(Q(-1)

est un produit scalaire sur Rp[x]?

Exercice 35. 4 Soient n € N* et ay,ay ..., an, nréels deux a deux distincts. Pour tout i € [[1; n]], on pose

X—a
L= [] —% et Piw=(x-a)Liw>
ke[[1;n) 4 ~ Ak
k#i

1. Justifier que I'application ¢ définie par
n
VP,Q eRy1(x%,  @P,Q) = Y Par)Q(ar)
k=1

est un produit scalaire sur Ry, [x] et (L;) je[1;5 €st une base orthonormée.
2. Justifier que I'application y définie par : V(P,Q) € Roj,_1[x]?
n n , p
YP,Q =) Px)Q(xi) + ) P () Q' ()
k=1 k=1

est un produit scalaire sur Rp;—1[x] et (P;)je[(1;5,] €st une famille orthonormée.

Exercice 36. 44 Variantes de produits scalaires sur R, [x]
1. Soit a € R. Pour tous les polynémes P et Q appartenant a E = R, [x], on pose
n . .
®Q =Y P Q" (.
i=0

Montrer que (E, (-,-)) est un espace euclidien.
On pourra penser a la formule de Taylor pour les polynomes.

> Solution p.[34]

> Solution p.[35]

2. Soient ag,ay,...,ap desréels 2 a 2 distincts. Pour tous les polyndmes P et Q appartenant a E = R [x], on pose

n . .
®,Q =Y PV (a;)- Q" (o).

i=0

Montrer que (E, (-,-) ) est un espace euclidien.

Exercice 37. 44 Un classique : les polynomes de Tchebychev
On définit (Ty) ,en, Une suite de polyndmes par la récurrence

To=1, Tix)=x et VneN, Tui2(x)=2xTys1(x)—-Th(x).
1. a) Soit n €N, justifier que pour tout 6 € R,
cos ((n+2)6) +cos(nB) = 2cos ((n +1)8) cos().
b) Montrer que pour tout réel 0, tout entier naturel n,
cos(nB) =Tp(cos®) ()

c) Vérifier que Ty est'unique polynéme vérifiant les relations (). Préciser le degré de T;,.

2. Soit n € N*. Soit (-, -) I'application définie sur Ry, [x]? par :

1
P.Q) = P(HQ(®) dr

_1‘/1_1-2 ’

a) Montrer que (-, ) est un produit scalaire bien défini sur Ry, [x].

20
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b) Vérifier que la famille (Ty) est une base orthogonale pour ce produit scalaire.

O<ksn
¢) Déterminer ||Ty|| pour tout entier k € [[0, .

>> Solution p.

Exercice 38. ¢ 44 Polyndémes de Legendre

1
On munit R[x] du produit scalaire : (P,Q) = f P(HQ(ndt
1

et, pour tout n € N, on définit les polynémes P, (x) = [x2 - l)n etL,=P,0".
1. Préciser L, pour n€{0,1,2,3}.
2. Déterminer le degré, le coefficient dominant et le coefficient constant de Lj,.
3. Calculer L, (1).
4. Prouver que, pour tout n = 1,L; posséde n racines simples dans ] — 1, 1[.

5

a) Justifier quesi f et g: [a, b] — R sont de classe € alors

b

n—

b
+ (—1)”[ fng™ @ dr.
a

b 1
f f(")(t)g(t)dtz (—1)kf("—1—kJ(t)g(k)(t)
a 0

k= a

b) Posons pour tout p € N, Ej(x) = xP. Calculer (L, Ep) pour p € [[0;n—1]].

¢) En déduire que la famille (L) ,,>¢ est orthogonale pour le produit scalaire (-, -).

/2
6. Pour tout p €N, on pose Wp = f cos?P*1 (w)du.
0

a) Donner une relation simple entre Wp+1 et Wy,. En déduire W), pour tout p € N.

b) Vérifier que
ILn 1% = 22n)!Wy.

¢) Endéduire ||Ly | pour tout n € N.

7. En décomposant le polyndome xL, (x) dans la base (Lk)Oskan de R;4+1[x], justifier que
YReN*,  Lpp1(x)—2@n+1)xL,(x) +4n%L,_1(x) =0.

>> Solution p.

Algébre bilinéaire et réduction

Exercice 39. 4 Matrice de Householder
Soit u un vecteur unitaire de R” et U sa matrice colonne dans la base canonique. On pose

H=1-2U"U,

1. Simplifier HU et HV o1 V est la matrice colonne d'un vecteur v orthogonal a u. Que peut-on en déduire sur H?
2. Vérifier que H est symétrique, orthogonale et diagonalisable.
> Solution p.[3§]

Exercice 40. 44 Soit (E, (-,-)) un espace euclidien avec dimE = 2. Pour tout vecteur u non nul et pour tous les réels (A, ) #
(0,0), on définit 'endomorphisme f de E par
fx) =Ax+ pix, wyu.

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. Est-ce que f est diagonalisable?
2. a) Onditquun endomorphisme g est une isométrie si pour tout x € E, | g(x)|l = || x||. Justifier que Sp(g) < {-1;1}.
b) A quelles conditions sur A et y, 'application f est une isométrie?

>> Solution p.
Exercice 41. 44 d’apres EMLyon
Soit n.€ N*. On note E = R, [x] et on considére 'application ¢ de E? dans R définie par:

+00 _t
¢®,Q) :fo P()Q(ne "dr.
1. Montrer que ¢ est bien définie puis montrer que c’est un produit scalaire sur E. On pose ||P|| = /@(P,P).

21



2. Soit T le polyndéme défini par TX) =1+ XTV,L Calculer ||T||.
On posel = ”—H

3. On définit I'application W qui a tout polynéme P de E associe 2¢(P,)I-P.
a) Montrer que 8 est un automorphisme de E et déterminer 1.
b) Montrer que pour tout Pde E: [w(P)| = ||P].
¢) Quelles sont les valeurs propres possibles de y?
d) Lendomorphisme v est-il diagonalisable?
> Solution p. 22

Exercice 42. 444 Matrices de Gram et valeurs propres
Soient (E, (-,-)) un espace euclidien de dimension n et (u1, U2, -, up) une famille de vecteurs de E. On pose

G= (<”’ uj>]1si,jsn et M=Matg(ui,uz, -, un),

ou 4 est une base orthonormée de E.
1. Vérifier que G = 'MM.

2. En déduire que ker(G) = ker(M), puis rg(G) =rg(uy, up, -+, Upn).
Indication. Considérer 'XGX pourX € M, (R).

3. Vérifier que G est inversible si et seulement si la famille (u1, ug, -, up) est une base de E.

4. Justifier que les valeurs propres de G sont positives ou nulles.

n
5. Justifier que les valeurs propres sont majorées par 3. ||u; ).
=1
> Solution p.[39

Exercice 43. 44 Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
On munit R” de son produit scalaire usuel que I'on note ¢, ). La norme associée est notée | - ||. Soit « un vecteur de R” de norme
égaleal.
Pour tout réel a, on définit 'application f, par:

vVxeR", fa(x) = x+ alx, uyu.

1. Montrer que f, est un endomorphisme de R".

2. Soient a et b deux réels.
a) Déterminer c tel que fgo fj, = fe.
b) Pour quelle(s) valeur(s) de a, 'application f, est-elle bijective ? Expliciter alors sa bijection réciproque.
¢) Pour quelle(s) valeur(s) de a, 'application f;; est-elle une symétrie?

d) Pour quelle(s) valeur(s) de a, 'application f, est-elle une projection? Préciser alors les deux sous-espaces F et G tels
que f, soit une projection sur F parallelement a G.

3. Lendomorphisme f; est-il diagonalisable?
4. Dans cette question, on pose a = —2 et on ne suppose plus le vecteur u fixé.
On note s, I'application f_, définie précédemment. On a donc, pour tout u de R” tel que |ul =1:
vxeR", su(X) = x—2(x, uyu.
On note g un automorphisme de R” vérifiant la propriété suivante : la matrice de g1 dans la base canonique de R” est la
transposée de la matrice de g dans la base canonique de R”.
a) Vérifier que [lg(w)ll = 1.
b) Montrer que: gosyog~ ! = Sg(w)-

> Solution p. 22
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Compléments en dimension infinie

Exercice 44. ¢ 44 Orthogonal d'un hyperplan
1
On munit E = ¢°([0, 1], R) du produit scalaire défini par :V(f, &) € E,  (f,g) = f f(ng(nde
0

Considérons le sous-ensemble A de E, constitué des applications qui s’annulent en 0 et le sous-ensemble B de E, constitué des
applications dont I'intégrale sur [0, 1] est nulle. A et B sont les noyaux de formes linéaires non nulle

1
fEE—f(O)eR et feE»—»f f(ndteR.
0

Ce sont donc des hyperplans de E. Déterminer At etBL.
> Solution p.[40]

Exercice 45. 44 Un sujet de concours
On note E I'espace vectoriel des fonctions définies et continues sur R* et & valeurs dans R et E» 'ensemble des fonctions f de E
telles que l'intégrale 0+°° (f (x))2 dx converge. Pour toute fonction f de E, on note ®(f) la fonction définie dans cette partie sur R*
par

1 X

_2_[ tf(ndt six>0
VxeR*, ®(fHx)=4 ¥ 0
(N o)

2

six=0.

On admet que ®(f) est continue sur R*.

1.  a) Justifier: V(x,y) € R?,|xy| < % (x2 +y2).

+00
b) En déduire que, pour toutes fonctions f et g de Ep, l'intégrale f f(x)g(x)dx est absolument convergente.
0

c) Montrer alors que Ep est un sous-espace vectoriel de E.
2. On considere I'application :,-) de Ex x E> dans R définie par :

+00

V(f,8)€Ex xEp, (f, &)= X fx)gx)dx.

Montrer que (:,-) est un produit scalaire sur Ep. On munit E» de ce produit scalaire et de la norme associée notée | - ||.
3. Soit f une fonction de Ejp.

X
On note pour tout x de R™ : h(x):f tf(pde.
0

2 2
a) Calculer les limites de x — (h(x—’fl)) etde x — (h(x—?) en 0.

b) Montrer, al’aide d'une intégration par parties :

X (h(x))? 1 (he0

" ) 2 X
VXe[Rz*,fo o dx= g +§f0 F@O(H@dx (9

X
c) SoitX € R} . En étudiant le signe de la fonction polynomiale A € R — f Af@+o() (x))2 dx, montrer I'inégalité de
0

Cauchy-Schwarz suivante :

1/2 1/2

foxf(x)tb(f) (x)dx < on (f(x))? dx) on (@) (x)? dx)

d) En déduire:

1/2 1/2

<2{[vr e

2
e) Montrer alors que la fonction @(f) appartient a Ex et quel'on a: |[®(f)] < 3 £l

X
VXER?, (fo (@) ()2 dx)

f) En utilisant la relation (e), justifier que la limite de X — X((D N (X))2 en +oo est finie, puis en raisonnant par I'absurde,
montrer que cette limite est nulle.

g) En déduire:
2
LIRS 3@ 1)
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> Solution p.

Exercice 46. 444 444 Séries de Fourier

Dansla suite, E désigne l’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 2n-périodiques. Pour tout f € E, on définitles coefficients
de Fourier par :

1 T
():—f wdt,  bo(f) =0,
ap(f o _nf 0(f

L T
VneN*, an(f):lf f(®cos(nt)dr et bn(f):lf f(O)sin(nt)dzr.
nJ-7 TJ-—7

On définit de plus la matrice Fn(f) = an(Hla+bu(f)] ol I:[ 0 1 ]

-1 0

e Régularité et décroissance des coefficients de Fourier

[

. Justifier que I'application définie sur .4 (R)? par
V(AB er®?%  ¢@AB)=Tr('AB)

est un produit scalaire sur .4 (R). On note || - || la norme associée a ce produit scalaire.
2. On suppose dans cette question que f est de classe € LsurR.
a) Montrer que: ap(f) o0 et bn(f) 0
b) En déduire que ||F(f)|| 0
On admet que ce résultat est encore valable méme lorsque f est continue (de classe €°).
3. Vérifier que si f est de classe ¢! sur R, alors pour tout e N* :  F, (f) = -nJBu (.

4. Comparer ||F,(f)| et |En(H)]-
5. En déduire que si f est de classe €7 avec peNalors |Fp(f)|| =0 (n—lp) )

e Un produit scalaire sur E

6. Vérifier que I'application définie sur E2 par

1 pm
V(f,g) €E?, (f,g)=;f fHg®de
-7

est un produit scalaire sur E. On note N(+), la norme associée.

7. Notons & (respectivement .#), le sous-espace vectoriel de E constitué des fonctions paires (respectivement impaires). Vérifier
que £ et ¢ sont supplémentaires orthogonaux dans E.

1
8. a) Justifier que pour tous a, b € R, cos(a) - cos(b) = 3 (cos(a—b) +cos(a+Db)).
b) Soit n € N*. On définit les fonctions f; pour k € [[0; n]] par
fo:teR—1/V2 etpourk=1 fr: teR— cos(kt).

Justifier que la famille %, constituée des fonctions (f}) ke[o; n]) €st orthonormée pour le produit scalaire (-, ).
De la méme maniere, on montre que la famille ), constituée des fonctions gy : t € R — sin(kt) pour k € [[1; n]] est orthonor-
mée.

9. Vérifier que la concaténation des familles %, et ¢;, forme une famille orthonormée de E.
10. Soit f € Vect(¥,,%),). Démontrer que

NE=3 Y[R
k=0

> Solution p.[]
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