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Les matrices de Hessenberg sont des matrices « presque triangulaires », qui permettent d’éco-
nomiser les calculs lors de la mise en ceuvre d’'algorithmes d’'analyse numérique. Lobjet du
probleme est d'examiner le comportement asymptotique des puissances de certaines de ces
matrices.

L'évaluation des copies sera étroitement liée a la rigueur des raisonnements et d une uti-
lisation diiment justifiée du cours. Une présentation soignée sera appréciée, une présentation
par trop négligée sanctionnée.

Dans tout I'énoncé, n désigne un nombre entier supérieur ou égal a 3.

« Le coefficient situé dans la i-eme ligne et la j-eme colonne d’'une matrice M est noté
Mli, jl.

¢ Les matrices élémentaires de .4 ,,(R), dont tous les coefficients sont nuls sauf un,
égal a 1, sont notées Ez(’? Ainsi a-t-on, pour tout couple (i, j) € [[1, n]]*:

1 l=ietk=]j
Ve, ke l,n)? EMk=066"= Crensd
LJ J 0 sinon

ou 6{ (respectivement j?) vaut 1 si i = ¢ (respectivement j = k), 0 sinon.

« Pour toute matrice M de .4, (IR), on note u,; (respectivement vy;) 'endomorphisme
de R (respectivement C"*) canoniquement associé a M, c’est-a-dire I'’endomorphisme dont
M est la matrice dans la base canonique %,, = (ey,...,e;) de R” (respectivement C"). On
appelle spectre de M I'ensemble, noté sp (M), des valeurs propres de vy, (il s’agit d'une
partie non vide de C).

» Lorsque doit étre établie la convergence d'une suite de matrices de .#,(RR), il s’agit
de la convergence pour 'une quelconque des normes sur cet espace vectoriel, toutes équi-
valentes puisqu’il est de dimension finie.
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Partiel Matrices de Hessenberg

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est une matrice de Hessenberg si tous ses coeffi-
cients M[i, j] situés en dessous de la « sous-diagonale », c’est-a-dire tels que i = j + 2, sont
nuls.

Par exemple, les matrices de Hessenberg de .45 (IR) sont les matrices de la forme

MI1,1] MI1,2] MI1,3] MI[1,4] MI1,5]
MI[2,1] MI[2,2] MI[2,3] MI(2,4] M]I2,5]
0 Mi[3,2] MI3,3] M]I3,4] M]3,5]
0 0 Mi4,3] Mi[4,4] M]I4,5]
0 0 0 Mi[5,4] M]I5,5]

1. Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, on note /,(R) 'ensemble des matrices de
Hessenberg de .4, (R).

a) Justifier que /7, (R) est un sous-espace vectoriel de .4, (RR).
b) En donner une base et la dimension.

2. Soit a un réel strictement positif. On note H, (a) et H_(a) les deux matrices de Hes-
senberg de /3 (IR) définies par

a a 0 a a a
H(a=(1 a 0 et H(a=|-1 a a
0 0 a++va 0 0 a
a) Trouver les valeurs propres de la matrice H, (a) et montrer qu’elle est diagona-
lisable dans [R. )
b) Soit r € R*. Démontrer que la suite de matrices (—p(H+ (@) ) \ €st conver-
r pe
gente si, et seulement si, le réel r est supérieur ou égal a a + v/a.
1
¢) Soit Q(a) = lim ————(H, (@)".
P=r0 (a+va)

Justifier que 'endomorphisme U de R" est un projecteur, dont on précisera le
rang, 'image et le noyau.

1
d) Soit r € R*. Démontrer que la suite de matrices (—p(H_ (@)” ) N est conver-
r pe

gente si, et seulement si, le réel r est strictement supérieur a v a(l + a).

n—-1
3. Soit (a,b) e R?>. Onnote J,, = ,ZIE;‘TLJ et Hy(a,b)=al,+DbJ,.
]:

a) Calculer les puissances successives de la matrice J3 et donner, sans démons-
tration, une expression générale des puissances (/,,)7 (g € N).

b) Etablir, pour tout entier p = n — 1, I'égalité

n n . . . .
(Hata,0)? =Y. Y| .7 Jar=i*i =T E™
j=1i=j\t~J

et en déduire que, si a et b sont différents de 0, alors tous les coefficients de la matrice
(Hyu(a, b))n_1 situés sur ou en dessous de la diagonale (c’est-a-dire dont I'indice de
ligne est supérieur ou égal a I'indice de colonne) sont différents de 0.

c) Pour quelles valeurs de (a, b) la suite ((Hn(a, b))p ) N est-elle convergente?
pE
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Dans cette partie, on considere une matrice M de .4, (R) et on note p(M) le plus grand
des modules des éléments du spectre de M, appelé rayon spectral de M :

p(M) =Max{|A|; Aespp(M)}.

4. Soit € un nombre réel strictement positif et P, la matrice diagonale de .#/,(R) dont
les coefficients diagonaux sont donnés par :

Vielll,nll, Peli,il=¢".

a) Calculer, pour toute matrice triangulaire supérieure T de .4, (R), les coeffi-
cients de la matrice P, TP,.

b) En déduire que, pour tout réel a > 0, il existe une matrice triangulaire sem-
blable a T dont tous les coefficients non diagonaux sont de modules inférieurs ou
égauxa a.

¢) Démontrer que pour tout réel r > p(M), il existe une matrice inversible P a co-
efficients complexes pour laquelle la matrice M’ = P~ MP est triangulaire et le mo-
dule de chacun de ses coefficients au plus égal a r, c’est-a-dire :

V@i, j) e L, nl? | M[i,jlI<r.

1
5. Justifier, pour tout réel r > p(M), la convergence de la suite (—pM p ) N Vers la ma-
r pe
trice nulle.

6. On suppose dans cette question que le polyndme caractéristique de M possede au
moins une racine réelle simple, que 'on note A.

On note u;, I'endomorphisme de R" de uy, dont la matrice dans la base canonique
est la transposée ' M de la matrice M.

a) Justifier 'existence de deux éléments non nuls x et y de R” vérifiant

uy(x)=Ax et uy(y)=A71y.

b) Démontrer que I'orthogonal Vect{ y}l de la droite vectorielle engendrée par le
vecteur y, pour le produit scalaire usuel de R”, est stable par 'endomorphisme u,, et
que A n’est pas une valeur propre de 'endomorphisme de Vect{y}* induit par u,.

c¢) En déduire que Vect{y}* et Vect{x} sont deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de R”.

d) On note Q la matrice dans la base canonique du projecteur de R” d’image
Vect{x} et de noyau Vect{y}~.

Démontrer que, si A est égal au rayon spectral p(M) et si tous les éléments de spg (M)

1
distincts de A ont un module strictement inférieur a p(M), alors la suite ( 5 M p )
p (M) peN
est convergente et de limite Q.
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Partie III Matrices irréductibles

Pour toute partie J de [[1, n]], on note F; le sous-espace vectoriel de R"” engendré par les
vecteurs e de la base canonique de R" dont l'indice j appartienta J :

Fy=Vectiej; j€ J}

(qui est réduit au vecteur nul lorsque J est vide).

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est J-réduitesi F; est stable par'endomorphisme
uyps et on note 4, (IR)[J] '’ensemble des matrices J-réduites de .4, (IR) :

MR ={M € Mn(R); upm(Fy) < Fy} .

¢ On dit qu'une matrice M de .4, (R) est irréductible s’il n’existe aucune partie J de
[[1, n]], non vide et distincte de [[1, n]], pour laquelle M est J-réduite.

7. Exemples
a) Pour quelles parties non vides J de {1,2,3} les matrices H, (a) et H (a) de la
question 2 sont-elles J-réduites?
b) Démontrer qu'aucune des matrices H,(a, b) de la question 3 n’est irréductible.

8. Soit M € 4y,(R).

Démontrer que, pour que M soit irréductible, il suffit qu’il existe un entier naturel p
pour lequel tous les coefficients de la matrice M” sont différents de 0.

Pour traiter la derniére question du probleme, on admettra les deux résultats suivants (théo-
remes de Perron-Frobenius).

« Siune matrice N € ./, (R) est a coefficients positifs ou nuls, alors p (V) appartient au
spectre de N.

« Si une matrice N € .4, (R) est a coefficients strictement positifs, alors p(N) en est la
seule valeur propre de module maximal et la dimension du sous-espace propre qui lui est
associé est égale a 1.

9. Soit H une matrice de /,;(IR) dont tous les coefficients situés sur et au dessus de la
sous-diagonale sont strictement positifs :

Y(i,))elll,nl? i<j+1= HI[i,jl>0.

a) Justifier I'existence de deux réels strictement positifs a et b pour lesquels tous
les coefficients de H — H,(a, b) sont positifs ou nuls.

b) En déduire que H est irréductible.

¢) Démontrer que la suite ( converge vers une matrice qui est ca-

H?)
p(H)P  /peN
noniquement associée a un projecteur de rang 1.
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