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Epreuve de mathématiques
Durée : 3h

En dehors de sa derniére question, la partie II est indépendante de la partie I.

Partie I - Intégrales généralisées de Dirichlet

1. Les sous-questions sont indépendantes.
(@) On considere la fonction
R — R
sin ¢ {140
: — Ss1 ;
§ r — r
1 sit=0.

Montrer que la fonction g est de classe C! sur R.

. e . T gint
(b) i. Prouver la convergence de I'intégrale impropre — dz.
0
tosint /2
On admet I'égalité f —dt=—
0 t 2
o ) o e . +oosin(j 1)
ii. Déterminer, pour tout j € N*, lavaleur de I'intégrale impropre ” dz.
0

(c) Donner le développement limité en 0 a’ordre 4 de la fonction ¢ — In g(7).

+00 ) T
(d) Onrappelle que f e zdu= \/;
0
nt?

’ : P vn o _ntt
Donner, lorsque I'entier n tend vers +oo, un équivalent de e ¢ dr.
0

Inn

2. Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

N

+oo
(a) Vérifier que 'intégrale impropre f dt est convergente.
0

tn
+00 gin? f

?
5 dr?

(b) Quelle estla valeur de f
0

3. On pose, pour tout entier naturel n non nul et tout réel ¢ > 0, h,, () = sin’'t.

Soit n un entier naturel au moins égal a 2.

(a) Soit k € [0, n—1]. Justifier I'existence d’'un réel K > 0 pour lequel, pour tout réel ¢,
ona: !hgc)(t)| <K.

(b) i. Quel estle développement limité a I'ordre n en 0 de la fonction h;,?
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) ho (¢ !
ii. Etablir I'égalité : lim tnn—(k) = (,,:k){

dz.

+00 h(k) ¢
(c) Justifier, pour tout entier k € [0, n—2], la convergence absolue de I'intégrale f tnn—(k)
0

+00 h(”—l) (1)
(d) Justifier la convergence de 'intégrale f % dr et établir I'égalité
0

f*w(sint)ndt: 1 f+°° h%"_l)(t)dt
0 t (n—1" Jo t )

4. Soit n e N*.

(a) Etablir, pour tout réel ¢, 'égalité
1 2 2n\|
Hou (1) = sinZ”t - -1 n+k ez(2n—2k)t.
2n(1) o ];)( "
(b) En déduire, pour tout réel ¢, 1'égalité

R2n=1) (= ¢ nijl 21 | 2n-1 .o
(=) (-1 J sin(2j ).
j=1

n+j

v e [TOqsinty2n @1 1 nvj| 21 | 201
() Endeduurelegahte.f (T) dt—gm;(—l) ( )] .

0 n+j
. . _ L *o sint\n
5. Etude asymptotique de la suite de terme général (T) dz
0

. . ) *oo sint\n 1
(a) Prouver, quand 'entier n tend vers +oo, I’évaluation (—) dr= 0(—)-

z t vn

. sint T
(b) i. Etudierla monotonie de la fonction ¢ — — sur 'intervalle ]0, 5]

ii. En déduire, quand l'entier n tend vers +oo, I’évaluation asymptotique :

[ ()" = o( =)

vn
On pourra, en utilisant le résultat de la question 1-c), donner un équivalent
sineyy . Inn
deln( )ousn:—-
En vn

(c) i. Justifier I'existence de a > 0 tel que, pour tout u € [0,a]l,ona: e *—-1| < 2u.
ii. Justifier I'existence d'un réel b > 0 tel que, pour tout ¢ €]0, b],

3 sinty 1?
-1’ < IH(T)+E<O

On utilisera le résultat de la question 1-c).
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iii. En déduire, pour tout entier n assez grand, I'inégalité

e [ u < [ e

puis, toujours quand l'entier 7 est assez grand, I'inégalité
sm t n a2 In*n
‘ f f & de| <2 2.

(d) En déduire, lorsque I'entier n tend vers +oo, I'équivalence :

f+°° sintyn 37
(2 a3
0 r 2n

On se souviendra du résultat de 1-d).

Partie I Montées d’'une permutation de [1, ]

On appelle, pour tout entier naturel » non nul, montée d’une liste a = (a;, ay, ..., a)
d’entiers naturels distincts deux a deux toute sous-liste (ap, dp+1, ..., a4) (avec p < q) véri-
fiant les conditions :

p=louay_>ap
et ap<ap1<---<agSip<q)

et g=nouag>ags:

On note M(a) le nombre de montées de la liste a. Par exemple, les montées de la
liste a = (2,5,7,6,1,4,3,8) sont (2,5,7), (6), (1,4) et (3,8), et donc M(a) =

On définit de méme la notion de descente d'une liste a d’entiers naturels distincts deux a
deux et son nombre de descentes D(a). Par exemple, les descentes delaliste a = (2,5,7,6,1,4,3,8)
sont (2), (5), (7,6,1), (4,3) et (8), et donc D(a) =

On note, pour tout entier naturel » non nul, S,, 'ensemble des n-listes d’éléments de [ 1, n]
distincts deux a deux.

Il est clair que, pour toute liste ade S,,,onal < M(a) < netl<D(a)<n

Enfin, pour tout entier naturel k, on note E; (k) le nombre de listes a de S,, ayant exacte-
ment k montées. Autrement dit, E, (k) = card{a €S,; M(a) = k} On a donc, E;(0) = 0 ainsi
que E; (k) = 0 pour tout entier k > n.

1. Soit n e N*.

(a) Déterminer les valeurs de E, (1) et E;,(n).

(b) Soit k un entier fixé compris entre 1 et n.
Donner un exemple de liste a de S, pour laquelle M(a) =

2. Déterminer, pour tout entier naturel n» non nul et pour toute liste a de S, la valeur
de M(a) + D(a).

En notant, pour i € [1,n—1], s; la somme du nombre de montées et du nombre de
descentes de (ay, ay, ..., a;), on évaluera, en fonction du nombre s;, la somme s;, des
nombres de montées et de descentes de (aq, ay, ..., a;+1).
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3. Soit n € N*. On associe, a toute liste a = (aj, a», ..., a,) de S, laliste
Ya)=mn+1l-a,n+1—ay,...,n+1—ay).

(a) Vérifier que I'application ¥ est une bijection de S, sur S,,.

(b) En déduire, pour tout entier k de [[1, n]), 'égalité : E,,(k) = Ep(n+1—k).

4. Calcul de Ej,(2)

Soit n un entier naturel au moins égal a 2.
(@) Quel estle nombre de couples (A, B) de parties non vides de [[1, n] tels que
AuB=[1,n]etAnB=g.
(b) Etablir 'égalité : E,,(2) =2" — (n+1).

5. Une relation de récurrence

Soit 7 un entier naturel non nul. A toute liste a = (a;, ao, ..., a,+1) de S,.+1, on associe la
liste ¢, (a) de S,, obtenue en 6tant’élément (n+1) de laliste a. Par exemple, dans le cas
particulieroun=>5,sia=(3,4,1,5,6,2), alors ¢5(a) = (3,4,1,5,2), etsia= (6,3,4,1,5,2)
alors ¢5(a) = (3,4,1,5,2).

(a) Soitb=(ay,ay,...,a,) unélémentdeS,,. Comments’écriventles élémentsdeS;,,;
dont I'image par ¢, est égale a b?

(b) Soit k dans [1,n] et soit b dans S,, tels que M(b) = k. Quelles sont les valeurs
possibles de M (a) pour un élément a de S;;; dont'image par ¢, est égalea b?

(c) Etablir, pour tout entier k de [1, ]}, I'égalité :
Epi(k+1) = (k+ DE,(k+1) + (n+1— K E, (k).

Vérifier que cette formule tient également pour k = 0 et pour tout entier k > n.

(d) Donner, en détaillant le calcul de E5(3), les valeurs de Ej, (k) pour tous les couples
d’entiers (n, k) tels que 1 < k < n < 5. On consignera les résultats dans un ta-
bleau, n étant I'indice de ligne et k I'indice de colonne.

6. La formule de Worpitzky

Etablir, pour tout entier n € N* et tout entier k € [1, n], 'égalité
En(k) = i(—l)k—f(f 1.)1'”.
j=1 —J
On raisonnera par récurrence sur I’entier n.
7. Une égalité miraculeuse !
Justifier, pour tout entier naturel n non nul, I'égalité :
+oo (sin l‘)2n

Ezp-1(n) = 2 2n- 1)!f
b4 t

0
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