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§ On sait que la transposition

T : Mn(R) → Mn(R)
M 7→ tM

est une symétrie (T ◦ T = Id) et, de ce fait, diagonalisable.
Par conséquent, l’endomorphisme

f = Id+2T

est diagonalisable (c’est un polynôme en T ) ; pour toute valeur propre λ
de T , 1+ 2λ est une valeur propre de f et si M est un vecteur propre de
T associé à λ, alorsM est aussi un vecteur propre de f associé à 1+ 2λ.

Puisque T est une symétrie, ses valeurs propres sont ±1 ; le sous-
espace propre associé à +1 est le sous-espace Sn(R) des matrices symé-
triques ; le sous-espace propre associé à −1 est le sous-espace An(R)
des matrices antisymétriques.

Ainsi, les valeurs propres de f sont 3 et −1 ; le sous-espace propre
associé à 3 est Sn(R) et le sous-espace propre associé à −1 est An(R).

§ Comme f est diagonalisable, on peut exprimer sa trace et son déter-
minant en fonction des valeurs propres et de la dimension des sous-
espaces propres :

tr f = 3 · n(n+ 1)

2
− 1 · n(n− 1)

2
= n2 + 2,

det f = 3n(n+1)/2.(−1)n(n−1)/2.


