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a Onnote Ey, ..., Ey, les vecteurs colonnes de la base canonique de
Min,1(R). On sait que, pour le produit scalaire canonique, cette base est
orthonormée :

V1 <]‘,k<1’1, tEjEkzé]"k.

On vérifie facilement que
V1<i,j<n, Eij=E'E.
Par conséquent,
EijEk,e = EiE,E-EtEe =8k "EiE¢ = 8;,kEi .
€R
@ Par hypothese sur f, quels que soient les indices i, j, k et ¢,
f(EijEk,¢) = f(Ex,eEij).
D’apres le calcul précédent, et par linéarité de f,
85,1 f(Ei,e) = d4,¢f(Exj).
En particulier, avecj =k,
V1<, b<n, f(Eiye) =08:f(E;5).

On distingue alors deux cas :

— Sii# ¢, alors f(Ei¢) =0;

- Sii= (’,, alors f(Eiyi) = f(Ej’]').
Par linéarité de f,

f(A) = Z aijf(Ei;) = Z aiif(Eq1).
im1

i=1j=1
Autrement dit, la forme linéaire f est proportionnelle a la trace :
f=1(Es1)-tr.
@ Par hypothese sur g, la forme linéaire f = tr og vérifie bien
VA,BeM,(R), f(AB)=f(BA).
Donc il existe & € IR tel que
VAeM,.(R), f(A)=o-tr(A).
En particulier pour A = I,
f(In) =tr[g(In)] =trly =n #0

donc le facteur de proportionnalité « est égal a 1. On a bien démontré
que
VA €Mu(R), tr(g(A))=trA

c’est-a-dire que g conserve la trace.



