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@w SiA =0, lerang deld +Ap =Id est égal an = dim E.
SiA #£0, alors

Id+Ap = A- [p— (_71) -Id].

Deux cas se présentent :
— oubien —1/A n’est pas une valeur propre de p et le rang de Id +Ap
estégalan;
— oubien & = —1/A est une valeur propre de p et le rang de Id +Ap
est égal a n — dim Ker(p — «Id).
Comme p est un projecteur, ses valeurs propres sont égales en général
aOet1 eton sait bien que

Ker(p —Id) = Imp.

Finalement,
— oubien & = —1etrg(ld+Ap) =n—rgp;
— ou bien & # —1 (éventuellement nul) et rg(Id +Ap) = n.
@ Les colonnes de B sont toutes proportionnelles a la colonne *A,
donc son rang est inférieur a 1.
De plus, la ligne A n’est pas nulle, donc la matrice B n’est pas nulle
et son rang est strictement positif.
DoncrgB = 1.
Le produit *AA est un scalaire lorsque A est une colonne. Mais ici
A est une ligne, donc le produit *tAA est une matrice carrée de taille n.
@ La matrice B = 'AA est symétrique réelle, donc diagonalisable.

> Sonrang est égal a 1 < n, donc elle admet O pour valeur propre.
Si AX = 0, alors il est clair que BX = *A(AX) = 0. Réciproquement,
si BX =0, alors

0 = 'XBX = Y(AX)(AX) = || AX||?

donc AX = 0. Le sous-espace propre de B associé a 0 (= son noyau!) est
donc I'hyperplan orthogonal a la droite R - A.

> Comme B est diagonalisable, elle admet une seconde valeur propre

«, non nulle. Par conséquent, le sous-espace propre Ker(B — «Id) est

contenu dans I'image de B et on a vu en commengant que Im B = R-*A.
Il nous reste a calculer la valeur propre « :

B.'A = 'A (A'A) = (A'A) - 'A.
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On vérifie ainsi que la colonne 'A, qui n’est pas nulle, est un vecteur
propre de B associé a la valeur propre o« = A*A.



