Autres écoles PC - 1333

# Plein d’hypotheses sur la matrice : symétrique réelle (théoréme spectral),
stochastique (théoréme de Perron-Frobenius). On esquive le théoreme d’Hada-
mard a la premiére question pour mieux le retrouver a I'avant-derniére ques-
tion !

La propriété

n
V1<i<n, Zai’j:]
j=1

peut aussi s’écrire sous la forme

mn
Vi<i<n, Y aiyx1=1
j=1

et étre donc interprétée de la maniére suivante :
AUu=U pour u=

n)-

Le vecteur U appartient donc a Ker(A — I
A —I,,) = 1. Par conséquent,

L’énoncé a admis que dim Ker(

Ker(A—1,)=R-U.

# Le théoreme d’'Hadamard (exercice 987) nous indique comment démontrer
que dimKer(A —I,) = 1.
Considérons un vecteur X # 0 dans Ker(A — 1,,). On a donc

n
V]S‘Lgn, Zai)]‘Xj:Xi

j=1

c’est-a-dire
vi<ig<n, Z aijxj = (1 —ai,i)xi.
1<jsn
j#L

Considérons maintenant un indice 1 < iy < n tel que

Ixi,| = [|X|| = max [xi| > 0.
1<k<n

X

, il faudrait justifier
I'existence de ce maximum. Pour ce qui nous concerne, on se contente d’ap-
pliquer la définition du maximum : il existe au moins un indice io tel que
xiol = IXIL

On a donc, par inégalité triangulaire,

E Ai,,i%j

1<
>0 = j#ilo

Z Aio,j |X)
R

1<
SR S0 x|
< Z Aioj [Xiol = (T — aig,io ) Xio -

1<j<n
j#io

(1 alo,lo |X10| -
—_—



En divisant par |xi,| = ||X|| > 0, on en déduit que

2

1<
j#io

T —aig,i, =

‘X]| ST .
< E Qi X (inégalité triangulaire)
ISR
j#1lo

< D gy =1 Qg

1<j<n
j#to
On en déduit d’une part que nous sommes dans le cas d’égalité de I'inégalité
triangulaire : les a, jx; sont donc tous de méme signe et comme les ay, j sont
tous strictement positifs, on en déduit que les x; sont tous de méme signe.
On en déduit d’autre part que

o, Ix; ]
Vi#io, Qi ||X]|| =ai,; >0

et donc que |x;| = ||X|| pour tout j # io mais aussi (par définition de io ) pour
j =1o.

Bref, les coordonnées de X sont toutes de méme signe et égales en valeur
absolue, donc le vecteur X est proportionnel a U, ce qui prouve que

Ker(A—1I,) CcR-U.

Les coordonnées de la colonne AX sont
n
Z ai,5%j
=1
pour 1 < i < n. On déduit de I'inégalité triangulaire que

n n n
aiy| < 3 aghol < (3 ass ) IXI= X
5 | < 3wl < (3 au

j=1 j=1 j=1
>0 $ ,
=1

pour tout 1 <i<<n.
On a trouvé un majorant indépendant de i, on peut donc passer au

maximum :
2 ai,jXj

# Pour arriver a majorer facilement ce genre d’expression, un peu de culture
sur les normes est utile.
L’inégalité de Holder nous dit que

> s

IAX] = max < IIX]I-

< Il llyllq

avec les normes classiques

n 1/p n
Ixll, = (Zixkp) et Iyl = (Zlyqu>
k=1 k=1

en supposant que les exposants p et q soient conjugués :

1/q

—f—=1.
P q

Fort bien... Deux cas particuliers de I'inégalité de Holder sont extrémement
utiles.



— Sip = q = 2, on retrouve I'inégalité de Schwarz !
— Pour p =1 et q = +oo (qui sont bien conjugués!), on retrouve

n
E XYk
k=1

C’est précisément cette version qu’il fallait utiliser ici (en appliquant la
o sur les coordonnées de X comme I'énoncé le suggere).

L’inégalité de Holder est a peu pres la seule maniére de majorer une telle
expression, il reste a bien choisir les exposants p et q...

< lxllh 1yl

Considérons un vecteur propre X associé a la valeur propre A. On
a donc AX = AX et par homogénéité de la norme

IAXIF = IAL{IX]I.
On a démontré a la question précédente que
[AXI < [IX]-

Et comme ||X|| > 0, on en déduit que |A| < 1
Pourtout1 <i<n,ona

n
bii=aitl=a,i+) a;=2ai+ ) a

j=1 I<jsn
A
=20+ > biy> ) by
O 1< 1<
j#AL j#A

Considérons un vecteur X € Ker B. On a donc

n
VI<i<n, ) bijx =0
j=1
et donc
V1 < i < n, ‘bi,iXi‘ = Z bi‘ij .
1<j<n
jAL
En choisissant un indice 1 < ip < n tel que

v1 gjgna ‘Xj|<|xio|:”XH)

on en déduit que

bio,iolxlo = Z blo»)‘x] Z blo»]‘xlo

1< 1<n
j#lo j#io

puisque tous les b; ; sont positifs. On arrive alors a

( io,i0 ™ Z blg,)) |X10| A

1<
j#lo

>0

ce qui prouve que ||X|| = [xi,| = 0 et donc que X = 0.
Le noyau de la matrice carrée B étant réduit au vecteur nul, la ma-
trice B est donc inversible.

#v  Si une matrice n’est pas carrée, il se peut que son noyau soit réduit au
vecteur nul mais cette matrice ne peut pas étre inversible !

On aurait pu raisonner par I'absurde en supposant X # 0 pour arriver a
une contradiction, mais ce n’est pas une nécessité.



Comme la matrice A est symétrique réelle, elle est diagonalisable
et en particulier ses valeurs propres sont réelles.
On a vu que 1 était valeur propre de A, que le sous-espace propre
associé a 1 était la droite dirigée par le vecteur UL
On a vu que les valeurs propres vérifiaient toutes [A| < 1, c’est-a-
dire
Ae[-1,1]

(puisque les valeurs propres sont réelles) et enfin que —1 n’était pas
valeur propre de A.
Par conséquent, il existe une matrice de passage Q et des réels

1T <A < <A<«

tels que
Q 'AQ = Diag(1,A2,...,An).

Donc, pour tout exposant p € IN¥,
Q 'APQ = Diag(1,A},...,AR).

Comme [Ag| < 1 pour tout 2 < k < n, on en déduit que AE tend vers 0
lorsque p tend vers +oo.
Par conséquent, la suite (QTAP Q)pen+ converge vers la matrice

Diag(1,0,...,0)

(pour la norme |||, sur M, (RR) et donc pour n’importe quelle norme
sur M, (R)).
L’application (dite conjugaison)

(M= QMQ ']

est linéaire sur M1, (IR), espace vectoriel de dimension finie, donc elle
est continue. La suite (AP ),en+ est donc convergente, en tant que com-
posée d’une suite convergente par une application continue (théoreme
de composition des limites) et

lim AP = Q Diag(1,0,...,0)0Q".

p—+oo



