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1. Pour tout x ∈ R, on a

fn(x) =
n→+∞ O(1/n2)

donc la série
∑
fn(x) est absolument convergente. La série de fonctions∑

fn converge donc simplement surR.
2. Pour tout A > 0, on a

∀ n > 1, ∀ x ∈ [−A,A],
∣∣fn(x)∣∣ 6 A

n2
.

Le majorant est indépendant de x ∈ [−A,A] et c’est le terme général
d’une série convergente, donc la série de fonctions

∑
fn converge nor-

malement sur [−A,A].
Comme

∑
fn est une série de fonctions continues qui converge

normalement sur tout compact deR, la somme f de cette série de fonc-
tions est continue surR.
3. Soit x > 0. La fonction

ϕ =

[
t 7→ 2x

t2 + x2

]
est continue et décroissante surR. La série

∑
ϕ(n) =

∑
fn(x) est abso-

lument convergente, la fonctionϕ est évidemment intégrable surR+ et
par comparaison de la somme avec l’intégrale (faire une figure !)

+∞∑
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0

ϕ(t) dt 6
2

x
+

+∞∑
n=1

fn(x)

c’est-à-dire

−2

x
+

∫+∞
0

ϕ(t) dt 6 f(x) 6
∫+∞
0

ϕ(t) dt.

Or (primitive à connaı̂tre !)∫+∞
0

ϕ(t) dt =
[
2Arctan

t

x

]+∞
0

= π

et par encadrement
lim

x→+∞ f(x) = π.


