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§ La fonction f définie par

∀ t > 0, f(t) =
`n(1+ t)
t
√
1+ t

est évidemment continue sur l’intervalle I = ]0,+∞[.
Elle tend vers 1 au voisinage de 0 (équivalent bien connu) et

f(t) ∼
t→+∞ `n t

t3/2
= O

( 1

t5/4

)
donc f est bien intégrable sur I.

§ La série
∑

1
(2n+1)2

est évidemment convergente !
§ L’application ϕ définie par

∀ t > 0, ϕ(t) =
1√
1+ t

réalise une bijection de classe C 1 de I sur ]0, 1[. Cette bijection est dé-
croissante.

Il est clair que

∀ t > 0, ϕ ′(t) =
−1

2
√
1+ t(1+ t)

=
−ϕ2(t)

2
√
1+ t

et que

t =
1−ϕ2(t)

ϕ2(t)

de telle sorte que

`n(1+ t)
t
√
1+ t

=
−2 `nϕ(t)
1−ϕ2(t)

·ϕ2(t) · −2ϕ
′(t)

ϕ2(t)

= 4 · `nϕ(t)
1−ϕ2(t)

·ϕ ′(t) = g
(
ϕ(t)

)
·ϕ ′(t)

où on a posé

∀ 0 < u < 1, g(u) = 4 · `nu
1− u2

.

D’après le Théorème de changement de variable, la fonction g est inté-
grable sur ]0, 1[ et ∫+∞

0

f(t) dt =
∫0
1

g(u) du

(attention à l’ordre des bornes, notre changement de variable est dé-
croissant !) et donc∫+∞

0

f(t) dt = 4
∫1
0

+∞∑
k=0

−u2k `nu du.

Les fonctions hk(u) = −u2k `nu sont continues et positives sur ]0, 1[ ;
elles sont évidemment intégrables et en intégrant par parties, on trouve
que ∫1

0

−u2k `nu du =
1

(2k+ 1)2
.

La série de fonctions
∑
hk est donc une série de fonctions intégrables

qui converge simplement sur ]0, 1[ vers une fonction intégrable sur ]0, 1[
et comme la série de terme général positif

∑∫1
0

|hk(u)| du



est convergente, on peut intégrer terme à terme :∫+∞
0

f(t) dt = 4
+∞∑
k=0

1

(2k+ 1)2
.

REMARQUE.— Ceux qui connaissant ζ(2) et les astuces associées en
déduiront que l’intégrale est égale à π/2.


