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Convexité

Barycentres et parties convexes

1. Soit E, un espace vectoriel.
1.1 # On considere un systéme pondéré, c’est-a-dire une famille
finie de couples (Ay, ax) € E x K dont le poids total n'est pas nul :

n
a:szk#O.
k=1

1.2 # Le barycentre du systeme pondéré

[(Ak, &) J1<kcn

de poids total w est le point G € E défini par
1 n
G= E Z K+ Ak'
k=1
1.3 Pour tout point M € E,
n
a-MG =) a MA
k=1

et en particulier,

n
Z ap - GAy = Of.
k=1
1.4 Systéme pondéré normalisé
Si le poids total du systeme pondéré [(Ay, ax)]1<k<, est égala 1,
alors le barycentre G € E de ce systéme est caractérisé par

n
G= Z DékAk.
k=1

1.5 # Un point G de E est une combinaison convexe des points
(Ak)1<k<n de E lorsqu'il existe une famille de réels (ay)1<r<y tels
que

n
et G= Z uckAk.
k=1 k=1

1.6 # L'isobarycentre des points (Ag)1<k<y de E est le barycentre
du systeme pondéré [(Ag,1)]1<k<n

1 n
G=1y A
=

Associativité du barycentre

2. = Soit (Ao, ), ..., (An, an), un systeme pondéré dont le poids
total n’est pas nul.
Pour un entier 1 < m < n tel que les poids partiels

m—1 n
Plzzﬂék et Pzzzﬂék
k=0 k=m

soient tous les deux non nuls, on note Gy et Gy, les barycentres des
systemes [(Ag, a)Jock<m et [(Ag ) ms<ie<n-

Alors le barycentre G du systeme pondéré [( Ay, ax)]o<k<n est aussi le
barycentre du systeme pondéré (Gy, p1), (G, p2).

P1 P2
G= G+ Go.
p1+p2 p1+p2 2

Exemples géométriques simples

3. Soient A et B, deux points distincts.
3.1 La droite (AB) est ’ensemble des barycentres de A et B.
3.2 # Le segment [A, B est I'ensemble des combinaisons convexes
de AetB:

[A,B]={(1—-t)A+1B, t €[0,1]}.

33 L'isobarycentre de A et B est le milieu du segment [A, B].

4. & Soient A, B et C, trois points. Le triangle ABC est I'ensemble
des combinaisons convexes de A, B et C.

Parties convexes

5.  # Une partie K C E est convexe lorsque

¥ (A,B) € K?, [A,B]CK.
6. L'intersection de deux parties convexes de E est une par-
tie convexe de E.

7.1 = Une partie K C E est convexe si, et seulement si, toute combi-
naison convexe de points de K appartient a K. —[41]
7.2 Si K est convexe, alors, quels que soient les points A, B
et C dans K, le triangle ABC est contenu dans K.

8. Exemples et contre-exemple

8.1 Les intervalles sont les parties convexes de R.
8.2 Tout triangle est convexe.

8.3 Tout sous-espace vectoriel de E est convexe.
8.4

Entrainement
9. Questions pour réfléchir
1. Quel que soit le scalaire A # 0, les systéemes pondérés

(A ar)icksn et [(Ap Aar)li<ksn

ont méme barycentre.

2. Soit F, un sous-espace de E qui contient Ay, ..
barycentre de Ay, ..., A, appartient a F.

3. Lisobarycentre des points (Ax);<k<, est une combinai-
son convexe des points Ay, ..., Aj.

4. Siles poids a, ..., &y sont strictement positifs, alors le
barycentre du systéme pondéré [(A, ay)]1<k<n est une combi-
naison convexe des points (Ag)1<r<n-

5. On consideére une série statistique de N valeurs.

5.a Dans quel cas la moyenne n’est-elle pas modifiée lors-
qu’on ajoute une valeur a cette série?

5.b Dans quel cas la moyenne n’est-elle pas modifiée lors-
qu’on ajoute deux valeurs a cette série?

6. En fin de seconde, 5% des filles et 7% des garcons re-
doublent. Que dire du taux de redoublement ?

., Ay. Tout
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7. Dans l'entreprise A, le salaire moyen des 180 ouvriers est
de 1,15 k€ et celui des 20 cadres est de 2,2 k€. Dans l'entreprise
B, le salaire moyen des 100 ouvriers est de 1,1 k€ et celui des
100 cadres est de 2,07 k€.

Le salaire moyen des ouvriers est donc plus élevé dans 1’entre-
prise A que dans l'entreprise B et le salaire moyen des cadres est
plus élevé dans l'entreprise A que dans l'entreprise B.
Cependant, le salaire moyen global est moins élevé dans 1’entre-
prise A que dans l'entreprise B. Expliquer.

8.  Plus de la moitié des professeurs d’un lycée ont au moins
45 ans. Que dire de 1'age moyen des professeurs de cet établis-
sement ?

9. Soient (aj)ock<y, une famille de réels strictement posi-
tifs. On note

vo<m<n, Om =) .

On pose alors Gy = Ag et

Vi<m<n,

Om—1 Lo
Gmn="2—=G,_1+ = Ay
Tm m

Alors Gy, est le barycentre du systeme pondéré [(Ay, ax)Jo<k<n-
10. L'union de deux parties convexes de E est-elle une partie

convexe de E?

10. Barycentre et applications linéaires

Soit G, le barycentre du systeme pondéré [(Ay, ax)]1<k<n-

Si f : E — F est une application linéaire, alors f(G) est le
barycentre du systeme pondéré [(f(Ax), ak)]1<k<n-

I

Fonctions convexes

11.1 # Une application f définie sur un intervalle 1, a valeurs réelles
est convexe lorsque, quels que soient x et y dans I,

VAE[0], f((1-A)x+Ay) <A =A)f(x)+Af(y)-

11.2 # Une application f est concave lorsque — f est convexe.

11.3  Soient f, une application convexe de 'intervalle ] dans R
et (4;)1<i<n, une famille de points de I.

Quels que soient les réels positifs (A;)1<j<, dont la somme est
égaleal,

f(g/\iai) < é/\if(ai)

et en particulier

II.1 Caractérisations géométriques

12. Cordes

Soit f : I — IR. On note A et B, les points du graphe de f
d’abscisses respectives x € I ety € I avec x < y.

121 L'arc (A, B) est la partie du graphe de f qui correspond
aux abscisses comprises entre x et y :

(4,8) = {(=f(2), x <z <y}.

12.2 Le segment
[A,B] ={(1—t)A+tB, t€[0,1]}

est la corde interceptée par l'arc (4, B).

123
nie par

La corde [A, B] est le graphe de la fonction affine ¢ défi-

_y—-z
ple) = I

12.4 = Une fonction est convexe si, et seulement si, tout arc de son
graphe est situé au-dessous de la corde qu’il intercepte. —[26]

Vzelxy,

I\

A

(1=Nf(x)+Af(y)

F((1=A)x+Ay)

x 1-Mx+Ay vy

12.5 = Une fonction est concave si, et seulement si, tout arc de son
graphe est situé au-dessus de la corde qu’il intercepte.
12.6  Exemple de fonction qui n’est ni convexe, ni concave.

VA

13. Epigraphe
13.1 # Soit f, une application de I dans R. L'épigraphe de f est
I'ensemble des points du plan situés au-dessus du graphe de f, soit :

Er={(xy) €IxR:y>f(x)}.

e (1-Aatab b

13.2 = Une fonction de I dans R est convexe si, et seulement si, son
épigraphe est une partie convexe de R2.

14. Sécantes

141  Soient x, u, y, trois réels tels que x < u < y. Alors u est
une combinaison convexe de x et  :

u =

y.

x
y—x y—x

14.2 = Soit f, une application convexe de 'intervalle I dans IR. Quels
que soient les points x, u, y de I tels que x < u <y,
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14.3 = Soit f, une application de I dans R telle que, quels que soient
les points x, u, y de I tels que x < u <y,

flu) = f(x)  fly) = f(u)
y—u

u—x

Alors la fonction f est convexe sur I.

\

II.2 Caractérisations analytiques

15. = Une application f de l'intervalle I dans R est convexe sur I
si, et seulement si, pour tout point xo € I, 'application Ty, définie par

f(x0) = f(%)

Vxel\{x} .

Txo (x) =

est croissante.

Fonctions dérivables

16. Soit f : I — R, une application convexe et dérivable.
Alors

quels que soient x < y dans I.

17. = Soient I C R, un intervalle et f : I — R, une application
dérivable. Les propositions suivantes sont équivalentes.

17.1  La fonction f est convexe.

172 Ladérivée f' est croissante.

17.3  Le graphe de f est en tout point situé au-dessus de ses tan-
gentes.

18. = Fonctions deux fois dérivables

Soit f, une application deux fois dérivable de 'intervalle I dans R.
18.1  La fonction f est convexe sur I si, et seulement si, sa dérivée
seconde f" est positive sur I.

18.2  La fonction f est concave sur I si, et seulement si, sa dérivée
seconde f" est négative sur I.

19. Soit f, une application deux fois dérivable sur I.

19.1 # Le graphe de f présente un point d’inflexion en xy € I
lorsque f"(xq) = 0.

19.2  Exemples de points d’inflexion

N —f e —

19.3 & On parle de point d'inflexion géométrique lorsque f"(x)
n'est pas du méme signe au voisinage gauche de xo et au voisinage
droit de x.

19.4  Si le graphe de f présente un point d’inflexion géomé-
trique en xo, alors le graphe de f traverse la tangente en ce point.

II.3 Exemples usuels

20. Les fonctions affines [x — ax + b] sont a la fois convexes
et concaves sur IR.

21. La fonction polynomiale du second degré définie par
VxeR, f(x)=ax*+bx+c

est convexe pour a > 0 et concave pour a < 0.
22. La fonction définie par

Vx>0 f(x)=x"

est convexe sur ]O, +oo[ poura < Oeta > 1; elle est concave
pour 0 <a < 1.

[

1
0 1 -
23. Fonctions trigonométriques
23.1  La fonction sin est concave sur [0, 7t].
T 2x
vo<x< o, = Csinx < x
2 7T
71/21 ...............................
1 ..........................
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23.2  La fonction cos est concave sur [—7/2, /2]
233 La fonction tan est concave sur |—7/,0] et convexe
sur [0, /2]
T
VO<x<E, tanx > x

Sa réciproque, Arctan, est convexe sur R_ et concave sur R .

Vx>0, 0 < Arctanx < x

241 La fonction exp est convexe sur R et
VxeR, e* > max{1+x, ex}.
A
[y = ex]
ly=x+1]
exp 4/
242 La fonction /n est concave sur R’ et
Vx> -1, m(1+x) < x
: A ly =«
§ ly = n(1+x)]
-1 .
24.3  La fonction ch est convexe sur RR.
24.4  La fonction sh est concave sur R_ et convexe sur R .
Entrainement
25. Questions pour réfléchir

1. L'application f : I — R est convexe si, et seulement si,
pour tout x et tout y de I,

VO<A<L (- A)x+Ay) < (1-DF() +AF).

2. Si une fonction a valeurs réelles est continue sur [4,b] et
convexe sur |a, b|, alors elle est convexe sur [a, b].

3. Soit f : I — R, une fonction de classe 2. Si f”'(xg) > 0,
alors il existe un voisinage |xo —a, xg + a[ de x¢ sur lequel la
fonction f est convexe.

4. Si une fonction convexe croissante (resp. décroissante)
réalise une bijection de I sur ], alors sa bijection réciproque est
concave (resp. convexe) sur J.

5. Soit f, une fonction convexe de classe 2 dont la dérivée
ne s’annule pas sur l'intervalle I. Elle réalise une bijection de I
sur un intervalle ] et la bijection réciproque g est de classe €2
sur J. Expression de la dérivée seconde de g?

26. Soient A = (a,f(a)) et B = (b, f(b)), deux points du
graphe d’une fonction convexe f. On suppose que a < b.

26.1  Sif(a) < f(b), alors f est croissante sur [b, +oo].

262 Pour x < a et pour x > b, le point M = (x, f(x)) du
graphe de f est situé au-dessus de la droite (AB) :

(b—a)f(x) > x(f(b) - f(a)) + bf(a) — af (D).

26.3 Sif : R — R estconvexe etbornée, alors f est constante.

27. Dérivabilité et droites d’appui
Soit f, une fonction convexe sur un intervalle ouvert I.

271 La fonction f est dérivable a gauche et dérivable a droite
en chaque point de I et

vrel fix) < fil).

Les deux fonctions fé, et f é sont croissantes sur I. —[39]
27.2 # Soit f, une fonction convexe sur l'intervalle 1. On appelle
droite d’appui toute droite passant par un point du graphe de f et
située sous le graphe de f.

27.3  La droite représentée par

y =a(x —x0) + f(xo)

est une droite d’appui si, et seulement si, fé(xo) <a < fi(xo).

III

Inégalités de convexité

28. Inégalité triangulaire
L'inégalité triangulaire
V(xy) €R? Jxtyl <x|+yl

traduit la convexité de la fonction [x — |x|].
29. Inégalité de Schwarz

" n noN\11/2
V (xk)1<k<n € R, Y Xk’ < [”(Z xk)]
k=1 k=1
30. Inégalité arithmético-géométrique

Par concavité de /n,

vV x,y>0,

11y a égalité si, et seulement si, x = y. —[35]

31. Extrema d’une fonction de R dans R

Soit f, une fonction de classe %2 sur lintervalle I, a valeurs
réelles. On suppose qu'il existe un réel xq tel que f'(xg) = 0
(point critique).

311 Sif”(xg) > 0, alors f atteint un minimum local en x.
312 Si f”(xp) <0, alors f atteint un maximum local en x.
32. La convexité peut servir a étudier les extrema d’une fonc-

tion numériques de plusieurs variables.
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Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

33. Exemples et contre-exemples

1.  Exemple de fonction convexe sur R et :

1.a positive sur R;

1.b négative sur R;

1.c croissante sur R ;

1.d décroissante sur R;

1.e non minorée sur R ;

1.f bornée sur R;

1.g bijective de R sur R.

2. Exemple de fonction convexe sur [0,1] :

2.a quin’est pas dérivable;

2.b quin’est pas continue. [39]

3. Exemple de fonction convexe sur R, qu1 tend vers —
au voisinage de —oo, qui tend vers 4o au voisinage de +oo et
dont le graphe admet une asymptote oblique au voisinage de
—oo et au voisinage de +co.

4.  Exemple de fonction convexe et monotone sur R dont le
graphe admet une branche parabolique en —oo et une branche
parabolique en +-co.

34. Questions pour réfléchir

1. Comparer les notions de barycentre et de moyenne.

2. Généraliser le théoreme [2].

3. Soient A, B et C, trois points non alignés du plan .

3.2 Le demi-plan limité par la droite (AB) et contenant le
point C est ’ensemble des barycentres de la forme

(1—7)(aA+(1—a)B) ++C

oua € RetyeRy.

3.b  Le triangle ABC est l'intersection de trois demi-plans.

4.  Tout sous-espace affine de E est convexe.

5. Soit (ag)o<k<n, une subdivision du segment [a,b]. Si la
restriction de f & chaque sous-segment [y, a 1] est une fonction
convexe, la fonction f est-elle convexe sur [a,b]?

6. Soit f : I = R, une fonction continue. On suppose que

F(3 ) < Lre

i=1

pour toute famille finie (4;)1<j<, de points de I ('entier n, supé-
rieur a 2, pouvant varier). La fonction f est-elle convexe ?

7. Dans quelle mesure le graphe d’une fonction convexe
est-il assimilable & une parabole ?

8. Suite de [19.2] — Les graphes de f, f’ et f’ ont été tracés
avec des échelles différentes. Pourquoi?
35. Inégalité arithmético-géométrique
Quels que soient les réels x1, ..., x, positifs ou nuls,

53
— X -
=}

—[40.4]
XXy <

36. La série de terme général
Uy =4Inn—20m(n+1)+{n(n+2)

est convergente et sa somme est négative.

37. Inégalité de Holder
Soient deux réels p et g strictement supérieurs a 1 tels que

On dit que ces réels sont conjugués.

Pour tout réel p > 1 et tout x = (x1,...,%4) € K%, on pose

d 1/p
Il = (kaw) .

k=1

1. Soient x = (x1,...,x4) ety = (y1,...,y,) dans K tels
que Hpr = Hqu = 1. Alors, par concavité de ¢n,

, P |yl d
V1<i<d, |xyl< xil? M et ) |xy] <1
P q i=1
2. On en déduit 'inégalité de Holder : —[3.59]
d d d
V(xy) € K x K, ) |xiyil < lxll,llyll,
i=1
38. Douze étudiants sont réunis autour d’une table ronde

pour féter les vingt ans de I'un d’eux. On remarque que ’age de
chacun est égal a la moyenne de 1'dge de ses deux voisins. Quel
est I’age des voisins de celui dont on célebre I’anniversaire ?

Approfondissement

39. Régularité des fonctions convexes

Soit f, une fonction convexe sur un intervalle ouvert I.

39.1  La fonction f est continue sur I. —[33. 2.b]
39.2  L'ensemble des points de I en lesquels f n’est pas déri-
vable est fini ou dénombrable. —[27.1]

40. Convexité stricte

La fonction f : I — R est dite strictement convexe lorsque tout
arc est situé strictement au-dessous de la corde qu'il intercepte
(a 'exception évidente des points de contact) : pour tout x et y
distincts dans I,

VOo<t<l, fF(A=t)x+ty) < (1—1t)f(x)+tf(y).
40.1  Soit f, une fonction convexe sur [a, b].
S’il existe 0 < ty < 1 tel que

f((1=to)a+tob) = (1—to)f(a) +tof(b),

alors
vV telo1], f((A=ta+tb) =(1—t)f(a)+tf(b).
e '
a x (1—tp)a+tob b
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Autrement dit, si une fonction convexe n’est pas strictement
convexe, alors elle est affine sur (au moins) un intervalle de lon-
gueur strictement positive.

40.2 Soit f, une fonction deux fois dérivable sur I, dont la
dérivée seconde est strictement positive.

La fonction f est strictement convexe. De plus, tout arc est situé
strictement au-dessus de ses tangentes (a l'exception évidente
des points de contact) :

Vxg €I Vx#x, fxo) + (x — x0) f'(x0) < f(x).

40.3  Soient xq, ..., Xy, X, 41 dans I tels que

1 n 1 n
flodm) = ) flx).
X=X
Alors, par convexité de f,
n—1

(g B )

n k=1

nfl[ 1
n

n—1 1
T X f0]+ o)

n—
et par convexité stricte,

1
n—1

n—1
Z X = Xn.
k=1

40.4  Inégalité arithmético-géométrique
Quels que soient x, ..., X strictement positifs,

1 n
WX xn < - Y X
k=1

avec égalité si, et seulement si, x; = - -+ = xy,.
1

41. Enveloppe convexe d'une famille finie de points

Soit A, une partie non vide de I'espace vectoriel E.

L’enveloppe convexe de A est la plus petite partie convexe de E
qui contienne A.

411 Il existe au moins une partie convexe de E qui contient A.
L'enveloppe convexe de A est I'intersection de toutes les parties
convexes de E qui contiennent A.

412 Soient (Ag)j<k<y, une famille de points d’un sous-espace
affine E et K, 'ensemble des combinaisons convexes des points
(Ak)1<ksn-

1. L'ensemble K est une partie convexe de E qui contient les
points Aq, ..., Ay.

2. Toute partie convexe de E qui contient les points Ay, ...,
A, contient ’ensemble K.

3. Quelle est I'enveloppe convexe de trois points non ali-
gnés?

413  Théoréeme de Gauss Lucas
Soit P € C[X], un polyndme non constant.

4. Soit zg € C tel que P(zg) # 0.1l existe des entiers my, ...,
m, supérieurs a 1 et des complexes deux a deux distincts o, ...,
ay tels que

Pl(z0) _ - mi
P(z0) = zo— &

5. Lesracines de P’ appartiennent a I’enveloppe convexe de
I’ensemble des racines de P.
41.4  Optimisation sous contrainte
Soit K, I'enveloppe convexe des points Ay, ..., Ay. On note ¢,
une forme linéaire sur E considérée comme une application de
K dans RR et on pose

A= min ¢(Ay)

t u= AL).
min et u= max ¢(Ag)

1<k<n

6. Pour tout M € K, le réel ¢(M) est une combinaison
convexe de ¢(A1), ..., (An).

7. L’application ¢ atteint un maximum et un minimum sur
K. Ces extrema sont atteints en I'un des points A, ..., Aj.
41,5  Mesures de probabilité sur un ensemble fini
L'ensemble fini E = {1,...,n} est muni de la tribu & = B(E),
dite tribu discrete. On peut identifier toute mesure de probabi-
lité sur (E, &) a une fonction de E dans R.
Pour tout 1 < k < n, on note ¢;, la mesure de Dirac en k, définie

par
€k(k) =1 et V]#k, €k(j):0.

L’ensemble des mesures de probabilité sur (E, &) est ’enveloppe
convexe des mesures de Dirac €1, ..., €.

Pour aller plus loin

42. Questions pour réfléchir

1.  Toute partie convexe est connexe par arcs.

2. Lenveloppe convexe [41] d’une partie compacte de R”
est une partie compacte de R".

3. Soit f, une fonction convexe de R dans R. L'ensemble
des points xy € R en lesquels f n’est pas dérivable est une partie
dénombrable de R.

43. Courbe d’imposition

Dans le cas général, le calcul de I'impdt sur le revenu repose sur
le revenu imposable R et le quotient familial Q = R/N, ou N
est le nombre de parts. L'impdt brut I est alors donné par

I=TyuxR—Nxb=N(Ty xQ—>b)

ot Ty, est le taux marginal. Les valeurs de Ty, et b dépendent de
la valeur de Q (en euros) :

— T =0,b=0etI=0s1Q <6011

— T =5,5% et b =330,61s16011 < Q < 11991

— Ty =14% et b =1349,84 51 11991 < Q < 26631
— T =30% et b =5610,85126631 < Q < 71397
— Ty =41% et b =13464,47 si 71397 < Q < 151200
— Ty =45% et b = 19512,47 si Q > 151 200.

43.1  Le nombre de parts N étant fixé, I'impot brut I est une

fonction f affine par morceaux, continue et convexe du quotient

familial Q.

43.2  Idées recues

Dans chaque cas étudié, on suppose qu'un seul parametre varie.
1. Lors que le revenu imposable augmente : Ry > Ry, I'im-

pot augmente aussi : I, > Iy, mais Ry — I > Ry — I, méme si

on passe d’une tranche a la suivante.

La convexité de f fait que 'augmentation de 1'impot est pro-

portionnellement plus importante pour les revenus moyens que

pour les revenus élevés :

— A la suite d’une promotion, un célibataire (N = 1) voit son
revenu imposable R passer de 25 k€ a 30 k€. Son impot
brut passe alors de 2,1 k€ a 3,4 k€, soit une augmentation
de 58%.

— Un autre célibataire voit son revenu imposable passer de
100 k€ a 120 k€. Son impbt brut passe alors de 27,5 k€ a
35,7 k€, soit une augmentation de 30%.

2. Un couple ne fait pas nécessairement d’économies en
passant de l'imposition séparée a I'imposition commune car la
fonction f n’est pas strictement convexe [40].

3. Lorsqu'un ménage fiscal ayant déja deux enfants a
charge (N = 3) déclare un troisiéme enfant a charge (N = 4),
I'impdt brut diminue en passant de 3f(R/3) a 4f(R/4) et cette
diminution est d’autant plus importante que R est élevé car 1’or-
donnée a l'origine —b est négative et que sa valeur absolue est
une fonction croissante de Q. (L’administration fiscale prévoit
dans ce cas un plafonnement du quotient familial.)



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES @ 1

44. Barycentre dans un sous-espace affine

Par définition, les éléments d'un sous-espaces affine sont des
points. Mais comme un sous-espace affine .7 est une partie d'un
espace vectoriel E, on peut considérer les points de .# comme
des vecteurs de E.

En particulier, quels que soient les points A et B de .7, le vec-
teur AB est défini comme la combinaison linéaire (B — A) des
vecteurs A et B de E, de telle sorte que

A+ AB =B.

44.1 # Une partie .F de l'espace vectoriel E est un sous-espace af-

fine si, et seulement si, il existe un sous-espace vectoriel F tel que
VAeF, MeZF < AMEcF.

Le sous-espace vectoriel F est la direction du sous-espace affine 7.

442  Une famille de couples (Ag, o) € .# x K étant donnée,

si le poids total n’est pas nul, alors le barycentre G de ce systeme

pondéré est 1'unique solution de 1’équation

(iak)-OM: iak-OAk

k=1 k=1

d’inconnue M € .#, quel que soit le point O € .# choisi.

44.3  Siau contraire le poids total est nul, alors la combinaison
linéaire
n
Z K * OAk
k=1

est un vecteur de F qui est indépendant du point O € .# choisi.

45. Représentation barycentrique d’un triangle

Soient A, B et C, trois points non alignés du plan et M, une
combinaison convexe de A, B et C : il existe trois réels positifs «,
Betytelsquea+ B+ =1et

M = aA+ BB ++C.

B

1. Si deux des trois poids sont nuls, alors M est 'un des
sommets du triangle ABC.

2. Siun des poids est nul, alors M est sur I'un des cotés du
triangle.

3. Si les trois poids sont strictement positifs, alors M est a
I'intérieur du triangle. Dans ce cas,

B
N = ﬁHB—kﬁﬂCe] ,C|
M = aA+ (1—a)N €]A NI.

46. Caractérisation affine du barycentre

On considere une famille de points (Ag);<x<, d'un sous-espace
affine & de direction E, une famille de réels (a)1<k<, et 'appli-
cation f : & — E définie par

VME@Q f lek MAk
k=1
On pose & = a1 + - -+ + ay.
1.
VM, Geé&, f(M)=f(G)+a-MG.

2. Sia =0, alors la fonction f est constante.

3 Sia #0 lors il existe un, et un seul, point G € & tel
e f(G) = 0. Ce point G est le barycentre du systéme pondéré
[(Ak/ ) |1<k<n-
47. Isobarycentre et médianes

Soient A, B et C, trois points du plan formant un triangle. L'iso-
barycentre G des points A, B et C est le point de concours des
trois médianes.

B i C

Si I est le milieu du c6té [B, C|, alors G est au tiers de la hauteur
sur [A,]] :
=1/3-IA.

48. On suppose que la dimension de l'espace affine & est
égale a 3 et que sa direction E est munie d'une structure eucli-
dienne. On considére trois points non alignés A, B et C.

1. L'ensemble des points M tels que

(2MA + MB) ABC =0

est une droite parallele & la droite (BC).
2. L'ensemble des points M tels que
(MA —-3MB)A (MB+3MC) =0
est une droite contenue dans le plan du triangle ABC.
3. L'ensemble des points M tels que

(MA + MB + MC) A (BMA + MB —4MC) =0

est une droite contenue dans le plan du triangle ABC.

49. Fonction de Leibniz

On suppose que l'espace vectoriel E est muni d’une structure
euclidienne.

49.1  On considere un systeme pondéré [(Ay, ax)l1<k<y et la
fonction f : E — R définie par

VMEE, f ZDCkHMAkH

1. On suppose que le poids total a n’est pas nul et on note
G, le barycentre du systeme pondéré [( A, ax)|1<k<n. Alors

n
F(M) =& MGI? + ) ax|| GAk|?
k=1

et les lignes de niveau de f sont des spheéres (éventuellement
vides).

2. Sia > 0 (resp. « < 0), alors la fonction f atteint son
minimum absolu (resp. son maximum absolu) en M = G.

3. Que dire des lignes de niveau de f lorsque « = 07?
49.2  Soient k € RY, avec k # 1, et A, B, deux points distincts.
L’ensemble des points M tels que

ImMa| _
|MB|

est la sphere dont le centre est le barycentre G du systeme
[(A,1), (B, —k?)] et de rayon k.GB > 0.
50. Soient G et Gy, deux points distincts. On pose

VMEE, g(M)=<MGl‘MGz>



1 ¢ CONVEXITE

1. La fonction g atteint son minimum absolu en Gy, milieu
du segment [Gy, Gy].

2. Pour tout k € R, I'ensemble des points M tels que
g(M) = k est une sphere (éventuellement vide) dont le centre
est sur la droite (G1Gy).

3. L'ensemble des points M tels que g(M) = 0 est la sphere
de diametre [Gy, Gy].

51. On suppose que E est un espace de dimension 3 muni
d’une structure euclidienne.

511 Si A, B et C sont trois points distincts, alors I’ensemble
des points M tels que

(2MA —3MB + 4MC| AB) =0

est un plan affine, orthogonal a la droite (AB).
51.2  On suppose que les points A, B et C ne sont pas alignés.
1. L'ensemble des points M tels que

(2MA — MB — MC|MA) =0

est un plan affine qui contient A.
2. L'ensemble des points M tels que

(3MA + MB —4MC|MA) = (MA —2MB +3MC | AB)

est un plan affine.
3. La fonction f définie par

VMEeE, f(M)= (MA+2MB|MB+2MC)

atteint un minimum absolu mais n’est pas majorée.
4. Lafonction f définie par

VMEeE, f(M)= (2MA+MB|MA—3MC)

atteint un maximum absolu mais n’est pas minorée.
5. La fonction f définie par

VMEE, f(M)= (MA—2MC|—5MB+ MC)

atteint un minimum absolu mais n’est pas majorée.
6. La fonction f définie pour tout M € E par

f(M) = (MA—-3MB+2MC|MA + MB+2MC)

n’est ni majorée, ni minorée.
7. Lafonction f définie pour tout M € E par

f(M)= (2MA —-5MB +3MC|MA + MB—2MC)

est constante.
52. Soient A, B et C, trois points non alignés d'un espace
affine euclidien de dimension 3.
521  L’ensemble des points M tels que
|-2MA + MB +4MC| = |MA + MB + MC||

est un plan.
52.2  L’ensemble des points M tels que

IMA +2MB| = ||3MB + MC|

est une sphere. —[49.2]
52.3  Pour tout k € R, I'ensemble des points M € E tels que

IMA|? — | MB|* = k

est un plan affine, orthogonal 4 la droite (AB).



