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Courbes

1. On se place dans un espace affine réel & de dimension
finie (supérieure a 2), dirigé par un espace euclidien E.

2. Notion de courbe

21 & Un arc paramétré est un couple (I, f) oir I est un intervalle
de R et f, une fonction continue de I dans E.

L'arc (I, f) est de classe €7 lorsque f € €P(I,E).

2.2 # Le support de Uarc (I, f) est 'ensemble T C & défini par

I ={f(t),tel}

2.3 La notion de courbe de & va coincider dans ce chapitre
avec celle de support d'un arc paramétré (I, f). Il est possible de
définir cette notion d’autres manieres.

3. & Unpoint My € T est un point double de l'arc (I, f) lorsqu’il
existe deux valeurs s # t du parametre telles que

Mo = f(s) = f(b).

C'est un point multiple lorsqu’il existe au moins deux valeurs dis-
tinctes du parametre t telles que My = f(t).

4. & Unarc ([a,b], f) est un arc fermé lorsque f(a) = f(b).
5. @ Unarc fermé ([a,b], f) est simple lorsque

Va<s<t<b, f(s)#f(t).

6. Interprétation cinématique

On considere un intervalle I C R et une fonction f : I — E. On
note I' C &, le support de l'arc (I, f).

6.1 On suppose dans 'exposé de la théorie que la fonction f
est régulidre, c’est-a-dire qu’elle est de classe € sur I'intervalle
I avec k aussi grand que nécessaire.

6.2 Un point O € & étant choisi comme origine, on peut
concevoir la fonction f comme un vecteur position qui varie au
cours du temps.

Vtel, OM(t) = f(t)

La dérivée f’ apparait alors comme le vecteur vitesse :

dOM(t
Vtel, V()= doM(t) = f'(t)
dt
et la dérivée seconde f” comme le vecteur accélération :
d?oM(t)
Viel, A(t)=—>2L=F"(t).
() T fr()
6.3 Dans cette interprétation cinématique, I'arc paramétré

(I, f) est congu comme un mouvement et son support est alors
la trajectoire de ce mouvement : différents mouvements peuvent
décrire une méme trajectoire.

7. = Formule de Taylor-Young vectorielle

Quels que soient ty € I et p € N,

OM(tg+h) =OM(ty)+h-V(ty) + g - Altg)

3 1 0) +o0)

q=3

pour tout h voisin de 0 tel que to +h € I.

Entrainement

8. Questions pour réfléchir

1. Un arc fermé simple possede-t-il un point multiple ?

2. On peut considérer f comme une fonction a valeurs dans
I'espace affine & ou comme une fonction a valeurs dans 1’espace
vectoriel E. Au contraire, ses dérivées f’, f”, ... ne peuvent étre
considérées que comme des fonctions a valeurs dans 1’espace
vectoriel E.

Tangente en un point

9. Les courbes les plus simples sont les droites. La tangente
a une courbe I' en un point M, est donc une maniere d’appro-
cher T au voisinage de M par une courbe aussi simple que pos-
sible.

I.1 Cas d’un point régulier

10. # Soit (I, f), un arc paramétré.

10.1  Le point (to, f(t)) est un régulier lorsque f'(ty) # O.
10.2 Il est singulier, ou stationnaire, lorsque f'(ty) = Of.
103 L'arc paramétré (1, f) est régulier lorsque le vecteur vitesse ne

s’annule jamais :

Vtel, f(t)#O0g.

11.  # Soient ty € I et My = f(to). Si (to, Mo) est un point régulier
de l'arc (1, f), alors la courbe T admet la droite

Tp, T = Mo+ R+ f'(to)

pour tangente au point M.

12.  # Si (tg, Mg) est un point régulier de (1, f), alors le vecteur
unitaire tangent a 'instant ty est défini par

T(to) _ fl(t())

Ftl”
1.2 Cas d’'un point stationnaire

13.1  Soit u # 0. Le support de 1’arc paramétré

(J,g) = (R, [+ Mo+ hP - u])

est une droite si p est impair; une demi-droite si p est pair.
13.2 #» Soient ty € [ et My = f(tg). S'il existe un entier p > 1 tel
que

FP (ko) #0p = f(to) = -+ = fPV(ty),

alors la courbe T admet la droite
Ty, I = Mo+ R+ fP)(tg)

pour tangente au point M.

14. Etude au voisinage d’un point stationnaire
On suppose qu’il existe un entier p > 2 tel que
Fltg) == FPV(tg) = 0 # FP)(tg)

et un entier g > p tel que f(7)(y) ne soit pas colinéaire a f(P)(ty)
et que

Vp<k<g Det(fP(t), fP)(t)) = 0.
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141 Réécriture de la formule de Taylor-Young
Pour tout /2 voisin de 0 tel que tg+h € I,

OM (ty+h) = OM(ty) + (’; + o(h”)> P (k)
+ (% —i—o(hq)) ~f('7)(t0).

Autrement dit, dans le repere affine (Mo, f()(ty), f9)(ty)), les
coordonnées (X(t), Y (t)) de M; vérifient

(t—to)¥
p!

(t—t)1

X(t) ~ i

et Y(t)~ =o(X(1))

lorsque t tend vers #.

142  La droite issue de My et dirigée par f(P)(t)) est la tan-
gente a I' au point My.

14.3  L'allure du support au voisinage de My, c’est-a-dire la
position de T’ par rapport a sa tangente en My, se déduit alors
des parités respectives des entiers p et de 4.

14.4 & Le point My = f(to) est un point de rebroussement lorsque
I'entier p est pair.

14.5 @ Le point My = f(to) est un point d’inflexion lorsque les
entiers p et q sont impairs.

1.3 Caractérisation géométrique

15. On cherche maintenant a définir la tangente a une
courbe indépendamment du paramétrage utilisé pour définir
cette courbe.

151 On pose My = f(tg) et M(t) = f(t), de telle sorte que

MoM(t) = f(t) = f(to).
15.2 # Si I'expression vectorielle

MoM(t)
IMoM (2]
admet une limiteu € E (resp. v € E) lorsque t tend vers ty par valeurs

supérieures (resp. par valeurs inférieures), alors le support I' de I'arc
(I, f) admet la demi-droite affine

Mo+ Ry -u (resp. My + Ry -0)

pour demi-tangente a droite (resp. a gauche) au point M.

15.3 # Le support T' admet la droite Mo + R - u pour tangente au
point My lorsqu’il admet en ce point une demi-tangente a droite et une
demi-tangente a gauche toutes deux dirigées par u.

Entrainement

16. Questions pour réfléchir

1. Lesupport I' peut-il admettre plusieurs tangentes en un
méme point My ?

2. Soit My = f(tp). On suppose que f'(tg) # Of et que
u € E est un vecteur de méme norme que f'(#g).

2.a Lesupport A de I’arc paramétré

(J,g) = (]R,[hHMoJrh-u])

est une droite.
2b Lorsque h tend vers 0,

YueckE, f(to+h)=Mo+u-h+O(h)
et le vecteur f’(#() est caractérisé par :
flto+h)=Mo+u-h+o(h) <= u=f(ty).

Commenter.

3. On suppose que My est un point double de I":
Mo = f(s) = f(t)

et que f'(s) et f/(t) sont distincts du vecteur nul. Décrire I'allure
de I' au voisinage de M.

4. Soit f € €°(R,R?).

4.a Sila fonction f est définie par

ds<t,

VteR, f(t) = (cost,0),

alors le support de l'arc paramétré (IR, f) est un segment de
droite.
4.b  Sile support de (R, f) est un segment, que dire du vec-

teur (1) (t) lorsque My = f(tg) est 'une des extrémités de ce
segment ?

4.c  Sile support de (IR, f) est un triangle et si My = f(to)
est un sommet du triangle, que dire de f @ (tg)2

5. Soit (tp, Mp), un point régulier de (I, f). L'expression
MM (t)
[MoM(1)]]
admet une limite a gauche et une limite a droite lorsque ¢ tend
vers ty. Comparer ces limites. Etudier le cas d’un point singulier.

6. La tangente a I' au point My est la droite affine la plus
proche de I' au voisinage de ce point. Discuter.

17. L’arc paramétré

f(t) = (t+t52,t +€>

admet un point stationnaire au point de parametre t = 1 si, et
seulement si, a = 1/ et b = 2. Dans ce cas,

FU+m) = 50+ (3,6) 417 (=2, -2) +o(1?)

pour h voisin de 0 : le point f(1) est un point de rebroussement.

18. Soit (a,b) € R?, distinct de (0,0). L’arc paramétré
3 b3

VE>0, f(t)= (2t+‘Z—2, t2+7>

admet un point stationnaire si, et seulement si, b = V2a. Ce
point est alors un point de rebroussement :

2 3
fla+h)=f(a)+ h; -(3,0) + Z—2 - (4,2a) + o(h®).

II

Abscisse curviligne

19. On suppose que I'espace E est muni d'une structure eu-
clidienne.

19.1 # Si ([a,b], f) est un arc régulier de classe €, alors la lon-
gueur de cet arc est égale a

b
JNAGIED

19.2 @ Si (I, f) est un arc paramétré de classe €, on appelle abscisse
curviligne de (1, f) toute primitive de [t — | f'(t)]]].

19.3  Une abscisse curviligne est une fonction croissante de
classe ¢! sur I.
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Entrainement

20. Questions pour réfléchir

1. Pourquoi suppose-t-on l'arc (I, f) régulier?

2. Définir la longueur d'un arc paramétré (I, f) lorsque l'in-
tervalle I n’est pas un segment.

3. Que dire des abscisses curvilignes d'un arc régulier ?

III

Repére de Frenet

21. On se limite ici aux courbes planes : 1’espace euclidien E
est un plan qu’on suppose orienté.

Le choix d’une base orthonormée directe (e1,e;) de E permet
d’identifier E au plan complexe C grace a 'isométrie

[(x-e1+y-e)—x+iy].

On rappelle que U désigne le cercle unité du plan complexe.

III.1 Déterminations de I'argument

221 Lapplication [0 — €] réalise une bijection continue de
l'intervalle ouvert | —7t, 7t[ sur U \ {—1}.
22.2 # La détermination principale de I’argument

Arg : U\ {-1} = ]-m, 7|

est la bijection réciproque de [0 + €] considérée comme une applica-
tion de |—7t, [ dans U\ {—1}.
223  Six+iy € U\ {-1}, alors

Arg(x + iy) = 2 Arctan H—Lx

et la fonction Arg est continue sur U \ {—1}.

23.1 # Soit f : I — U, une fonction continue. Une détermination
continue de I’argument de f est une fonction continue x : I — R
telle que

f(t) = explia(t)]
pour tout t € I.

23.2  Sif; et 6, sont deux déterminations continues de l'argu-
ment de f € €°(I,U), alors

JkeZ, Vel O(t)=0(t)+2kn.

24. Théoreme de relévement
241 Soit f € €1(I,U). S'il existe une fonction 6 € ¢'(I,R)
telle que f(t) = exp[if(t)] pour tout t € I, alors

24.2 = Soit k > 1. Pour toute fonction f € %k(I,TU), il existe une
fonction 8 € €% (I, R) telle que

Vtel,

viel, f(t)=e0,

III.2 Repére mobile

25.1 Pour tout vecteur unitaire u, il existe un, et un seul, vec-
teur v tel que (u,v) soit une base orthonormée directe de E.
25.2 # Soit (I, f), un arc paramétré régulier. Pour tout t € 1, I'unique

vecteur N(t) telle que
(T(t),N(t))

soit une base orthonormée de E est appelé vecteur unitaire normal a
I'instant t € L.

25.3 > Si (I, f) est un arc régulier de classe €2, il existe une applica-
tion « : T — R de classe ¢ telle que

T(t) = (cosa(t),sina(t)) et N(t) = (—sina(t), cosa(t))

pour tout t € 1.
26. Décomposition de 1’accélération [25.3]
Soit (I, f), un arc régulier de classe %?.

26.1 Pour tout t € I,
ar(t) dN(t)
TR a'(F) - N(t) et T —a'(t) - T(t)
26.2 Pour tout t € I,

v(t)=||v(t)| - T(t)
_djve]

A(t) ar

T(t)+a (1)||V()| - N(H).
26.3 # L'accélération tangentielle est définie par

_dvel .

Ar(t) ar

T(t).

26.4 % L'accélération normale est définie par

An(t) = ()[[V(H)| - N(b).

26.5  L'accélération tangentielle A : I — E et l'accélération
normale An : I — E sont des fonctions continues.
26.6 => Pour tout t € I,

Ar(t) = (T(t)|A(t)) - T(t)
An(t) = (N(t)[A(t)) - N(t)
= Det(T(t), A(t)) - N(¢).

III.3 Courbure

27. Suite de [9] — On veut préciser 1’allure du support au voi-
sinage du point My = f(tg), en approchant localement la courbe
I' par un cercle.
28. # Le point (tg, My) est un point birégulier de I'arc paramétré
(L, f) lorsque

Det(V(fo),A(to)) #0

et un point d’inflexion dans le cas contraire.

29.1  Si le support de (I, f) est un cercle de centre O et de
rayon R > 0, alors
2
(oM(t)|V(t)) =0 et (OM(t)|An(t)) = —[[V(1)]]
pour tout t € 1.
29.2 # La courbure y(tg) en un point régulier (to, Mo) de (I, f) est
définie par
2
An(to) = (to)||V(to)||” - N(to)
c’est-a-dire
_ Det(V(fo),A(to))

[V (to)|

La courbure n’est pas définie en un point stationnaire.
29.3  Le point (fy, Mp) est birégulier si, et seulement si, la cour-
bure () n’est pas nulle.

Y(to)

29.4  Suite de [25.3] — Si (to, Mp) est un point régulier, alors
o' (to)
7(to) =
[V (to)
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30.1  Sile support de (I, f) est un cercle de rayon R > 0, alors

Viel ()=

& wl—

30.2 @ Si (to, My) est un point biréqulier
courbure R(tg) est défini par

e (I, f), alors le rayon de

| vw)?
R(tg) = Det(V(ty), A(tg))”

30.3  Le rayon de courbure est homogene a une longueur.
30.4 > Pour tout t € I,

Plus la courbure est petite, plus le rayon de courbure est grand.

30.5  Suite de [25.3] — Pour tout t € I tel que &/ (t) # 0,
s'(t)
R(t) =
0=
ce qui est symboliquement équivalent a
ds = Rda.
31. Centre de courbure et cercle osculateur

On suppose que (g, Mp) est un point birégulier de (I, f).
31.1 @ Le centre de courbure* C(ty) est défini par

MpC(tg) = R(to) - N(to)-

31.2 # Le cercle osculateur* au point My du support T est le cercle
de centre C(tg) et de rayon R(tp).

313  La tangente au cercle osculateur au point My est aussi
la tangente au support I' en ce point. Le cercle osculateur est,
de tous les cercles qui passent par le point My, celui qui est
localement le plus proche du support I'. —[129]

Entrainement

32. Questions pour réfléchir

1. La fonction Arg ne peut étre prolongée en une fonction
continue sur U.

2. Soit f : I = U, une fonction réguliere. Etudier les al-
lures possibles du graphe de Argof en prenant la convention :
Arg(—1) = . Condition pour que Argof soit continue?

3. Condition pour que l'accélération tangentielle At soit
identiquement nulle.

4. Condition pour que l'accélération normale Ap soit iden-
tiquement nulle.

5. Suite de [25.3] — Le point (ty, M) est birégulier si, et
seulement si, &' (#y) # 0.

6.  Suitede [30.5] — Interprétation cinématique.

7. Onconsideére le graphe d"une fonction g : I — R comme
le support d’un arc paramétré :

(Lf) =L (tg(1)].
Calculer les vecteurs V(t) et A(t), en déduire I'expression de la

courbure.
8. En quels points du support faut-il calculer la courbure?

v

Changements de paramétrage

IV.1 Propriétés géométriques
33. Arcs équivalents

33.1 # Un changement de paramétrage admissible de classe €%
(avec k > 1) est une application de classe €* dont la dérivée ne s'an-
nule pas.

332  Si¢ : ] — R est un changement paramétrage admis-
sible, alors ¢ est strictement monotone et réalise un difféomor-
phisme de classe €* de ] sur I = ¢.(]).

33.3 @ On dit que deux arcs paramétrés (I, f) et (J,g) sont €*-
équivalents lorsqu’il existe un changement de paramétrage admissible
@ = [ — ] de classe € tel que f = g o g.

334 La @*-équivalence est une relation d’équivalence sur les
arcs paramétrés.

335 Deux arcs ¢*-équivalents ont méme support.

34. Les propriétés géométriques d'un arc paramétré sont les
propriétés qui sont conservées par tout changement de paramé-
trage admissible.

35. Soient (I, f) et (J,g), deux arcs €*-équivalents : il existe
un changement de paramétrage admissible ¢ : I — ] tel que

f(t) =g(e(1).

On consideére un point My = f(tp) sur le support I' de (I, f) et
on note 1y = ¢(ty) € J, de sorte que My = g(uyp).
35.1

Vtel,

F'(to) = ¢'(to) - ' (uo)
f"(to) = [¢'(t0)]* - §" (u9) + ¢"(t0) - & (10)

352 Le point (fg, M) est régulier (resp. birégulier) pour 'arc
(L, f) si, et seulement si, le point (ug, M) est régulier (resp. bi-
régulier) pour l'arc (], g).

353  Si([a,b], f) est un arc régulier de classe ¢ et si (], g) est
un arc ¢'-équivalent a ([a,b], f), alors les longueurs des deux
arcs sont égales.

354  Le vecteur unitaire tangent (resp. normal) de (I, f) a
I'instant tg et le vecteur unitaire tangent (resp. normal) de (], g)
a l'instant 1y sont égaux si ¢ est strictement croissant et opposés
si ¢ est strictement décroissant.

355  La courbure en (tp, My) de l'arc (I, f) et la courbure en
(19, Mp) del’arc (J, g) sont égales lorsque ¢ est strictement crois-
sant et opposées lorsque ¢ est strictement décroissant.

Le centre de courbure de (I, f) a l'instant f et le centre de cour-
bure de (], ) a l'instant u( sont égaux.

IV.2 Orientation d’un arc

36. # Soient (I, f) et (], g), deux arcs %k-équivalents et J—1,
un changement de paramétrage admissible.

Les deux arcs (I, f) et (], g) sont de méme sens lorsque ¢ est stric-
tement croissant et de sens contraires lorsque ¢ est strictement dé-
croissant.

37. S’il existe un changement de paramétrage admissible
strictement décroissant g : I — I tel que fo ¢y = f, alors
l'arc (I, f) n'est pas régulier.

IV.3 Paramétrages normaux

38. « L'arc paramétré (I, f) est un paramétrage normal de son
support lorsque f'(t) est un vecteur unitaire pour tout t € I.
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39.  Onsuppose que (I, f) est un paramétrage normal.
39.1  Pourtoutt € [,onaV(t) =T(t),

A(t) = d%gt) — (1) -N(t) et C”Zt(t)

= —(t)- T(b).

39.2
39.3

Toute abscisse curviligne est de la forme s(t) = ¢ + K.
L'accélération tangentielle est identiquement nulle.

IV.4 Paramétrages intrinséques

40. Jusqu'ici, le parametre a été interprété comme une va-
riable temporelle (interprétation cinématique des arcs en coor-
données cartésiennes) ou comme une grandeur géométrique in-
dépendante (arcs en coordonnées polaires).

Nous allons voir deux autres maniéres de décrire un arc au
moyen d'un parametre géométrique propre au support.

41. Par I’abscisse curviligne

On considere un arc régulier (I, f) de classe ¢ et on note s, une
abscisse curviligne.

411 L'abscisse curviligne s est un changement de paramé-
trage admissible de classe ¢.

412 Onnote ], I'image de l'intervalle I par s, qui est un inter-
valle, et on définit ¢ : | — E par

Vtel, g(s(t) = f(t).

On considere § comme une fonction de la variable s.
L'arc paramétré (], ) est un paramétrage normal de méme sens

que (L, f).
41.3
dOM dx dy .
i = T, a5 cos g, a4 sinw
41.4
= ﬂ, ds = 1 da
ds ¥
415 Relations de Frenet
dr dN
EAR A
42. Par I’argument du vecteur unitaire tangent

Soit (I, f), un arc birégulier de classe 2. On note a, une déter-
mination de classe ¢! de l'argumentde T : [ — R2.  —[25.3]
421

_ Det(V(t),A(t))

Vtel, >
vl

o (t)

422  L'application « est un changement de paramétrage ad-
missible normal pour les arcs paramétrés (I, T) et (I, N).
423

dT dN
—— =N, I
da da
Entrainement
43. Questions pour réfléchir

1. Deux arcs de méme support sont-ils €*-équivalents?
2. Suite de [35] — On suppose que (tp, Mp) est un point
birégulier de (I, f). Comparer l'orientation des bases

(f(to), f"(t0)) et (g'(u),8" (u0))-

3. Suitede [35] — On suppose qu'il existe un entier q > 2 tel
que

flt) =+ = f9 D (ty) = 0p # fD(ty).

Alors
§'(ug) =+ = g1V (ug) = 0g # gV (up)

et les vecteurs f(7)(t) et g9 (ug) sont proportionnels. Interpré-
tation géométrique ?

4. Si l'accélération tangentielle est identiquement nulle,
l'arc (I, f) est-il un paramétrage normal?
44. Courbe de courbure imposée
On cherche les courbes dont la courbure est une fonction, arbi-
trairement choisie, d'un parametre géométrique (abscisse curvi-
ligne ou argument du vecteur unitaire tangente).
441  Soit ¢ : I — R, une fonction continue. On cherche un
paramétrage normal (I, f) de classe € tel que, pour tout s € I,
la courbure y(s) soit égale a c(s).

1. Si (I, f) est paramétrage normal de classe 4?2, alors il
existe une fonction « : I — R de classe ¢! telle que

F(s) = Flso) + /0 (cos a(u), sina(u)) du

pour tout couple (sg,s) € I x .
2. Quels que soient sg et s dans I,

a(s) = a(sg) + /S c(u) du.

3. Endéduire les paramétrages normaux (I, f) de classe %>
tels que y(s) = ¢(s) pour tout s € I. Comparer leurs supports.
442>  Soitp : I = R, une fonction de classe ¢ 1. On cherche un
paramétrage (I, f) de classe €2 et birégulier tel que, pour tout
a € 1, le vecteur unitaire tangent T(«) soit égal a (cosw, sina) et
le rayon de courbure R(a) soit égal a p(«).

4. Siun tel paramétrage existe, alors il existe ¢ € ¢1(I,R)
telle que

V(x) = ¢(a) - (cosa, sina)
et A(x) =g¢'(a) T(a) + @(a) - N(a).

Comparer ¢ a p.
5. Pourtoutwa € I,

fla) = f(ag) + /“:p(Q) - (cos 0,sin 0) d6.

Interpréter géométriquement.

v

Etude pratique des courbes

V.1 Symétries

45. # Le groupe affine GA(&) est I'ensemble des transformations
affines : une application o est une transformation affine d’un espace
affine & dirigé par E si, et seulement si, il existe un automorphisme
s € GL(E) tel que

V(M,N)e&x&, o(N)=oc(M)+s(MN).

46. 9'il existe une transformation o € GA(&) telle que
Vtel 3t el, f(t')=o(f(t)

alors la courbe T est stable par ¢ au sens ot 0, (I') C T.
Si la courbe I est stable par o et par o1, alors elle est invariante
par o au sens ot 0 (I') =T.

47. Certaines symétries permettent de réduire l'intervalle
d’étude de l'arc.
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471  Soit tyg € R. On suppose que [ est invariant par transla-
tion et qu'il existe o € GA(&) tel que

Viel, f(to+t)=c(f(t)).

Alors
r= | ok(T)

keZ

ot Iy est le support de 1'arc (I, f), ot Iy est un sous-intervalle
de longueur ty de I.
47.2  Onsuppose que I = I U I est centré en f :

VheRy, ty+hely < tg—hel_.

S'il existe 0 € GA(&) tel que

VheRy, ou(f(to+h))=f(to—h),
alors
I'=T_ UF+ = U*(r+) Ul"+
ouT'_ et 'y sont les supports des arcs (I, f) et (I, f).

48. Transformations a connaitre
Soit M’ = (x/,y), I'image du point M = (x,y) par la transfor-
mation affine .

48.1  Symétrie de centre Q = (xq, o)
x+x yryy
(55215 -
48.2  Symeétrie d’axe [x = a]
/
* J; ¥ = a et y/ =Yy
48.3  Symeétrie d’axe [y = b]
/
x=x et YTY
2
48.4  Symétrie d'axe [y = x|
(') = (y,%)
48.5  Symétrie d'axe [y = —x]
(") = (=y,—x)
48.6  Rotation d’angle 6 autour de Q = (xq, o)

7 —w=1e%z—-w)

oz =x+iy z =x"+iy et w = xy+iyp.
49. Exemples

49.1  Le support de I’arc paramétré par
t—1
f(t)*( t ’t+1)

admet la droite x = 3/2 pour axe de symétrie : pour tout t # —1,

x(t%) x(t) =3 et y(t%) — ().

49.2  Lalemniscate [108] admet I'origine pour centre de symé-
trie :

VieR, f(—t)=—f(t).
49.3  Le folium [110] et la lemniscate [108] sont invariants par

la symétrie d’axe [y = x] :

VEAO x(V)=y(t) et y(/)=x(t).

49.4 Pourtoutt € R,
x(2m —t) + x(t) =21
y@r—t)=y(t)

donc la cycloide [101] est invariante par la translation de vecteur
(27,0) et admet la droite [x = 7] pour axe de symétrie.

495 Siz(t) = x(t) +iy(t) estla version complexe du paramé-
trage de la deltoide [109], alors

F(t+2m) = f(1) + (2m,0) et {

VteR, z(t+27/3) =e*"3(t).

La deltoide est donc invariante par la rotation d’angle 277/3 au-
tour de l'origine.

49.6  De méme, '’hypocycloide a cinq rebroussements [114] est
invariante par la rotation d’angle 27/5 autour de 'origine :

VEER, z(t+27/) = e?™/52(t).

V.2 Paramétrage cartésien

50. On étudie un arc paramétré (I, f) ou le paramétrage f

est défini par
veel  f(t)=(x(t)y().
Le support de cet arc est noté T'.

51. Exemples de symétries

51.1  Six ety sont impaires, alors le support I' admet I'origine
pour centre de symétrie.

51.2  Si x est paire et y est impaire, alors le support I' admet
I’axe des abscisses pour axe de symétrie.

51.3  Si x est impaire et y est paire, alors le support I' admet
I’axe des ordonnées pour axe de symétrie.
52. Etude du vecteur vitesse
52.1
viel, V()= ()Y 1) et A(t)=(x"(1),y"(t)).

Le point (t, M) est un point stationnaire si, et seulement si,

() =y'(t) =0.

522 On étudie les signes respectifs de x'(t) et de y/(t) pour
tracer le tableau de variation du vecteur vitesse en indiquant
I'allure de sa direction. Les huit possibilités sont indiquées dans
le tableau suivant.

| X'(t) <0 x'()=0 x/(t)>0
y'(t) <0 vd 1 N\
y(#)=0 +— 0 —
yH>0] N i /

52.3  Les points stationnaires doivent étre étudiés avec soin,
car ils donnent une forme particuliere a la courbe.

Les points en lesquels le vecteur vitesse est parallele a 'un des
axes de coordonnées doivent étre placés avec grand soin, car on
peut alors tracer précisément le cercle osculateur [31.3].

53. Etude asymptotique

On suppose que f(t) tend vers l'infini au voisinage d’une borne
adel.

53.1  Sile rapport y(t)/x(t) tend vers l'infini, alors le support
I" présente une branche parabolique d’axe (Oy).

53.2  Sile rapport y(t)/x(t) tend vers une limite ¢ € R, alors
la droite y = /x est une direction asymptotique.
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53.3
rence

Si y = {x est une direction asymptotique et si la diffé-

M) = y(t) — tx(t)

tend vers une limite ¢ € R, alors la droite y = ¢x + c est une
asymptote du support.

Si A(t) tend vers l'infini, le support présente une branche para-
bolique dans la direction de la droite [y = ¢x].

53.4  Sila droite y = {x + ¢ est une asymptote du support et
si I’expression

[y(t) = Lx(t) — c]

est positive (resp. négative) lorsque t tend vers 4, alors le support
est situé localement au-dessus (resp. au-dessous) de son asymp-
tote au voisinage de t = a.

54, Calcul de la courbure [29.2]

Pour calculer la courbure en un point régulier, il faut connaitre
les vecteurs V(tg) et A(tg), qui peuvent se déduire des expres-
sions de x'(t), x"(t), y'(t) ety (t).

Pour calculer la courbure en un point donné, il est souvent préfé-
rable de déduire les vecteurs V(y) et A(ty) du développement
limité a 1’ordre deux de la fonction f au voisinage de tj :

2
Flto+1) = flto) +h - Vi{to) + 2 Altg) + ()

55. Recherche de points doubles
Lorsque les composantes de f sont des fonctions rationnelles, on
factorise la différence f(s) — f(t) par (s —t), qui n’est pas nul.

55.1  Si un arc paramétré tel que

Viel x(t)=ty(t)
admet un point double f(s) = f(t) (avec s < t), alors il faut que
y(s) =y(t) =0. —[106], [111], [110]
55.2  Suite de [18] — L’arc paramétré (R* , f) n’a pas de point

double.

Exemples d’études

56. Le support de 1’arc paramétré par

0= (1 o)

privé de f(0) admet le point (0, ~1/2) pour centre de symétrie :
pour tout t # 0,

() +x() =0 et y(Vo) +y(t) = —1.

L'arc (I, f) admet la droite [y = —x — 1/2] pour asymptote au
voisinage de t = —1:

y(=1+h)+x(=14+h) = -1+ O(h)
et la droite [y = x — 1/2] pour asymptote au voisinage de t =1 :
y(14+h)—x(1+h) = -2+ O(h).
Son support est contenu dans ’hyperbole
[y +1)% —4x* =1 =0].
Au voisinage de t =0,

f(t)=f(0)+¢t-(1,0) + ; -(0,2) 4 o(t?)

et la courbure est égale a 2.

by —17F t—1"r

t— 1t P —1-

57. L’arc paramétré défini par
f(t) = (L tant+sint>
~ \cost’

admet 1’axe des abscisses pour axe de symétrie. Il suffit de "étu-
dier sur I = [0, 7/2[ U |7/, 7).
L'arc paramétré (I, f) admet un point stationnaire en t = 77 :
h? K’
fla+h) = f(m) + 5 (=1,0) + > (0,1) +o(h°).

Ce point est un point de rebroussement.

L'arc paramétré (I, /) admet la droite [y = x + 1] pour asymptote
au voisinage de 7/> :

y(/2+h) — [x("/a+h) +1] = O(h)

et la droite [y = —x — 1], symétrique de la précédente par rap-
port a I'axe des abscisses, pour asymptote lorsque le parametre
t tend vers —7/2.
Au voisinage de t = 0,
hZ
f(h) = f(0) +h-(0,2) + -+ (1,0) +o(h?)

donc la courbure en t = 0 est égale a —1/4.

t— 37/~

t— Tt
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58. L'arc paramétré défini par t— —1"

cos? t )
2 —cost

ft) = (sint,

=1t

admet l'axe des ordonnées pour axe de symétrie. Il suffit de
'étudier sur le segment I = [0, 7]
L'arc paramétré (I, f) admet un point stationnaire en f = 7/> :

f2+ 1) = f(7) + h;(fl,w + '1—3<0/1> +o(lr). S —
pE—— b= —eo

Ce point est un point de rebroussement.
Pour h voisin de 0,

h2

fh) = £(0) +h(1,0) + - (0,=3) +o(?),

F4 ) = £+ 1(-1,0)+ 5 (0,9) +.007).

i t— 1"
Le rayon de courbure est égala —1/3ent=0eta%ent = .

60. L’arc paramétré défini par

0= (a5 )

2 -9

admet un point d’inflexionen t =0:

£(8) = (% +o(t)) - (0,1) + (;—5 +o()) - (3,1)

L'arc admet la droite [y = x + 1] pour asymptote lorsque ¢ tend
vers d-co :

y(t) —x(t) =14+ 0(/)

) N(n)‘ .. la droite [y = —5/2] pour asymptote lorsque t — —3:
fO72) f(7/2)
-5 11
y(t) = 7 + 7(1’4‘3) +0(t+3)
5. Larc paramétré défini par et la droite [—4x 4 6y = 9] pour asymptote lorsque t — 3 :
B t-2
fO=(7=—F 17 =24 2o _
(= ==) y(t) = () =24 23 ot —3)
admet un point stationnaire en t = 0 : t— +o0.7
F(E) = F(0) + (E+o() - (0,1) + (£ +o(£)) - (1,0). ' tﬁé
Ce point est un point d’inflexion. i
A
f(2-+3)
£(0)

L'arc (I, f) admet 'axe des abscisses pour asymptote quand f
tend vers £oo :

y(t) ~ Vi

la droite [y = 3x — 4] pour asymptote au voisinage de t = —1:

y(=1+4+h)=3x(=1+h) =—-4+0O(h)
et la droite [y = —x — 2] pour asymptote au voisinage de t = 1:

y(1+h)+x(1+h)=—-2+ O(h).
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61. L'arc paramétré défini par

f) = (t2+%, 24 %2)

admet un point stationnaire pour t = 1:
F(L+h) = f(1) +h2(3,4) + h3(—2, —4) + o(13).
Ce point est un point de rebroussement.

L'arc paramétré (R*, f) admet la droite [y = x| pour asymptote
lorsque t tend vers oo :

y(t) —x(t) = O(/)

?]

et la parabole [4y = x°| pour courbe asymptote lorsque t — 0 :
4y(t) — x2(t) = O(t).

Cet arc admet (5,6) = f(—1—+/2) = f(—1+ /2) pour unique
point double.

64. L'arc paramétré défini par
- + p pa
t—0 A t—0 &

32 -1 3t—1
0= (e 2-1)

admet la droite [y = 2x + 5/2] pour asymptote au voisinage de
t=-—1:
y(=1+h) =2x(=1+h) +5L+ O(h)

la droite [y = 1] pour asymptote au voisinage de t =0 :
y(t) =13t + O(£?)
et la droite [y = x — 1/2] pour asymptote au voisinage de t =1 :

y(1+h) =x(1+h) =12+ O(h).

62. L'arc paramétré défini par II admet l'origine pour point limite quand ¢ tend vers +oo et

tend vers l'origine tangentiellement a la droite [y = x] :

y(t) —x(t) ~ ~1/p.

f(t) = (tant/2 4+ cost, 1 —sint)

admet un point stationnaire en t = /5 :

_1+
) 5 t— —1

F/a+h) = F(a) + % R % (=1,0) + o(H3).

Ce point est un point de rebroussement.
L'arc paramétré (]—r, 7[,f) admet la droite [y = 1] pour
asymptote au voisinage de t = £ :

y(t) =1+ (tF 1) + ot F 7).

| ="/

63. L’arc paramétré défini par

fio = (52, )

admet pour asymptotes : 1’axe des abscisses lorsque f tend vers
+o0; la droite [y = x — 2] lorsque f tend vers 0 :

y(t) = x() =2+ O(#)

et ’axe des ordonnées lorsque ¢ tend vers 1.

Cet arc admet (2,1) = f(1—+/2) = f(1+ +/2) pour unique
point double.
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65. L'arc paramétré défini par

ft) = (t2 + tlZ 2+ %)

admet la droite [y = x] pour asymptote lorsque t — £oco:
y(t) = x(t) = O(1/1)

et la parabole [y*> = x] pour courbe asymptote lorsque t — 0 :

V() = x(t) = O(1).

t — 400

t— —o0

t— 0t

\J

t— 0"

L'arc paramétré (R*, f) admet un point double :

02 =1(757) =(757)

66. Le support de l’arc paramétré défini par

1—t t1-1t?)
= (—7gp —
f#) <1+t4 1+ )
admet 1'origine pour point-limite et tend vers l'origine tangen-
tiellement a ’axe des ordonnées :
-1 -1 1
X~ 25 YO~ et P -x()~ g

lorsque t tend vers too.

i
T

t— 400

V.3 Paramétrage polaire

67. Repere polaire
Pour tout # € R, on note

ur(0) = (cos6,sinf) et uy(0) = (—sinb,cos?h).

67.1  Pourtoutf € R,
du,(0) dug(6) -
10 =uy(0) et R u; (0).

67.2  Quels que soient les angles 6 et /1,
u, (0 4+ h) = cosh-u,(6y) +sinh - ug(6y).
68. On étudie un arc paramétré (I, f) ou le paramétrage f

est défini par

Vol f(0)=p(0)-ul(6).

Contrairement aux paramétrages cartésiens, le parametre a ici
une signification géométrique visible : c’est une mesure de
I'angle du vecteur position avec une droite fixe.

69. On peut se ramener au cas d’un paramétrage cartésien :

£(6) = (p(6) cos b, p(6) sin6)

mais c’est en général inutile.

70. Signe de p et régionnement angulaire

On étudie le signe de p(6) en fonction de 6 et on en déduit dans
quels secteurs angulaires le point varie.

70.1  Prenons comme exemple le tableau de signes suivant.
6 0 « B % 27
0(0) + 0 — 0 + 0 -

Ce tableau de signes se traduit par le tableau suivant et donne
une indication précise de l'allure générale du support.

Secteur angulaire contenant M(6)

6 € [0,a] 0<60<aq]
felap] a+m<O<p+m]
6 ¢c[p [B<6<7]

0 € [v,27n] [v+ <6< 3m]

70.2  La courbe est tracée en trait continu pour p(6) > 0 et en
trait discontinu pour p(#) < 0.

'y+7'(:

e
P
B+m
at 7
71. Exemples de symétrie
711 Si p est une fonction périodique de période T, alors le

support de 'arc est invariant par la rotation d’angle T.
71.2  Sila fonction p est paire, alors le support I' admet 1'axe
des abscisses pour axe de symétrie.

71.3  Sila fonction p est impaire, alors le support I admet I'axe
des ordonnées pour axe de symétrie.

72. Tangente a l’origine

721 Pourtoutd € I,

V(0) = p'(0) - ur(0) +p(8) - up(0)
A(0) = [p"(0) — p(0)] - ur(6) +20'(6) - u(6)

722  Le point (6p, Mp) est un point stationnaire si, et seule-
ment si,
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72.3 > Pour un arc paramétré en coordonnées polaires [68], seule I'ori-
gine peut étre un point stationnaire.

72.4  S'il existe un entier p > 1 tel que p(6p +h) ~ aph? quand
h tend vers 0, alors [76.1]

f(6g + ) =[aph? 4 o(h?)] - ur(6))
+ [aph? T+ o(WPT1)] - ug(69)

et le support admet la droite [ = 6] pour tangente a I'origine.
Si p est impair, le support ne traverse pas la tangente et, visuelle-
ment, on ne peut pas distinguer ce point stationnaire d"un point
régulier.

Si p est pair, le support traverse la tangente et présente un point
de rebroussement.

73. Calculs de courbure

On se place en un point régulier [72.2] ot la tangente au support,
qui est aussi la tangente au cercle osculateur [31.3], est facile a
tracer avec précision.

731  Sip(8) =0, alors la tangente est en général connue [72.4]
et la courbure est égale a 2/p’(0).

732 Sip'(0) = 0, alors la tangente est dirigée par uy(0) et la
courbure est égale a

74. Recherche de points doubles

741  Lorigine O est un point multiple lorsqu’il existe au
moins deux valeurs 01 < 6, telles que p(61) = p(62) = 0.

742 Un point My # O est un point double si, et seulement si,
il existe deux réels 0] < 6, tels que :

— Oubien 6 = 60; (mod 27) et p(61) = p(62);
— Oubien 6, = 6; + 7 (mod 27) et p(01) = —p(62).

Etudes asymptotiques

75. On suppose que 0 tend vers l'infini. Si |p(0)]| tend

75.1  vers l'infini, le support est une spirale divergente;
75.2  vers 0, le support est une spirale convergente;
75.3  vers un réel rg > 0, le support admet le cercle de centre

O et de rayon ry pour cercle asymptote.

76. On suppose que p(0) tend vers l'infini lorsque 6 tend
vers 6y € R. On évalue dans ce cas les coordonnées du point My
dans le repére asymptotique

(O, ur(60), ug(60))-

76.1 Pour tout £,

f(6o+h) = X(h) - ur(6g) + Y(h) - ug(6p)

X(h) =p(6g+h)cosh et Y(h)=p(y+ h)sinh.

L'ordonnée Y () est une forme indéterminée.

L'abscisse X(6) tend vers l'infini et Y(6)/X(6) tend vers 0
lorsque 6 tend vers 6.

76.2  Si Y(0) tend vers l'infini, alors le support présente une
branche parabolique dans la direction 6 = 6.

76.3  Si Y(0) tend vers w, alors la droite [Y = «] est une droite
asymptote au support de l'arc.

76.4  L'asymptote [Y = a] admet pour équation normale :

[—xsin6y + ycosby = a].

Exemples d’études

77. L’arc paramétré par
s 37 1—2cost
e NG s prienycy
admet [0 = —7/2] pour direction asymptotique. Comme

o(="/2+4h) ~2/n,

le support présente deux branches paraboliques.
L’arc admet deux points doubles : I'origine et le point associé
aux angles 6 = /4 et 6 = 37/,

\J

78. La courbe paramétrée par
0(0) =1+ 2cos26

admet 1'axe des abscisses et I'axe des ordonnées pour axes de
symétrie.

La fonction p est positive sur [0, 7/3] et négative sur [7/3,7/].
Pour h voisin de 0,

p(h) = 3 —4h? 4 o(h?)
{ o(T/a+h) = —1+4h% + o(h?)

donc le rayon de courbure au point f(0) est égal a 9/11 et le rayon
de courbure au point f(7/2) est égal a 1/9.

21/3 : /3

\ TR
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79. La courbe paramétrée par

admet ’axe des abscisses pour axe de symétrie. Comme la fonc-
tion p admet 371 pour antipériode, il suffit de 1'étudier sur
[0,37/5], intervalle sur lequel elle est positive et décroissante.
Comme p(27r) = —p(71), le point f(71) est un point double.
L'origine O = f(37/2) est un point stationnaire :

h3
3 ~ —
p(37/2+h) e

Pour 0 voisin de 0,
p(6) =1—"/s+o(h?)

donc le rayon de courbure en f(0) est égal a 3/4.

80. La courbe paramétrée par
p(0) =1 —cos 36

admet I'axe des abscisses pour axe de symétrie et est invariante
par la rotation d’angle 277/3 autour de 1’origine.
Pour h voisin de 0,

o(m+h)=2— ghz +o(i?)

donc le rayon de courbure en f(77) est égal a 4/11.
Pour 6 voisin de 0,

90
p(6) ~ 59

donc l'origine est un point de rebroussement.

81. La courbe paramétrée par
p(8) = cos* 6

admet 1’axe des abscisses pour axe de symétrie. L’axe des ordon-
nées est un axe de symétrie car p(7t — 0) = p(0).
Pour 6 voisin de 0,

0(0) =1— 0%+ 0(6?)

donc le rayon de courbure en f(0) est égal a 1/3.
Pour } voisin de 0,
o2+ h) ~ I?

donc l'origine est un point de rebroussement.

82. La fonction p définie par

p(f) = tan ?
est impaire et admet 37/2 pour plus petite période strictement
positive. Le support de 1’arc paramétré est donc invariant par
la rotation d’angle 7/ autour de 1’origine et par la symétrie par
rapport a I’axe des ordonnées. Il suffit d’étudier p sur I'intervalle
[0,37/4[ sur lequel elle est positive et croissante.

La direction [0 = 37/4] est une direction asymptotique. Dans le
repeére asymptotique correspondant,

-3 _ =3 17, 2
Y(h) = 5+ g B oli?).

\
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Au voisinage de 0,

donc le rayon de courbure en O = f(0) est égal a 1/3.

N (377/.4)*

20+ o(?)

|
|
|
& | Ny
e
t

0 —

(,377/4)+

83. La fonction p définie par

0
0)=—-
p0) =5
est négative sur |0, 1] et positive ailleurs.
La direction [# = 1] est un direction asymptotique. Dans le re-
pére asymptotique correspondant,

xm)N% et Y(h)=1+h+o(h).

6 —1t

Au voisinage de 0,

p(8) = —6 — 6% + o(6?)

donc le rayon de courbure en 6 = 0 est égal a 1/>.
Au voisinage de +oo, la fonction p tend vers 1, donc le cercle
unité est asymptote a la courbe.
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84. La courbe paramétrée par

1
sinf/p

p(8) =

admet l'axe des abscisses et I'axe des ordonnées pour axes
de symétrie. Elle a deux points doubles : f(7/) = f(77/2) et

f(B7/2) = f(37/2).

Pour & voisin de 0,
p(rt+h) =147/ + o(h?)

donc le rayon de courbure en f(77) est égal & 4/3.
La direction [# = 0] est une direction asymptotique. Dans le
repere asymptotique correspondant,

h2
et Y(h)=2- + o(h?).

85. La fonction p définie par

cos 0
p(o) = sin @

est impaire et p(6 + 7/2) = —p(6), donc l'axe des ordonnées
et 'axe des abscisses sont des axes de symétrie de la courbe
paramétrée par p. Il suffit d’étudier cette fonction sur l'intervalle
10, /2], sur lequel elle est positive et décroissante.

La direction [ = 0] est une direction asymptotique. Dans le
repere asymptotique correspondant,

X()~ 7 et Y(h):lfh;+o(h2).

|
............................. Pooernnneeernniieeeeiiineen
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86. La courbe paramétrée par

cos 0

p(0) = 1—cosf

admet 'axe des abscisses pour axe de symétrie.
La direction [ = 0] est une direction asymptotique. Dans le
repeére asymptotique correspondant,

et Y(h)~ 2

X(h) ~ = -

h2

donc la courbe admet une branche parabolique d’axe [§ = 0].
Comme
2X(h) = Y2(h) —1 = —h? + o(h?),

la parabole [2X — Y? = 1] est asymptote au graphe.
Pour h voisin de 0,

{p(”/z-i—h) = —h+h?+o(h?)
p(m+h) = =1 +1/5+ o(h?)

donc le rayon de courbure en f(7/2) = O est égal a 1/> et le rayon
de courbure en f(37/3) est égal a 1/3.

T 0t

9_) Py
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87. La courbe paramétrée par 88. La courbe paramétrée par
— cos 26 cos 0
p(6) = 1+2sinf p(6) = cos 6 —sinf
admet l’axe des ordonnées pour axe de symétrie car p(r1 —0) = admet l'origine O pour centre de symétrie car la fonction p est
0(0). On étudie p(0) pour —7/> < 6 < /3. n-périodique.
La fonction p est positive sur [—7/4, —7/q[ et sur [7/4, 7/2]. La fonction p est positive sur [0, 7/4[ et sur [/, 7t].
L'origine O = f(—7/4) = f("/4) est un point multiple. La direction [0 = 7/4] est une direction asymptotique. Dans le
La direction [f = —7/g] est une direction asymptotique. Dans le  repere asymptotique correspondant,
repére asymptotique correspondant, .
-1 -1
X~ L et vy = —L_ W X(h) ~ 5 et Y(h) = =+ 5 +o(h).
~ = ——= — —— +o(n).
2+/3h 23 12
0=-—m, : =7
o [ \/4} f(=7/) [ . /4]

~ AN . 7

g (—7/s)

Pour & voisin de 0,

{p(—ﬂ/z+h) = —14+h? +o(K?) Au voisinage de 0,
(/a4 h) = 1/3—5/oh* + o(h?)
o(7/a4+h) =h —h? + o(h?)
donc le rayon de courbure en f(—7/2) est égal a 1/3 et le rayon
de courbure en f(7/2) est égal a 1/13. donc le rayon de courbure en f(7r) = O est égal a /5.

[0 = _‘7'(/4} f(—:n/Z) [0 = /4]

Z
/>< A
6._ S

V(7/2)
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89. La fonction p définie par 90. La courbe paramétrée par
_ cos20 cos
00 = T 2sima0 ) = T 75ing
est 7T-périodique et p(7/2 — ) = —p(6). La courbe paramétrée  aqmet 1’axe des abscisses pour axe de symeétrie car p(r — ) =
par p admet donc l'origine pour centre de symétrie et la droite  _ 0(6).
|0 = 7/4] pour axe de symétrie. 11 suffit d’étudier p(0) pour —7/> < 0 < 7/a.

11 suffit d’étudier p(0) pour /4 < 6 < 37/4.
La direction [0 = 77/15] est une direction asymptotique. Dans le
repére asymptotique correspondant,

La direction [0 = 7/s] est une direction asymptotique et dans le
repere asymptotique associé,

—1 —1 3h
X(h) ~ T Y(h) = 5 T \(—2 +o(h).
g (™/s) //// o
ur (/6)” 0 — /e~
[0 =0]-»

0 — /et N
Au voisinage de 0,

o+ h) =h+o(h?) et p(=7/a+h) =h/3+o(h?)

donc le rayon de courbure en 6 = 7/> est égal a 1/> et le rayon de
0 — 7n/1p— courbure en 6 = —77/3 est égal a 1/.

Pour & voisin de 0,

0 — 57/g~
p(/s+h) = =2sh+o(l?) et p(T/a+h) = =2+ o(h?)

donc le rayon de courbure en f(7/4) est égal a 1/3 et le rayon de
courbure en f(37/4) est égal a 1.

6 — 7r/1pt 0 — —57/12”

S

K2

0 — —7/12”

0 — —137/p" AN

0 — ”/64

91. La courbe paramétrée par

cos 260
sin 6

p(0) =

admet 'axe des ordonnées pour axe de symétrie.

0 — —57/1pt Cpmme la fonction p admgt 7T pour anti.p.ériode, il suffit de l’étu-
dier sur ]0, 7/2]. Elle est strictement positive sur |0, 7/4] et stricte-
ment négative sur |77/4, 7/a].

Pour h voisin de 0,

R 0 — 77/

{p(”/4+h) = —2V2h +2/2h? + o(h?)
(T +h) = —1+3/h2 + o(h?)

donc le rayon de courbure en f(7/4) est égal a v/2 et le rayon de
courbure en f(7/2) est égal & 1/4.
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La direction [# = 0] est une direction asymptotique et dans le
repere asymptotique correspondant,

X(h) ~1n et Y(h) =1—2h+ o(h?).

92. La courbe paramétrée par
p(0) =tho

admet le cercle [r = 1] pour asymptote et I'axe des ordonnées
pour axe de symétrie.
Au voisinage de 0,

p(6) =6+ 0(6?)
donc le rayon de courbure en p(0) est égal a 1/».

Entrainement
93. Questions pour réfléchir

1. Suite de [50] — Examiner les symétries du support I
lorsque :

1.a Les deux composantes x et y sont paires;
1.b Les deux composantes x et y ont une période commune;
1.c La composante y est rm-antipériodique et

x(t+2m) =x(t) + 27

pour tout t € R.

2. Suitede [50] — Si f(t) tend vers 'infini, les deux compo-
santes x(t) et y(t) tendent-elles vers 'infini ?

3. Suite de [68] — Soit n € N*. Ftudier les symétries du
support

3.a Lorsque la fonction p admet 27t /n pour période;

3.b  Lorsqu’elle admet 217t pour période.

4. Suite de [68] — Comment traduire géométriquement la
propriété p’(6) =07

5. Les hypotheses formulées au [14] et au [72.4] sont-elles
fréquemment vérifiées ?

6. Suitede [76] — L'approximation

Y(0) ~ (6 — 60)p(0)

permet d’identifier une éventuelle asymptote, mais ne permet

pas de situer le support par rapport a cette asymptote.

VI

Galerie des courbes célébres

VI.1 Paramétrages cartésiens a connaitre

94. La droite issue du point Q = (xq,y0) et dirigée par le
vecteur u = (iy, 1ty) est paramétrée par

VteR, f(t) = (xo+uxt, yo + uyt).

95. Le cercle de centre Q) = (xq, o) et de rayon r est para-
métré par

VteR, f(t)=(xo+rcost, yo+rsint).

96. L'ellipse d’équation réduite

est paramétrée par

VteR, f(t) = (acost,bsint).

97. L’hyperbole d’équation réduite

est paramétrée par

flt) = (é, btant).

VI.2 Paramétrages polaires a connaitre

98. La droite admettant u,(6y) pour vecteur normal et dont
la distance a l’origine est égale a dy > 0 est paramétrée par

do

V9€]907”/2,90+”/2[, p(@):m

99.1 Le cercle de centre O et de rayon r est paramétré par

Voelo2nr], pO)=r
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99.2  Si le point Q) est repéré par les coordonnées polaires
(ro,0p), alors le cercle de centre Q) et de rayon ry est paramé-
tré par

v oelon,

0(0) = 2rgcos(6 — 6y).

100. Coniques

La conique d’excentricité e > 0, de parametre p > 0, de foyer
O et dont le sommet le plus proche de O a pour coordonnées
polaires (rg = p/(1+e),6p) est paramétrée par

p

o(6) 1+ ecos(0—6py)
L'axe focal est repéré par [0 = 6y (mod )].
Si P est un point de la conique tel que la droite (OP) soit ortho-
gonale a 1’axe focal, alors la distance OP est égale au parametre
p de la conique.
100.1  Ellipse
L'excentricité de I'ellipse est strictement comprise entre 0 et 1.

La focale c, le demi-petit axe b et le demi-grand axe a sont res-
pectivement égaux a OQ), a O)S et a OS.

azl_pez ezgzcosﬁ:sin'y
Plus I'excentricité de l'ellipse est proche de 0, plus le centre () et
le foyer O sont proches I'un de 1’autre vus du sommet S.
100.2 Parabole
L'excentricité de la parabole est égale a 1. La direction de 1’axe
focal est la direction asymptotique.

100.3 Hyperbole
L'excentricité de I'hyperbole est strictement supérieure a 1.

L'hyperbole présente deux directions asymptotiques :
=0pta ou a= Arccos(~1/).

Le cosinus de l'angle formé par 1’axe focal et 'une des asymp-
totes est égal a 1/, : plus la valeur de I’excentricité d’une hyper-
bole est grande, plus 1’ouverture des branches est grande.

Pour e = /2, les asymptotes sont orthogonales et I’hyperbole
est dite équilatere.

VI.3 Autres exemples

101. La cycloide est la courbe paramétrée par

VteR, f(t)=(t—sint, 1—cost).
Au voisinage de t = 0,

t2 3
f(t) = 5 (0,1) + - (1,0) + o(t3),

donc l'origine est un point de rebroussement.
Le rayon de courbure et une abscisse curviligne sont donnés par

VO<t<2m, R(t)=—4sin(th) et s(t) = —4cos(t/2).

En particulier, la longueur d'une arche de cycloide est égale a 8.

t=nm

102.  La cardioide est la courbe représentée par

VOeR, p(0)=1+cosb.

Elle admet ’axe des abscisses pour axe de symétrie.
Pour h voisin de 0,

o(h) =21/ + o(hz) et o(m+h)~"p
donc le rayon de courbure au point de parametre 6 = 0 est égal

a 4/3 et l'origine, point de parametre 6 = 7, est un point de
rebroussement. —[121]



VI GALERIE DES COURBES CELEBRES @ 27

Une abscisse curviligne est définie par 104.2 Cas n pair
Pour n = 4, la rosace est constituée de huit pétales égaux : elle
V —n<0<m, s(0)=4sinf) est invariante par la rotation d’angle 71/4 et par les symétries
orthogonales par rapport aux droites [0 = (2k + 1)77/8].
et la longueur totale de la cardioide est égale a 8. Le rayon de courbure est égala2en =0eta /17 en 0 = 7/s.

f(571/8). ....... ....... f(757r/8)"_....

103. Limacon f(37r/8.)- """" """" f.(*3”/8j.."-.
Le limagon est la courbe représentée par : N

VteR, p(t)=2+cost. 105. L’astroide, ou hypocycloide a quatre rebroussements, est

. ) la courbe paramétrée par
Elle admet I'axe des abscisses pour axe de symétrie.

Pour & voisin de 0, VteR, f(t) = (COS3 t, sin3 t).
p(h) = p(0) = /2 + o(h?) Elle admet 1’axe des abscisses pour axe de symétrie, mais aussi
I’axe des ordonnées :
donc le rayon de courbure au point de parametre 6 = 0 est égal
a 9/4. Comme p'(71) = 0, la courbure est nulle en 6 = 7. VteR, (x(m—t),y(m—1t) = (—x(t),y))
ainsi que les droites [y = x] et [y = —x] :

VieR, (x(2—t),y("2—t) = (y(t),x(t)).

Au voisinage de t =0,

f(t)=(1,0) — 5 (=3,0) + K- (0,1) + o(h®)

donc f(0) est un point de rebroussement.
Le rayon de courbure est égal & —3/2 en t = 7/4 car

3v2
R

V(7/y) = -1,1) et A(74) = 34£ -(1,1).
104. Rosaces

Les rosaces sont des courbes représentées en coordonnées po-
laires par

p(0) = sin(nb)

ou n est un entier supérieur a 2.

Elles admettent I’axe des ordonnées pour axe de symétrie et sont
invariantes par la rotation d’angle 277/, autour de l’origine.
104.1  Cas n impair

Pour n = 3, la rosace est constituée de trois pétales égaux.

Le rayon de courbure est égal a3/2en 6 =0eta /19 en 6 = 7/.

Une abscisse curviligne est donnée par

VO<t< g s(t) = 72 cos 2t.

La longueur totale de la courbe est égale a 6.
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106.  La strophoide est la courbe paramétrée par

H(E2 —1) t2—1>
2417 2+1/)°

VieR, f(t)= (
Elle admet I'axe des ordonnées pour axe de symétrie.
Le rayon de courbure est égala I/4ent =0
12
F(B=£0)+t(=1,0) + 7 - (0,4) +o(t)
eta2ent=1:
W2
fA+R) =f)+h-(1L,1) + 5 - (L, =1) +o(h?).

La strophoide admet la droite [y = 1] pour asymptote au voisi-
nage de =oo. —[122]

107.  La néphroide est la courbe paramétrée par
VteR, f(t)= (3sint—sin3t, 3cost — cos3t).

Au voisinage de 0,

F(t) = F(0) +£2-(0,3) + 2 - (4,0) + o(3)

donc f(0) est un point de rebroussement.
Au voisinage de t = 7/5,

fa+h) = f(7/2) +h-(0,—6) + hz—z (=12,0) + o(H?)

et le rayon de courbure est égal a —3.
Une abscisse curviligne est donnée par
VO<t<m, s(t)=—6cost

et la longueur de la néphroide est égale a 24.

108. Lalemniscate de Bernoulli est la courbe paramétrée par

t £

Par symétrie [49.2] [49.3], il suffit de I'étudier sur [0, 1].
L'origine O = f(0) est un point d’inflexion car

f(t) =t-(1,0) +£2-(0,1) 4+ o(£?)

pour t voisin de 0.
Le rayon de courbure est égal a 1/3,2ent =1

2
FA) = f) 4+ (1) = (1,2) o),

Cette courbe est paramétrée en coordonnées polaires par

0?(0) = %sinZG.

109. La deltoide, ou hypocycloide a trois rebroussements, est
la courbe paramétrée par

VteR, f(t)=(2sint—sin2t, 2cost+ cos2t).

Par symétrie [49.5], il suffit d’étudier f sur [0, 77/3].
Au voisinage de t = 0,

f() =(0,3) +£-(0,-3) + £(1,0) + o(£*)
donc f(0) est un point de rebroussement.

Le rayon de courbure est égal a 8 en t = 7/3 car V(1) = (—4,0)
et A(m) = (0,-2).
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110.  Le folium de Descartes est la courbe paramétrée par
VEER\{-1), f()=(10g ﬁ)
’ N8 1+ 8

Par symétrie [49.3], il suffit de 1’étudier sur |—1,1].
Le rayon de courbure est égal a3/ ent =0:

f(t) =1£-(3,0)+ - (0,3) + o(t?)
eta3/g/osent =1 car
V)= Ve (-11) et AQ) =i (-3,-5)
Au voisinage de h = 0,

x(=14+h)+y(-14+h)=—-1+ % W2+ o(h?)

donc la droite [x + y = —1] est asymptote a la courbe.

Lt— =1t

t— —17*

111.  La cissoide de Diocles est la courbe paramétrée par
3 2

1T+£2" 1442 )

ViER, f(t):(

Elle admet ’axe des ordonnées pour axe de symétrie et la droite
[y = 1] pour asymptote. Au voisinage de t =0,

f(t)=£-(0,1)+#(1,0) +o(£)
donc O = £(0) est un point de rebroussement. —[123]

112.  La quartique piriforme est la courbe paramétrée par

VteR, f(t)= (sin’t, cos’tsint).
L'axe des ordonnées est un axe de symétrie et il suffit d’étudier
f sur [0,7/2]. Le rayon de courbure en t = 0 est égal & 1/> car

V(0) = (1,0) et A(0) = (0,2).
Au voisinage de I = 0,

f(/2+h) = (0,1) —h? - (0,1) — k*- (1,0) + o(h®)

donc le point f(7/2) est un point de rebroussement.

t="7/

t=0
113.  La courbe paramétrée par
ViteR, f(t)= (cos3t, sin2t)

est une courbe de Lissajous. Elle admet 'axe des abscisses et
I’axe des ordonnées pour axe de symétrie :

(x(t+m),y(t+m)) = (—x(t),y(t))

et il suffit d’étudier f sur [0, 7/2].

Le rayon de courbure est égal a 4/9 en t = 0 car V(0) = (0,2) et
A= (-9,0).

L'origine O = f(7/2) est un point d’inflexion :

VteR,

f(fa4h) =h-(3,-2) + % - (—27,8) + o(hB).
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114. L'hypocycloide a cinq rebroussements est la courbe pa-
ramétrée par

VteR, f(t) = (4cost+ cosdt, 4sint — sindt).

Par symétrie [49.6], il suffit d’étudier f sur [0, 77/s5].
Au voisinage de t = 0,

F(t) = £(0) —10K% - (1,0) + 10K3 - (0,1) 4 o(h®)

donc f(0) est un point de rebroussement.
Pour h voisin de 0,

f(r+h) = (=3,0) +h-(0,—8) +h*-(—6,0) + o(h?)

donc le rayon de courbure en f(7r) est égal a —16/3.

t=27/5

t=-21/5

115.  La tractrice est la courbe paramétrée par

VieR, f(t)= (t—tht, %)

Elle admet I'axe des ordonnées comme axe de symétrie.

Le point f(0) est un point de rebroussement : —[124]
2 13
fO) =)+ 5 -(0,-1)+ 7 (L0)+ o(£).

116. La moustache de Marcel est la courbe paramétrée par

VteR, f(t)= (2cost, ch(cost+sin’t)).
Au voisinage de t = 0,
t2 tt
f(t)=f(0) =5 - (2sh1)+ - (2,3ch1+sh1) + o(t4)
donc f(0) est un point de rebroussement de deuxiéme espece :

au voisinage de ce point, la courbe ne traverse pas sa tangente.

t=4m t=0

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

117.  Exemples et contre-exemples

1. Exemple d’arc paramétré (I, f) avec f € €*(I) dont le
support est un triangle.

2. Exemple de paramétrage cartésien [50] pour lequel f(t)
tend vers l'infini au voisinage de a sans que le rapport y(t) /x(t)
admette de limite.

Approfondissement
118.  Etudier les asymptotes de l’arc paramétré par
ot (D)
ft) = (t(t—l)’ 1)
119. 1l suffit de discuter sur les signes de sinf et cos 6 pour

démontrer que le support de ’arc paramétré par

1
sinf| + |cos 6|

p(0) = |

est un carré. —[98]

120.  Caractérisation de la lemniscate
Le plan est muni de sa structure euclidienne canonique.
Soient A = (1,0) et B = (—1,0). Le lieu des points M tels que

lAM]|[[BM]| =1

est représenté en coordonnées polaires par
p?(0) = 2cos26.

Cette courbe est 'image de la lemniscate [108] par une simili-
tude.

121.  Suite de [102] —
121.1  Le rayon de courbure de la cardioide au point de para-
metre 6 est égal a
4cost/»
3

121.2  Construction de la cardioide
On note My, le point de la cardioide parametre 6; Mj, le point
de parametre (0 + 77); Iy, le milieu du segment d’extrémités My
et Mj et Jy, le symétrique de Iy par rapport au point Q0 = (1/2,0).
1. Pour tout 6, le point Iy appartient au cercle ¢ de centre
Q) qui passe par l'origine O et les quatre points O, My, M et Iy
sont alignés.
2.

VOeER, OJy=sin6-uy(h)
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3. SiJg # My, la droite passant par ces deux points est la
normale a la cardioide issue de M.
4. Comment construire la cardioide point par point?

My

122.  Construction de la strophoide [106]

1. La strophoide est représentée en coordonnées polaires
par
__cos20

p(0) =

2. Soient F = (0, —1) et P, un point de l'axe des abscisses
distinct de 1’origine O. Tout point de la strophoide situé sur la
droite (FP) appartient au cercle de centre P qui passe par O.
Comment construire la strophoide point par point?

sinf

123.  Construction de la cissoide [111]

1. Pour tout point P d’abscisse non nulle, on note Q, le pro-
jeté orthogonal de P sur l'axe des abscisses et M, le projeté or-
thogonal de Q sur la droite (OP).

Lorsque le point P parcourt la droite [y = 1], le lieu des points
M est la cissoide privée de 'origine. (Noter ¢, ’abscisse de P.)
2. Lacissoide est représentée en coordonnées polaires par

cos? 6

p(0) =

sinf

o Q
124.  Suite de [115] —
1241 Une abscisse curviligne de la tractrice est donnée par

VteRy, s(t)=4{n(cht).

Comment prolonger s en une abscisse curviligne définie sur R ?

124.2 Interprétation de la tractrice

Pour tout t € R, on note My, le point de la tractrice de parametre
t et A, le point d’intersection de la tangente en M; avec I'axe des
abscisses. Alors A; = (1,0) et la distance M;A; est constante.

Pour aller plus loin

125.  Questions pour réfléchir

1. On suppose connus deux paramétrages (I, f) et (], ¢) du
meéme support I' et que My = f(tp) = g(t1) € T est un point
régulier pour ces deux arcs paramétrés. Comparer les tangentes
a T au point My d’abord au sens de la définition [11], puis au
sens de la définition [15.3].

126.  Autres types de paramétrage
Il y a d’autres manieres de représenter des courbes planes que
les deux types de paramétrages qu’on vient d’étudier en détail,
mais les méthodes sont toujours les mémes'!
L'étude qualitative d’une courbe cherche toujours a mettre en
évidence les propriétés de symétrie, les points stationnaires (et
le comportement de la courbe au voisinage de ces points), les
points réguliers remarquables (ceux pour lesquels le tracé de la
tangente et du cercle osculateur sont les plus simples), le com-
portement asymptotique...
Calculer les vecteurs vitesse et accélération pour chacune des
paramétrages suivants. Caractériser les points stationnaires.

Lo f(t) = x(t) - ult) +y(t)-o(t)

2. f(t) =p(t) - u(6(1))

3. f(r) =r-u(6(r))
127.  Enveloppe d’une famille de droites
Pour tout t € I, on note 7, la droite de R? représentée par
I’équation

a(t)x +b(t)y = c(t)

o1 a, b et ¢ sont des fonctions réguliéres de I dans R.
Le support de (I, f) admet pour tout t € I la droite Z; pour
tangente au point M; = f(t) si, et seulement si,

Viel, (;/((?) 5/((?)) F(H) = (;/((Z))) .

Ce support est appelé enveloppe de la famille de droites (Z;)se;.

128.  Déterminations continues du logarithme [24]
Soit f : I — C*, une fonction de classe &1, Définir une fonction
L(f) : I — C de classe €' telle que

Viel, f(t)=exp[L()(D)].

Unicité d’une telle fonction? Expliciter la dérivée de L(f)
lorsque

Viel, f(t)=(t—a)?,
ol a est un complexe tel que Re(a) # 0.

129.  Caractérisation géométrique du cercle osculateur
Soit (tg, Mp), un point birégulier de I'arc paramétré plan (I, f).
Le plan est rapporté au repere Zy = (Mo, T (o), N(to)).
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129.1  On note X; et Y}, les coordonnées du point M; = f(t)
relatives au repere Z.
Pour tout ¢ assez proche de t,

Xy = (f(t) = f(to) [ T(to) ) ~ [[V (ko) - (t —to),

Y= (0 = fl) | N ) ~ vt V() - 0

donc
2

X
v, ™~ R(tg).
129.2  On considere un cercle ¢ passant par M et admettant le
vecteur T(tp) pour vecteur tangent au point Mj.
1. Il existe R € R* tel que le centre C du cercle € soit
caractérisé par
MyC = R - N(tg).

2. Auvoisinage du point My, le cercle ¢ est confondu avec
le graphe relatif a % de la fonction ¢ définie par

p(X) = |R| ~ VR X

3. On suppose que R > 0. Si le point M de coordonnées
(X,Y) est assez proche du point My, alors X?/(2Y) ~ R.

4. Ftudierle cas R < 0.
130.  Arcs orientables
Soient (I, f), un arc paramétré de classe ¢* et A, I'ensemble des
arcs paramétrés ¢*-équivalents a (I, f).

1. Existe-t-ilun arc (J,g) € I qui soit a la fois de méme sens
que (I, f) et de sens contraire a (I, f)?

2. Définir la notion d’arc orientable.
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Intégrales doubles

1. On considere des fonctions a valeurs dans un espace vec-
toriel normé E, réel ou complexe, de dimension finie.

Selon les cas, on notera |u, la valeur absolue du réel u, le module
du complexe u ou la norme du vecteur u.

Bréve introduction
a la théorie lebesguienne de l'intégrale

I.1 Théoréme fondamental

2. La théorie de l'intégration de Lebesgue prend appui sur
certains résultats élémentaires et procede par généralisations
successives.

3. = Soit f, une fonction continue sur [a,b] x [c,d]. Les intégrales
successives

/Cd(/abf(x,y)dx)dy et /ﬂb('/cdf(x,y)dy)dx

—[9.60]

4. & Si f est continue sur le pavé [a,b] x [c,d], alors l'intégrale
double de f sur ce pavé est définie par

//[a,b]x[c,d]f(x’y) dxdy = /Cd (/abf(xry) dx) dy.

5. La théorie de Lebesgue définit ensuite la famille des par-
ties boréliennes du plan; la classe des fonctions boréliennes et,
si A est une partie borélienne, ne définit I'intégrale d"une fonc-
tion borélienne f sur A que si cette fonction f vérifie une condi-
tion supplémentaire qui la rend intégrable sur A.

sont bien définies et sont égales.

6. Dans un premier temps, il n’est pas nécessaire d’explici-
ter la définition de l'intégrale sur A d"une fonction intégrable sur
la partie borélienne A. Il suffit d’admettre que cette définition
est compatible avec le théoréme [3] et permet d'utiliser les regles
usuelles du calcul intégral ([8], [10], [9], [12]), qui traduisent le
fait qu'une intégrale sert a mesurer une grandeur extensive (lon-
gueur, aire, volume, travail, énergie, masse, charge. . .).

1.2 Propriétés de I'intégrale double

7. Pour comprendre la portée des théoremes qui suivent, il
suffit de savoir que les fonctions continues sont boréliennes et
que les parties ouvertes, fermées et rectangulaires du plan sont
boréliennes.

8. = Intégrale d'une fonction constante
Si la partie borélienne A est bornée et si la fonction f est constante,
égale a a sur A, alors

J[ e dxay=alal

oit | A| désigne I'aire de A.

9. Linéarité

Soit A, une partie borélienne de R?.

9.1 = Soient f et g, deux fonctions a valeurs complexes, intégrables
sur Aet o € C. Alors af + g est intégrable sur A et

//A(txf+8)dxdy:uc//Afdxder’//Agdxdy.

92 = Sif : A — Eestintégrableet si T : E — F est linéaire,

alors T(f) : A — F est intégrable et

1 ff st axar) =[] 1)) avay

93 > Sif : A— Cestintégrable, alors Re(f), Im(f) et f sont
intégrables sur A et leurs intégrales sont respectivement égales a la
partie réelle, a la partie imaginaire et au conjugué de l'intégrale de f.
10. = Négligeabilité du bord

Soit f, une fonction intégrable sur une partie borélienne A.

S'il existe une partie borélienne Ay tel que A soit I'union de Ay et des

supports d'un nombre fini d'arcs paramétrés de classe €7, alors f est
intégrable sur Ag et

//Afdxdy://Aofdxdy.

11. = Additivité
Avec xg € Iy = a, bl et yo € I = |c,d|, on définit quatre rectangles :

R2 = ]Xo,b[ X ]C,yo[,
Ry = ]Xo,b[ X ]yo,d[

Ry =1la,xo[ x]c, yol,
R3 - ]ﬂ/xo[ X ]}/O/d[,

b e ..................................
Ry Ry
70 S R SRR -
iRy Ry :
ISP UUUUUUNE SO S
a X0 b

Une fonction borélienne f est intégrable sur R = I x I si, et seule-
ment si, elle est intégrable sur Ry, Ry, R3 et Ry et

J[ Sy ddy = kZ J Sy dxay

12. Positivité
Soit A, une partie borélienne de R2.
12.1 = Si les fonctions f : A — Ret g : A — R sont intégrables

et si
Vi(xy) €A, f(x)<glx),

//Af(x,y) dxdy < //Ag(x,y) dx dy.

12.2 = Inégalité de la moyenne
Sila fonction f : A — E est intégrable, alors |f| est intégrable sur A

et
[ s axa] < [, 1) axa.

alors
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Entrainement

13. Questions pour réfléchir
1. Si f estintégrable sur le rectangle fermé R = [,
alors f est intégrable sur le rectangle ouvert R, = |a,b[ x ]c, d[ et

JJ S dxdy = [[ f(xy)dxdy.

2. On suppose que f est intégrable sur D = [x* + > < r?].
On pose

Do=[x*+y* <1’ et Dy=Don ([x<0]N[y#0])".

La fonction f est intégrable sur Dy et sur D; et

([ povau= ], ravas= [], roren

3. Suite de [10] — Le rectangle R = I; x I, est 'union de
l'ouvert R; U Ry U R3 U Ry et des deux intervalles ouverts
[a<x<blNy=yo] et [x=x]N[c<y<d]

et

//R flxy)dudy = ,//121UR2UR3UR4 flxy) dxdy.

I

Intégrales sur un rectangle
14. @ Un rectangle de R? est le produit cartésien Iy x I de deux
intervalles de R.

15. @ Un pavé de R? est le produit cartésien [a,b] x [c,d] de deux
segments.

II.1 Fonctions intégrables

16. # La fonction f : I X Iy — E est intégrable sur le rec-
tangle I x Ip lorsque elle est continue sur Iy x Ip et qu’il existe une
constante réelle M > 0 telle que

J] ]y < m

indépendamment du choix des segments J; C Iy et [ C Ip.

17. Les fonctions constantes sont intégrables sur le rectangle
I; x I si, et seulement si, les intervalles I; et I, sont bornés.

18. Une combinaison linéaire de fonctions intégrables sur un
rectangle R est intégrable sur le rectangle R.

19. La fonction f définie par

1
flxy) = m

n’est pas intégrable sur R = R2.

Critére de comparaison

20. = Soient f et g, deux fonctions continues sur un rectangle R
telles que

vV (x,y) €R,

7

0< |f(xy)] < g(xy)

Si g est intégrable sur R, alors f est intégrable sur R.

21. On considére un rectangle R C R?.

211 Une fonction f & valeurs réelles est intégrable sur R si, et
seulement si, sa partie positive f et sa partie négative f~ sont
intégrables sur R.

21.2 Une fonction f a valeurs complexes est intégrable sur R
si, et seulement si, sa partie réelle Re(f) et sa partie imaginaire
Jm(f) sont intégrables sur R.

21.3  Une fonction a valeurs dans E est intégrable sur R si, et
seulement si, ses composantes relatives & une base (quelconque)
de E sont intégrables sur R.

Critere pratique

22. = On suppose que :

1 Continuité

La fonction f est continue sur le rectangle Iy X I ;

Q Intégrabilité

Pour tout x € Iy, la fonction [y — f(x,y)] est intégrable sur l'inter-
valle I ;

1 Domination

La fonction

x> /IZ ()] dy]

est intégrable sur 1.
Alors la fonction f est intégrable sur Iy x Ip.

23. Exemples
23.1 Quels que soient 0 < a < b, la fonction f définie par

fley) =

est intégrable sur le rectangle |0, +-0o[ X [4, b], mais n’est pas in-
tégrable sur le rectangle |0, +oco[ x ]0, +oo].
23.2  La fonction f définie par

1
VIS0V >0 fY) = Ayt ad

est intégrable sur le rectangle 0, +oo[ x ]0, +-o0[.

II1.2 Théorémes de Fubini

24. Les théoremes de Fubini affirment qu’une intégrale
double sur un rectangle peut, sous certaines conditions mi-
nimales, étre calculée par intégrations successives [25] et que
I'ordre dans lequel sont effectuées ces intégrations est sans im-
portance [27].

25. = On suppose que :

(Hy) Q La fonction continue f : Iy x I — C est intégrable sur le
rectangle Iy X Ip;

(Hp) Q Pour tout x € I, la fonction [y — f(x,y)] est intégrable sur
Uintervalle I ;

(Hsz) A La fonction g : I — C définie par

vxeh, gx)= : f(x,y)dy

est intégrable sur 'intervalle 1.
Alors

/ I1><sz(x,y) dxdy = /11 (/sz(x/y) dy) dx.

26. Si l'intégrande f est une fonction positive, il est inutile
de vérifier I'hypothese (H;) du théoreme [25] : d’apres le cri-
tere pratique [22], cette propriété est une conséquence des deux
autres hypotheses.
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27. = Interversion des signes [
On suppose que :

(Hy) Q La fonction continue f :
rectangle Iy x Ip;

(Hp) O Pour tout x € I, la fonction [y — f(x,y)] est intégrable sur
Uintervalle I ;

(H3) Q La fonction g :

Iy x Iy — C est intégrable sur le

Iy — C définie par

Vxel, gx) = sz(x,y) d

est intégrable sur 'intervalle I ;
(Hy) Q Pour tout y € Ip, la fonction [x — f(x,y)] est intégrable sur
Uintervalle I ;

(Hs) A La fonction h : I, — C définie par

Vyeh,  h(y) = . f(x,y)dx
1

est intégrable sur 'intervalle I.

Alors
/1( fxy) dy> dx = /1< [ flxy) dx> dy.

Applications

28. Soient f et g, deux applications continues et intégrables
sur I. La fonction

h=[(x,y) = f(x)g(y)]

est continue et intégrable sur I x I et

//Ih(x,y) drdy = (/If(x) dx) (/Ig(y)dy)

29. Produit de convolution
Soient f et g, deux fonctions continues, bornées et intégrables
sur R. La fonction

= {x o [ fhgx— 1) dt}

est continue, bornée et intégrable sur R et

/::h(x) dx = (/::f(t) dt> (/;“g(t) dt),

30. Sihe%([-T,T],C)et f € Z}(R,CT), alors

/jTh(t)M e f(x) dx}dt / flx {/ 1txh()dt}dx‘

31. Le théoréme de Fubini permet de calculer certaines inté-
grales qu’on ne peut déduire d’un calcul de primitive.

311 Suitede [23.1] —
400 ,—ax __ ,—bx
/ e e —m?
0 X a
32 AvecI=[0,1]etA=1Ix1I,
/En _ // xdxdy _ min2
JI 1—i—x2 1+x2)(1+xy) 8
313 AveclI=10,/2[etA=1x]1,

/ In(1+ cosx)
I

COos X

// _sinydxdy _12
1+cosxcosy 8

Entrainement

32. Questions pour réfléchir

1.  Condition pour qu'un rectangle soit ouvert? fermé?
compact?

2. Suitede [20] —
pas intégrable sur R.

3. Soit f, une fonction continue sur le rectangle I; x I,. Si,
pour tout y € I, 'application [x — f(x,y)] est intégrable sur 4
et si ’'application

Si f n’est pas intégrable sur R, alors g nest

Y

est intégrable sur I, alors la fonction f est intégrable sur I; x I.
4. En quoi les hypotheses du théoréeme de Fubini [25] sont-
elles minimales ?
5. Soient f et g, deux fonctions continues sur [4, b]. Calculer
I'intégrale double

2
//[a,b] x [a,b] [f(x)g(y) - f(y)g(x)] dxdy

et retrouver 'inégalité de Schwarz. —[70]

III

Intégrale double sur une partie simple

33. Nous allons considérer maintenant des domaines d’inté-
gration plus généraux qu’un rectangle : un de nos objectifs est
de mesurer 'aire de parties du plan définies par des conditions
simples.

III.1 Parties élémentaires

34. # Une partie A C R? est une partie élémentaire lorsque :
(Hy) Q@ 1l existe un segment [a, b] et deux applications ¢y et ¢, conti-
nues sur [a, b] telles que

A=a<x<blN

[(Pl(x)

<y < ga(x)]

(Hp) Q@ 1 existe un segment [c, d] et deux applications yy et i, conti-
nues sur [c,d| telles que

c) = a(c)

35. Exemples de parties élémentaires

Le pavé [a,b] X [c,d] est une partie élémentaire.
. Un triangle est une partie élémentaire.

3. Un disque est une partie élémentaire.

N R
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4. Une partie élémentaire n’est pas nécessairement convexe. 375 SiT =[x >0]N[x < x+y < 7], alors

//T(ery) sinxsinydxdy =2 /Onxsinx(/onixsinydy) dx

_
=27

37.6  SiT estle triangle de sommets A = (0,0), B = (1,1) et

C =(2,0),al
36. = Suite de [34] — Si A est une partie élémentaire de R2, alors (2,0), alors

toute fonction continue f de A dans E est intégrable sur A et 1 fx 2 [2-x
dxdy = dyd dyd
b @a(x) //foy /O/Ofyx+/1/0 f]/x
,y)dxdy = ,y)dy | d 12—
//Af(xy) x dy /H(/mx) flxy) y) x :/ / Y fdrdy,
/’j(/%(y)f( )d)d 70 Ty
= x,y) dx .
Je iy 7505

37. Exemples : Intégration sur un triangle

Une figure est nécessaire pour expliciter les fonctions ¢; et ¢»
(ou ¢ et i, si on préfere).

371 SiT=[x>0/N[y>0N[x+y<1], alors

drd 1 ,l-x drd 1 1y drd 1 En particulier
T T I

377 SiT est le triangle de sommets A = (0,0), B = (1,1) et

y_lz C=(2,-1), alors
i *0 Y //fdxdy /(/ fdy)dx+/ (/ 2x+3fdy>dx
0

/2

o1 :/71</72y fdx)dy+/0 (/X(H)/Zfdx)d

372 SiT=[x>1N[y>1]N[x+y <3| alors

dxdy /2</3*-" dy ) 3 1
- dx=/n> .
// (x+y)? S \/1 (x+y)? TEM TS

yh
3.
D feeens N y=3—x
1 ...... :m:_"
1 2 3 En particulier,
373 SiT=[x<x+y<I]N[y—x<1] alors //T(x+2y)2dxdy:1
5 1 1-y 5 1
//Tx ydxdy = /0 / D ydx ) dy = 30° 38. Autres exemples
o N 38.1  La partie
Ly=Tl+x A=[x+y=1n[?+y° <1 N
est élémentaire et -1
Vi-a?
//xy dxdy = / (/ ydy)dx
X
0 1N
y : : \\ 20
x=1-y x=y-—1 Cette intégrale peut aussi étre calculée par la formule de Green-
Riemann. —[XXX]

374 SiT=[x>20]N[x<x+y< 1], alors [37.1]

~//T(x+y+l)dxdy:/01('/017xx+y+1dy) dx:g.
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38.2  Pour tout 0 < £ < 1, la partie

De=[e<x <1 Ne<y <y

()=

est élémentaire et

Ih

dx dy

38.3  La partie
A=[2+y2<24N

est élémentaire.

2x—x2 37 5

dxd / / 24 )d =2

J[ G+vaxay = (1ﬁ +y)dy ) dx ==~ — 2
Par symétrie par rapport a [y = x|, —[56]

//A(xz—yz)dxdy:O.

III.2 Parties simples

39. # Une partie A de R? est simple lorsqu’elle est la réunion d'un
nombre fini de parties élémentaires dont les intérieurs sont deux a deux
disjoints.

40. Exemples de parties simples

40.1  La partie suivante est constituée de deux parties élémen-
taires.

40.2
taires.

La partie suivante est constituée de trois parties élémen-

40.3 Un anneau circulaire, centré ou non, de méme qu’un an-
neau elliptique, est constitué de quatre parties élémentaires.

‘
/g

41. # Si D est une partie simple de R? qui est I'union des parties
élémentaires Ay, ..., Ay dont les intérieurs sont deux a deux disjoints
et si f : D — E est une fonction continue, alors

//Df(x,y) dxdy=ké//Akf(x,y) dx dy.

42. = Additivité de l'intégrale

Si Dy et Dy sont deux parties simples du plan d’intérieurs disjoints,
alors D = Dy U D, est une partie simple du plan et, pour toute appli-
cation f continue sur D,

//Df(x,}/)dxdy=//le(x,y)dxdy+//sz(x,y)dxdy.

43. Aire d’une partie simple
431 @ Si A est une partie simple de R?, alors I'aire de A est le réel
v (A) défini par
= dx dy.
[ dx

43.2  L’aire d’une partie simple est la somme des aires des par-
ties élémentaires qui la composent.

43.3 > Si Dy, ..., Dy sont des parties simples dont les intérieurs sont
deux a deux disjoints, alors leur union D est une partie simple et

44. Soit A, I'union de deux disques fermés de rayon r dont

les centres O; et O, sont distants de v/2r. La partie A est I'union
de deux parties élémentaires Ay et A, d’intérieurs disjoints.

P

P/

L'intersection des deux disques D; et D, est une partie élémen-
taire du plan et

03(D1 ND;) = 03(D1) +02(Dy) — v2(4) = (5 — 1)
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45. La partie A = [x? —2x —4 <y < —x% — 2x + 4] est une
partie élémentaire

et son aire est donnée par

'/722[(7x2—2x+4) —(x*—2x —4)] dx = %

Entrainement

46. Questions pour réfléchir

1. Suite de [34] — La fonction ¢; admet ¢ pour minimum :
elle est décroissante sur [a, 1 (c)] et croissante sur [ (c), b].
La fonction ¢, admet d pour maximum : elle est croissante sur
[a,11(d)] et décroissante sur [, (d), b].

2. Une partie élémentaire est une partie compacte (et donc
borélienne [7]) et connexe par arcs du plan.

3. Si A est une partie élémentaire de R?, I'intersection de
A avec une droite horizontale ou avec une droite verticale est un
segment.

4. Soient Aj et Ay, deux parties élémentaires dont les inté-
rieurs sont disjoints. Que dire de Ay N Ay?

5. Une partie simple est compacte.

6.  Une partie simple est-elle connexe par arcs?

7. L'astroide [27.105] limite une partie élémentaire.

8. La cardioide [27.102] limite une partie simple qui n’est
pas une partie élémentaire.

9.  Suite de [45] — En comparant la partie A a un parallélo-
gramme, on devine que son aire est proche de 20.

v

Changements de variables

47. Soient U et V, deux ouverts de R? et ¢, un difféomor-
phisme de U sur V.

471 On consideére ce difféomorphisme comme un change-
ment de variables : on note donc

¢(u,0) = (x(u,0),y(u,0))
et la bijection réciproque, qui est de classe &1 sur V, est notée

¥(xy) = (u(xy),o(x,y)).

47.2 L'image réciproque d'une partie D C U par ¢ est aussi
I'image de D par la bijection réciproque :

VD CV, [¢(uv)eD]=uy.D).

47.3  Regle de la chaine
Siles points (x,y) € Vet (u,v) € U sontliés par (x,y) = ¢(u,v),
alors

-1

ox dx ou ou
5(u,v) %(u,v) _ g(x/y) @(x,y)
oy dy v v
5E(u,v) 55(M,U) 5;(x,y) 5§(x,y)

48. = Formule du changement de variables
Soient ¢ : U — V, un difféomorphisme; D, une partie simple conte-
nue dans V et f, une application continue sur D. Si

A=[p(uv)eD]cClU

est une partie simple de R, alors

'/'/Df(x,y) dxdy = //Af(qo(u,v))\]ac ¢(u,0)| du do.

49. Exemple fondamental
Si ¢ € L(RR?) est représenté dans la base canonique par la ma-

trice
b
(Z d) € GLy(R),

alors ¢ est un difféomorphisme de R? sur R? et son jacobien est
constant :

Y (1,0) € R?, |Jac@(u,v)| = |ad — bc| = | det ¢|.

Effet sur les aires

50. > Suite de [48] — Soit D C V, une partie simple. Si l'image
réciproque A de D par ¢ est une partie simple, alors 'aire de D est
donnée par

(D) = //A |JTac ¢(u,v)| du do.

51. Changement de variables linéaire [49]
51.1  Un changement de variables linéaire transforme un carré
en un parallélogramme

¢(h)

#(Mo)

et le déterminant de ¢ donne le rapport des aires de ces deux
quadrilateres :

v2(9:(A)) = [det o] v2(A).

51.2  Chaque partie simple pouvant étre approchée, avec une
précision arbitrairement grande, par des familles de carrés, on
comprend que cette formule s’étende a toute partie simple A.
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52. Exemples
521  Le disque elliptique

2P
= |5+ <
D=|5+% <1
est 'image du disque unité A = [u® + 0> < 1] par le changement
de variables
(x,y) = ¢(u,v) = (au,bo).
ez

T b-ep

¥

e :: ﬂu-el

———

Le jacobien de ¢ est égal a ab, donc l'aire du disque elliptique
est égale a 7rab.

522  Letriangle D = [x > 0] N [x < x + y < 1] est I'image du
triangle A = [0 < u < 1] N[—u < v < u] par le changement de
variables linéaire ¢ défini par

(u,0) = ¢~ (x,y) = (x +y,x —y).

Le jacobien de ¢ est égal a 1/2, donc l'aire de D est la moitié de
l'aire de A et

1 u _
//D(x+y)26x2,y2dxdy:%/o (/711112@””(12}) du — Chl2 1.

53. Changement de variables non linéaire
53.1 Localement, un changement de variables non linéaire est
peu différent d’un changement de variables affine :

$(M) = $(Mo) + dip(Mo)(MoM)

et Iimage par ¢ d'un carré assez petit est peu différente de
'image de ce carré par l'application linéaire tangente diy(My).

y4 My M3
k
My h M
X
v

dy(Mo) (k) dyp(Mo)(h)

#(Mo)

u

53.2  Comme le difféomorphisme ¢ n’est pas linéaire, I'appli-
cation linéaire tangente dy (M) varie en fonction de My, donc
la forme et l'aire du parallélogramme varient aussi en fonction
de M. —[54.1]

y
M
X
v
$(Ma)
i
Yy
M,
X
v
u
Yy
M3
x
v
P(M3)
u
53.3  En interprétant dx dy comme l'aire d'un carré ayant le
point My = (xp,y0) pour sommet et de cotés dx et dy et en

considérant que du dv est l'aire de l'image par ¢ de ce carré,
alors

dx dy

dudv [det(dp(Mo))| dvdy = rrc e BT

ou (ug, v9) = P(Mo).
Cette interprétation légitime la formule

~//(Xry)€D drdy = ~//4’(u,v)eD |Jac p(u,0)| dudo

ainsi que le théoreme [48].
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54. Coordonnées polaires On en déduit que l'aire du secteur
541  L’application 0
- 02
¢ =1[(r,0) = (x,y) = (rcos6,rsinb)] v ’
est un ¢!-difféomorphisme de R x |—7, 77| sur R? privé de la —l 0
demi-droite (Ox’) = [y = 0] N [x < 0]. o E2) 02
g r o 91
Ol x 1 rr

est égale a 1/2(62 — 01)(r3 — r3) et que l'aire de 'anneau

y LI
/\ﬁ 2 n |
QJ x —r

RS O

Le jacobien de ¢ est égal a r, ce qui conduit a associer [53.3] les
aires élémentaires est égale a 7t(r3 — r2).
55.2  La partie simple définie en coordonnées polaires par
dxdy et rdrdo.
[r < dcos(6—6p)]
54.2 = Si un domaine du plan est représenté par la partie simple D
en coordonnées cartésiennes et par la partie simple A en coordonnées  est un disque [27.99.2] de diametre d.
polaires, alors

0 A
Ya 0
x,y)dxd :// rcos6,rsin®) rdrde.
.//(x,y)eDf( ]/) ¥ J (r,@)eAf( ) 0 B0+ /2 i
54.3  Précision 0
La bijection réciproque de ¢ ne peut étre prolongée en une fonc- > —
tion continue sur R2. o X
On devrait donc n"appliquer le théoreme de changement de va- b0 —7/2
riables [54.2] que si le domaine d’intégration D ne rencontrait
pas la demi-droite (Ox’). Son aire est connue :
On appliquera malgré tout la formule, comme si le domaine d’inté- ) .
gration était privé de la demi-droite (Ox’), négligeable du point md” / bo+7/2 1 &2 cos?(6 — 6y) de
de vue de l'intégrale double, sans s’inquiéter du fait que le do- 4 Jo—mp 2 0 :
maine d’intégration n’est alors plus une partie simple (il n’est
plus fermé). 55.3  L’aire de la partie simple définie par
55. Représentation polaire de parties simples
55.1  L’aire du secteur angulaire [Reos(9 — o) <7 < K]
y est égale a 3/47TR>.
0 4 Y a g ‘
)

01|

Ry
=

Ol r

est donnée par

o

R drde = (6, — o) K
rdrdf = (6, —61)—.
'/91 ./0 (62 —61) 3
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55.4  Soit 0 < 6y < 7/2. La partie simple définie en coordon- 56.2  Si A est invariant par ¢, c’est-a-dire A = @ (A), et si en
nées polaires par A = [rcos(0 — 6p) < d] N[0 <0 < 7/ estun outre
triangle [27.98] dont 'aire est égale a d? / sin 26y. v (u,0) €4, f((p(u,v)) = —f(u,0)

alors

y //Af(x,y) dx dy = 0.

57. Exemples d’arguments de symétrie
57.1  L’aire de

A=ly>0N[x?+y* >4 N [x* +4y* < 16]

est égale a 3. —[52.1]

O

55.5  Pour tout 0 < e < 1, la partie simple définie en coordon-
nées polaires par

p ] 3

<Ko~ AR

[r\ 1+ecos(9—90)] B ;

est un disque elliptique [27.100.1] dont l'aire est [52.1] ‘

2

_ p
mtab = m.

572 Soit A = [x2+y? > x| N [x? +y? < 2x]. —[55.2]

0
A

90—7‘(
/

. .. .. ) Par symétrie,
55.6  L'aire de la partie simple définie en coordonnées polaires

par // y L dxd —2// dxd
[1< 6 ax2yyr Y Anly x2+y e

[ —
2 + cos6
et, en passant aux coordonnées polaires,

/2
// %dxdy:/ cos?0do = -
ANly=0] X* +y 0 4

573  Soit A =[0<4y <4—x?].

*]/
1

est égale a (8v/3 — 1)

2
(=]
\

X
-2

56. Symétries Par symétrie/
Une symétrie orthogonale ou une rotation ¢ est un changement
de variables linéaire qui conserve les aires [51.1]. 1_x? /4 9%
56.1  Si f estinvariante par ¢ : // X2+ y?)dxdy = 2/ (/ (® + ) dy) dx = 5

V(o) ed, flo(u0)=fuov) 57.4  On considere la fonction définie par
alors 1

’ dd:// ,v)dud fy) = gy
J[ feey axay = [[ fu0)dudo (e

ot D = ¢4 (A).
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1. Avec A = [|x| < x> +y? <1,

V2-1

n/2 rdr
)dxd 4 = .
//fx]/ Yy = / (/cose 1+7’2) >d9 2 &

2. AvecB=[x<2?+y*<1],

//fxy dxdy—Z// f(x,y) dxdy—@.

Entrainement

58. Questions pour réfléchir

1. Soient U, un ouvert de E = R? et ¢ : U — E, une
application de classe €. Comment justifier que V = ¢, (U) est
un ouvert de E et que ¢ est un difféomorphisme de U sur V?

2. Lechangement de variables doit-il étre choisi en fonction
de l'intégrande ou en fonction du domaine d’intégration ?

3. Comparer la formule du changement de variable pour
une intégrale double avec la formule du changement de variable
pour une intégrale simple.

4. Interpréter géométriquement la bilinéarité de 1’applica-
tion Det : R? x R? — R.

5. Suite de [55.3] — Expliquer géométriquement 1’égalité

0o+7t/2 T
.2
sin“ (6 — 6y) df = —.
/90771/2 (6 —6o) 5

6.  Suite de [56] — Un changement de variables linéaires ¢
qui conserve les aires est-il nécessairement une isométrie ?

59. Suite de [55.4] —

n /2 de 2
VO<6 <z, / _
<<z ) cos?(6 —6y)  sin26

60. Suite de [55.5] —

1 [T do 1
Vo<e<l, —/ -
¢ 2 Jox (1+ecosf)?2 (1 —¢2

)3/2

61. L'aire de la partie simple
[ 4y <8N [¥ + 32 > 2(x +y)]

est égale a 671. —[55.3]

62. Intégrales sur un disque
On calcule en général une intégrale sur le disque unité

D=[+<1=0<r<1Nn[-7<0< 7]

en passant en coordonnées polaires.
62.1
d 1
/ / _dxdy —on / rdr
p1+x2+y2 0o 1472

//D(x—i-y)zdxdy: g

=mfn2.

62.2

62.3 Par symétrie,
2 2 2
— ) dxdy = // dxdy = 0.
//D(x y)dxdy = [f xydxdy
62.4 Par symétrie,

dxd 47”212 0+ sind) drdg — >
//D|x\+|y‘xy—/0 /Or(cos +sinf) dr =3

63. Intégrales sur un disque elliptique
On calcule en général une intégrale sur le disque elliptique

2 P
a-fefe
a l'aide du changement de variables suggéré par [52.1] et défini
par:
(r,0) =

qui représente A par le rectangle [0, 1] x
63.1 Par symétrie,

/2 .
//A\xy\dxdy=4(ab)2(/0n CosGsin9d9> (/0 r3dr>

(arcos 6, brsin6),

[—m, ). —[54.3]

a’b?
63.2
/2 1
//A(x2 + ) dx dy = 4(a* + bz)ab/ cos® 0 d9/ 3 dr
0 0
~ 7t(a® + b?)ab
=0

2P 1 27tab
Ji- ¥ - V1—r2rdr = ,
//A ) dxdy 2rmb/0 1—r2rdr 3

64. Suite de [52.2] —
1. Le carré

D=[x+yl<1N[x—y| <1]
est I'image du carré
A=[-1<u<1n[-1<v<1]
par ¢.
v
1t
9%
W u
B I 8 T B
N2
(N

1
/Dﬁn(1+x+y)dxdy:/1€n(1+u)du:2(€n271).
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2. Si f est continue et paire sur [—a,a], alors

//[O,H]X[O,a]f(x —y)dxdy =2 /Oa(“ —0)f(v) do.

v y
Aleoeoens r a
0 ~ 1 X
< 2a 0 a
-~
65. On cherche a calculer 'aire de la partie simple

A=lax <y<bx]Nlc<xy <d.

65.1 L'aire est donnée par
B ¥ 3
/ bxdx+/ @7 &f ax dx.
Ja JB X Ja X Js
y = bx
y =ax
xy=d
- 5 3 f Xy =c
x B 4 Y
65.2  L'application

v =[xy = o) = ()]

est un difféomorphisme de ) = R x R sur Q). Son jacobien
est égal, en valeur absolue, a 2v et 'image de A par i est le
rectangle [a,b] X [c,d], donc

//A dxdy = (/jdu)(/cd;—;) :%(d—c)éng.

Uy

d:

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

66. Exemples et contre-exemples

1. Exemple de partie élémentaire non convexe? non étoi-
lée?

2. Exemple de partie élémentaire dont I'image par une ro-
tation (bien choisie) n’est plus une partie élémentaire ?

3. Exemple de partie simple et connexe par arcs dont les in-
tersections avec toutes les droites horizontales et verticales soient
des segments (éventuellement vides) et qui ne soit pas une partie
élémentaire.

4. Exemple de partie compacte de R? qui n’est pas une par-
tie simple.

67. Questions pour réfléchir

1. Dans quelle mesure la linéarité [9] et I'additivité [42] de
I'intégrale expriment-elles la méme propriété ?

2. Soient A, une partie élémentaire de R? contenue dans
le pavé I x ]J. Toute fonction continue f : A — E peut étre
prolongée en une fonction continue sur I x J.

3. Soit A, une partie élémentaire de R2. Pour tout ¢ > 0, il
existe deux fonctions ¢ et i continues sur R?, positives, nulles
en dehors d'un compact K et telles que

V(xy) €R?, 0<@(x,y) <La(x,y) < ¢(x,y)

et que

//]RZ P(x,y) dxdy — //]RZ ¢(x,y)dxdy <e.
Approfondissement
68. Suite de [23.1] — Quels que soient les réels strictement po-

sitifsa, b, a et B,

B ebxieax beﬁxietxx
[P ey,
Ja X Ja X

On peut retrouver cette identité en calculant la dérivée de
b pxt
p(x) = / — dt.
a t

69. Pour tout a > 0,

@™ —1—ax _,. _
o Remd= ¥ dx d
/o x2 ¢ N ,,[O,a]X[O,a]y ¢ i

2
e — 1442
—

70.1  Soient ¢ et i, deux fonctions continues sur [a, b].
1. L’intégrale double

-//[a,b]x[a,b] [p(x) = ()] [¥(x) — ¢(y)] dxdy

est égale a

2(b—a) /ab e(x)p(x)dx —2 /ﬂb @(x)dx '/ab P(x) d.

2. Si ¢ et ip sont toutes les deux croissantes, alors

/ab ¢(x)dx /ab P(x)dx < (b—a) /ab @(x)p(x) dx.
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3. Quelles que soient les variations de ¢,

2

{/ab ¢(x) dx} < (b—a) /ab ¢(x)? dx

avec égalité si, et seulement si, ¢ est une fonction constante.

70.2  L'ensemble V des fonctions f : [a,b] — R de classe ¢!
telles que f(a) = a et f(b) = B est un sous-espace affine de
codimension 2 de ¢! ([a,b]) et

min/b [f’(x)]zdx = (B-w?

fevJa b—a

avec égalité si, et seulement si, f est affine.
71.  Si A= [x?+y? < x+y], alors [55.2]

//A(x—i-y)dxdy

2\/_ /3”/4

— 7/4)(cos 0 +sin @) df

E
>

72. Barycentres [43]
Par analogie avec les parties finies, le barycentre d’une partie
simple A du plan est le point G de coordonnées

// xdxdy et yg=

/ ydxdy.

721  Le barycentre de A est l'unique point G tel que
/ / GMdxdy = 0.
M(x,y)eA
72.2  Associativité du barycentre

Soient Ay, ..., Ay, des parties élémentaires d’intérieurs deux a
deux disjoints, de barycentres respectifs Gy, ..., Gy.

Le barycentre G de 1'union de ces parties élémentaires est le
barycentre des points pondérés

(G1,12(A1)), (Go,12(A2)), ...,

c’est-a-dire

(Gnr 1% (An))

n n
va(Ay)
1(Ar) -GG =0 ou G= Gg-
&40 & ()

72.3  Soient Dy, une droite vectorielle et ¢g, la symétrie ortho-
gonale d’axe Dy.
1. Il existe une forme linéaire fj telle que

VMEeR? fo(M)=0 < M€ Dy.

F(@) = oy [, ol ey

3. Sila partie A admet la droite Dy pour axe de symétrie,
alors son barycentre appartient a D).

4. Sila partie A admet un centre de symétrie (cas d'un
disque circulaire ou elliptique), alors le barycentre est le centre
de symétrie.

72.4  Suite de [45] — Le barycentre de A est 1’origine.
72.5  Suite de [52.1] — Le barycentre du demi-disque elliptique

x2 y2
A=[G+E<inl=0

est situé sur ’axe des ordonnées.

Son ordonnée est égale a 4b/37, quelle que soit la valeur de a.

72.6  Suite de [57.1] — Le barycentre G de A vérifie
8:-GG,—2-GG1 =0

donc G = (29/3,,0)

727 Le barycentre de [x? + y? [x2 +y? > 2x + 2y] est

le point G =4/3G; —1/3G, = (—1/3, —1/3)

72.8  Le barycentre de

(242 > 1N [(x+2)2 + 4y < 4]

a pour coordonnées (—16/7, 0).

Pour aller plus loin
Définitions de I'intégrale double sur un rectangle

73. On travaille sur le rectangle R = I; x I,.
Pour tout intervalle I, on note &(I), 'ensemble des segments |
contenus dans I.

74. Cas des fonctions positives [73]
741  Si f est continue et positive sur R, alors 1’ensemble

{J[ . fnaxan nesm, peemn)

est une partie bornée de R si, et seulement si, f est intégrable
sur [; X Ip.

74.2 # Si f est une fonction intégrable et positive sur le rectangle R,
alors son intégrale est définie par :

/ f(x,y)dxdy = sup f(x,y) dxdy.
R nes(n) Y%k
LeS(h)
74.3  Lintégrale de la fonction nulle est nulle.
74.4  Sile rectangle R est un pavé, la définition [74.2] de I'in-

tégrale sur le rectangle R est cohérente avec la définition [4] de
I'intégrale sur un pavé.
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74.5  Si f est une fonction continue et positive sur R, alors

//Rfdxdy:K:;FR)//dexdy,

ott R(R) désigne 1'ensemble des parties compactes K C R.

74.6  Peut-on définir I'intégrale d’une fonction continue, posi-
tive mais pas intégrable?

75. Cas des fonctions réelles ou complexes [73]

751 # Si f : I} x Iy — R est une fonction intégrable a valeurs
réelles sur le rectangle R = Iy x I, alors son intégrale est définie par :

J[ saxay= [[ *axay [f 5 axiy

75.2  La définition [75.1] de l'intégrale d’une fonction inté-
grable a valeurs réelles a bien un sens. Elle est cohérente avec
la définition [74.2] de I'intégrale d"une fonction positive.

753 # Si f : I} x Iy — © est une fonction intégrable a valeurs
complexes sur le rectangle R, alors son intégrale est définie par :

J[ faxdy = [[ @ef)drdy+i [[ @mf)dxdy.

754  Soit f : R — C, une fonction intégrable sur R. Alors
%e(//Rfdxdy) = //R(Eﬁef) dx dy
et
Jm(//fdxdy) - // (Im ) dx dy.
JJR JJR
75.5  La définition [75.3] de l'intégrale d'une fonction inté-

grable a valeurs complexes a bien un sens. Elle est cohérente
avec la définition [75.1] de l'intégrale d'une fonction a valeurs
réelles.
75.6  Comment étendre la notion d’intégrale double aux fonc-
tions & valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie ?
76. Linéarité [73]
76.1  Soient hy et hy, deux fonctions positives et intégrables sur
le rectangle R = I; x .

1.

//R(hl +h2)dxdy:'//Rhldxdy—i-//hadxdy

2. Lafonction f = hy — hy est intégrable sur R et

hi(x,y) = f(x,y) = ha(x,y) — f(x,y) 20

pour tout (x,y) € R.
3.  Comme f +hy = f~ + hy, alors

J[ faxdy= [[ mardy— [[ ndvay.

76.2 Si f et g sont deux fonctions a valeurs réelles et inté-
grables sur R, alors

(f+g)t= [f++g++ |f§g|] _ |f‘+‘g|,

2
(f—i—g)*:[ff—&—g*-i—'f;g']—'f‘;‘g'

et

'//R(erg)dxdy://Rfdxder’//Rgdxdy.

76.3  Si f et g sont deux fonctions a valeurs complexes et in-
tégrables sur R, alors Re(f), Jm(f), Re(g) et Im(g) sont inté-
grables sur R et

[ Frdxdy = [[ favay+ [[ gaxay.

77. Intégrale sur une partie élémentaire

Soient I et |, deux segments et f : [ x ] — E, une fonction
continue.

771  L'application F; : I x | x | — E définie par

V(o) el x), Rxuo) = [ fxy)dy

et I'application F, : I x I x ] — E définie par

t
V(s t)elx1, Fsty) = /S f(x,y)dx

sont continues.
77.2  Suite de [34] — Les fonctions

$2(x) ¥2(y)
X x,y)d et — X, dx}
{ /fm(X) ) y} {y /ll71(y) fxy)

sont continues sur I et sur | respectivement et

I rema)ae= f(f15 ) oo

78. Additivité de l'aire

On a défini [77] l'intégrale sur une partie élémentaire en se ra-

menant au cas de l'intégration sur un rectangle. Les propriétés

de l'intégrale se déduisent donc facilement de la définition, a

I'exception de 1’additivité.

781  Soient (A;j)1<i<m et (Bj)igj<n, deux familles de parties

élémentaires d’intérieurs deux a deux disjoints. Si
A=AjU---UA, e B=B;jU---UB,

sont deux parties d’intérieurs disjoints, alors A U B est une partie

simple du plan et

m

Uz(A @] B) = sz(Al‘) + ivz(Bj) = Uz(A) +‘02(B).
i=1 j=1

78.2  Soient A; et Ay, deux parties élémentaires. On suppose
que By = A1 N Ay, By = A1\ By et B = Ay \ By sont aussi
des parties élémentaires. Alors A1 U A, est une partie simple du
plan et

(A1 U Ap) = 02(A1) +02(A2) —v2(A1 N Ap).

78.3  L'intégrale de f sur une partie simple A est bien définie :
elle ne dépend pas de la famille (A, ..., A,) de parties élémen-
taires choisie pour décomposer A.

L'additivité [42] en découle.
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Intégrales curvilignes

1. L'espace E = R" est muni de sa structure euclidienne
canonique. La base canonique de E est notée (eq, ..., ey).
On note (), un ouvert (non vide) de E.
I
Formes différentielles
21 Si f est une fonction de classe ! de 'ouvert Q C E dans

IR, alors sa différentielle df est une application continue de Q)
dans le dual E* et, pour tout My € (), l'application linéaire
tangente df(Mj) est une forme linéaire sur E.

22 Sife@(Q,R), alors df € €F(Q, E*).

2.3 Soit My € Q. Si le point M € Q) est proche de M), alors
le vecteur h = MM est proche du vecteur nul O et

f(M) = f(Mo) + df(Mo)(h).

2.4 Comme la différentielle de f permet de décrire et éva-
luer les petites variations locales de f, les formes différen-
tielles servent a modéliser les petites quantités et I'intégrale cur-
viligne, en sommant ces petites quantités, permet de passer du
local (échelle microscopique) au global (échelle macroscopique).

3. @ Une forme différentielle de classe €* sur Q) est une appli-
cation w € € (Q), E*).

Décomposition d’'une forme différentielle

4. La base canonique de E* est la base duale (¢,...,¢};) de
(e1,...,en). Pour tout 1 < k < 1, la forme linéaire ¢} est définie
par

Va=(x',...,x") €E, ¢i(x)= xF,

4.1 Pour tout 1 < k < n, la différentielle de e;: est une appli-
cation constante et, en tout point My € E, I'application linéaire
tangente a ey au point M est égale a ¢} :

¥ My €E, def(Mp) =[x xF].

On notera donc

*

(dxt,..., dx"™) (e1,....€e5).

au lieu de

4.2 Décomposition des formes linéaires

Les formes coordonnées relatives a la base (dx!,..., dx™) de E*
sont les formes linéaires

[f = flex)] € L(EY, R)

de telle sorte que

vV feE",

5. Soit w € €X(Q, E*).
5.1 Les composantes de w relatives a la base canonique de
E* sont les applications

A<i<n (M — (M) (e)]

5.2 = Pour toute forme différentielle w € €*(Q, E*), il existe une,

et une seule, famille (Py, ..., Py) de fonctions appartenant a %”k((), R)
telles que

YVMeQ,VucE wM)(u)= f Pe(M) dx* (u).
k=1

6. En pratique, on écrira :
6.1 Sin=2,

VM= (xy)€Q, w(M)=P(x,y)dx+ Q(x,y)dy.

6.2 Sin =3, pour tout M = (x,y,z) € Q,
w(M) =P(x,y,z)dx + Q(x,y,z) dy + R(x,y, z) dz.

6.3 La forme différentielle w est de classe % si, et seulement
si, ses composantes P, Q et R sont des applications de classe ¢
de () dans R.

Formes exactes

7. Une forme différentielle est, comme son nom l'indique,
une application du méme genre que la différentielle d"une fonc-
tion différentiable [2].

Un enjeu essentiel est de reconnaitre les formes différentielles
qui sont effectivement des différentielles et peuvent s’écrire sous
la forme df, c’est-a-dire de distinguer les quantités infinitési-
males qui ne sont que des quantités infinitésimales : 6Q... des
quantités infinitésimales qui sont en fait des variations infinité-
simales : dU...

74 # Une forme différentielle w € €°(Q, E*) est exacte lorsqu'il
existe une fonction F € €1 (Q, R) telle que dF = w.

On dit alors que F est une primitive de w.

7.2 Si F € €1(Q, R) est une primitive de w, alors

" oF
YVMeQ, w(M)=Y —(M)dx"
= ox
Entrainement
8. Questions pour réfléchir

1. Qu’est-ce qu'une forme différentielle sur Qsin =17

2.a Les formes dx!, ..., dx" ne sont pas des formes diffé-
rentielles.

2.b  En quel sens peut-on considérer dx!, ..., dx" comme
des formes différentielles ?

3. Sin =1, toute forme différentielle continue est exacte.

4.  Siune forme différentielle est exacte sur I'ouvert (), alors
elle est exacte sur tout ouvert contenu dans ().

9. Sur O = R?, la forme différentielle
w(x,y) =e¥dx+ (xe¥ —2y) dy
est exacte et admet F(x,y) = xe¥ — y? pour primitive.
10. Sur O = R? \ [x +y = 0], la forme différentielle
2 2

]/ X
d
Py N PR

w(x,y) = ( dy

est exacte et admet F(x,y) = xy/(x +y) pour primitive.
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I

Intégrale d’une forme différentielle

11. Une forme différentielle représente une quantité infinité-
simale. Son intégrale représente la somme de ces quantités infi-
nitésimales calculée le long d’un chemin donné.

Nous formaliserons ces idées en définissant la circulation d’un
champ de vecteurs [49].

12.1 # Soient w € %O(Q, E*), une forme différentielle continue sur
Q et T, une courbe paramétrée et orientée par l'arc ([a, b], f), contenue
dans Q).

L'intégrale curviligne de w le long de T est définie par

[w= [ wlw

12.2  Suite de [5.2] -
paramétrée par

'(t)) dt.
L'intégrale de w le long de la courbe T

Vtelab], f(t)= () e

est définie par

fon

9> (1) 34(0) .

dx_Z/kal

12.3
par

En pratique, l'intégrale de la forme différentielle définie

VMeQ, w(M)=PM)dx+Q(M)dy
le long de la courbe plane I' paramétrée par
vielad], f(t)=(x(t)yH) e

est égale a
o= [ p

13. Effet d’'un changement de paramétrage [27.36]
Soient ([a,b], f) et ([c,d],g), deux paramétrages &' -équivalents
de la courbe T'.

X (1) +Q(x(t), y(1)y'(1)] dt.

13.1  Siles paramétrages sont de méme sens, alors
b ! d /
@t rmyar= [ wlsn) (@ o) ar
13.2  Siles paramétrages sont de sens contraires, alors
b ! d /

[ G @) =~ [ w(so) (g n) ar
14. Cas des formes exactes
141  Soient F € €1(Q,R) et f = (x,y) € €'(I,R?) telle que

f(t) € Q pour tout t € I. Alors

SFEO0) = SE0) Y0+ 570 v )

dF(f(1)) (f'(1))
= (VE(f()) [ f'(1))-

14.2 = Si w est une forme exacte sur Q), de primitive F, alors

/a):F
JT

quel que soit I'arc T d’origine A et d’extrémité B contenu dans Q).
14.3 > L'intégrale curviligne d'une forme exacte le long d’une courbe
fermée est nulle.

B) —F(A),

Propriétés élémentaires

15. L'intégrale curviligne posséde essentiellement les mémes
propriétés que l'intégrale simple.

16. = Linéarité

Si wy et wy sont deux formes différentielles continues sur () et si T' est
une courbe contenue dans ), alors

/()\W1+WZ):/\/W1+/Wz.
T T Tr

17. = Additivité
Si w est une forme différentielle continue sur Q) et si T est une courbe
contenue dans Q) qui est obtenue par concaténation de deux courbes I'y

et I'», alors
/ w = / w + w.
I I I

18. Inégalité de la moyenne

18.1  Pour tout M € (), la forme linéaire w(M) est continue
sur E et |||w(M)]|| désigne sa norme relativement a la norme
euclidienne sur E.

18.2 = Soient w, une forme différentielle continue sur Q) et I', une
courbe compacte contenue dans Q). Alors

| < sup o in

oi |T'| désigne la longueur de la courbe T.

Entrainement
19. L'intégrale de la forme différentielle
w(x,y) = Y dx dy

x2 +y2 x2+y2

sur le cercle unité paramétré par
ft) =

Vtel02n], (cost,sint)

est égale a 27t.

20. Soit I', le cercle unité parcouru une fois dans le sens tri-
gonométrique. L'intégrale de

w(x,y) = (x* —y)dx+ (x+y) dy

le long de I est égale a

us
/ (cos®t —sint)(—sint) + (cos t + sint)(cost) dt = 27t.
-7

21. Le cercle T = [x? +y? — 2y = 0] est paramétré dans le
sens direct par

Vie[-mmnr], f(t)= (cost1+sint).
Si w(x,y) = —x%ydx + xy? dy, alors
s
/ w = / cos? (1 +sint)sint + cos® (1 + sint)? dt = 3;
r -7

22. Soit T, I'arc de parabole paramétré par f(t) = (t,t?) pour

€ [-1,2]. Alors

2
/nydx+(x+y)dy:/1t3+(t+t2)(2t)dt:@.
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23.  Soit T, le carré de sommets A(1,1), B(1,2), C(2,2) et
D(2,1) parcouru une fois dans le sens trigonométrique.
Si w(x,y) = (x> +y) dx + (2x + y?) dy, alors

/l_w:/OlP(l—i-t,l)dt—i—/OlQ(2,1+t)dt

1 1
—/0 P(2—t,2)dt—/0 (1,2 — 1) dt = 1.

24. Soit I', le demi-cercle paramétré par
ft) =
Si w(x,y) = x2y dx + xy(2a — y) dy, alors

vV telomn], (acost,asint).

T
/a) :a4/ — cos? tsin? t + cos® tsint(2 — sint) dt
Jr Jo

16*37‘[4
-1 v

25. Exemple de forme exacte

Soient A = (1,0) et B = (0,1).
1. L’intégrale de la forme
B
w(x,y) = (x+y)dx+ (x —y)dy
sur le quart de cercle I'j paramétré par Iy
r
Vitel0,74], f(t) = (cost,sint) ’
@) A

est égale a —1.
2. Sur le segment I'y paramétré par f(t) =

te[0,1],
1
/w:/ (“1+1-2t)dt = 1.
T, 0

3. Sur la ligne brisée I'3, union du segment [A, O] paramé-
tré par f(t) = (1 —1+0) pour t € [0,1] et du segment [O, B]
paramétré par g(t) = (0,t) pour t € [O, 1],

(1—t,t) pour

,r3w:/01(1—f)(—dt)+/01 Ctdi = —

4. Une primitive de w est la fonction F définie par

2.2

x
Y (x,y) € R?, F(x,y) = 5 L

+ xy.

26. L'intégrale de la forme différentielle

xX+vy
xZ + 12

—Y

X
x2+y2 dx +

w(x,y) = dy

le long du cercle unité I' et le long du carré I'; est égale a 27r.

I

s
NP

1

27. Soient A = (1,0) et B = (0,1). L'intégrale de la forme
différentielle

wixy) = (PP det (P - dy g

le long du triangle OAB et le long du
cercle unité est nulle, mais 1'intégrale le
long du cercle de centre A paramétré par
O

Vite[-mnmn], (1+cost,sint) A

est égale a 27t.

28. Lecerclel = [x+z = a]N[x2+y?+22 = a?] a pour

centre A = (9/2,0,9/2) et pour rayon rg = 9/,/2.

Si T est orienté par le vecteur n = (1,0,1), alors [18.104] il est

paramétré par
ft) =

A-+rycost-(0,1,0) + gsint~(—1,0,1)

pour t € [—7, 7t] et I'intégrale de la forme

w(x,y,z) =ydx+zdy+xdz

le long de T est égale a —7ta®/+/2.
29. Lecerclel = [x+y+z=1]N[x>+2
centre A =1/3-(1,1,1) et pour rayon ryg = v/2/3.

1. SiT estorienté par le vecteur n = (1,1,1), alors [18.104]
il est paramétré par

+ 2% = 1] a pour

-1,0) + r—osint-

V6

f(t) :A—i—%cost- (1,

pour t € [—m, 7]
2. Lintégrale de la forme

(1,1,-2)

w(x,y,z)=y—z)dy+(z—x)dy+ (x —y) dz

le long de T est égale a —471/,/3.
3. Laforme

w(x,yz)=y—z)dy+(x—z)dy — (x+y)dz

est exacte. Elle admet F(x,y,z) = xy — yz — xz pour primitive et
son intégrale le long de I est nulle.

III

Formes différentielles fermées

30. On cherche une méthode pour reconnaitre les formes dif-
férentielles exactes.

30.1  Suite de [5.2] — Si la forme différentielle w € €1(Q, E*)
est exacte, alors
oP; oP;
QV1<ij<n, —(M)=-—2(M).
VM e v i,j<mn, axf(M) ax’( )
30.2 # La forme différentielle de classe € définie par
n
YMeQ, wM)=Y P(M)dxr
k=1
est fermée lorsque
oP; oP;
YMeQ,V1<ij<n, a—]'.( ) = —L(M).
x
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30.3 Forme fermée en dimension 2
Si Q C R?, la forme différentielle w = P dx + Q dy est fermée
si, et seulement si,

P, - Q

VMEQ, Z-(M)= 3

5 (M).

30.4 Forme fermée en dimension 3
Si QO C R?, la forme différentielle w = Pdx + Qdy + Rdz est
fermée si, et seulement si,

9P _9Q 9P _oR 9Q AR

w2 ax T wm T

sur ().

311 Suite de [20] — La forme w n’est pas fermée.

31.2  Suitede [21] — La forme w n’est pas fermée.

31.3  Suite de [23] — La forme w n’est pas fermée.

314  Laforme w(x,y) = y(x + 1) dx n’est pas exacte.

315 Laforme w(x,y) = y? dx + x> dy n’est pas exacte.

316 La forme w(x,y) = (x* —y)dx + (x +y) dy n’est pas
exacte.

Parties étoilées

32. & Un ouvert Q) de E est étoilé lorsqu’il existe un point O € Q)
tel que [O, M] C Q pour tout point M € Q.

33. = Les parties convexes de R? sont étoilées.

34. Exemple et contre-exemple de parties étoilées

Théoréme de Poincaré

35. > Toute forme différentielle exacte est fermée.

36. Le théoreme de Poincaré [37] donne une condition suffi-
sante simple pour qu'une forme fermée soit exacte.

37. = Siw € €Y Q,E*) est une forme différentielle fermée et si
Uouvert Q) est étoilé, alors w est une forme différentielle exacte.

38. Contre-exemple fondamental
Sur O = R2\ {(0,0)}, la forme différentielle

__Y x
w(x,y) = ey dx + 2y dy

est fermée, mais pas exacte [19].

Entrainement

39. Calculs de primitives
Si l'ouvert () est rectangulaire et si

oF oG

Vivy) € =o(oy) = 5= (xy)

ox
alors [20.109.2] il existe une fonction g telle que

V(xvy) €Q, F(xy) =Gxy) +gy).

39.1  La forme différentielle
w(x,y) =eYdx+ (xe —2y)dy

est fermée sur QO = R2. Elle admet F(x,y) = xe¥ —y? pour

primitive.
39.2  La forme différentielle
3x2 + 1 243
w(x,y) = —="—dx— —dy
2 y
est fermée sur R? \ [y = 0] et admet F(x,y) = x + ¥°/;2 pour
primitive.
39.3  La forme différentielle
2x 1—2x2
w(x,y)=—dx+ dy
y y?

est fermée sur R? \ [y = 0]. Elle admet F(x,y) = (x> —1)/y pour
primitive.
39.4  La forme différentielle

— y [x2 42
w(x,y)fArctanxderEn x2 +y?dy

est fermée sur 'ouvert R? \ [x = 0]. Elle admet

= ¥ 2. .2
F(x,y) = xArctanx +ygnm y

pour primitive.

v

Théoréme de Green-Riemann

40. On consideére une partie compacte K de E dont la fron-
tiere dK est la réunion des supports d’'un nombre fini d’arcs pa-
ramétrés continus et de classe ' par morceaux.

40.1  On suppose que, pour tout point régulier My € 9K, il
existe une boule Vj centrée en M telle que Vy N K et Vp N K*
soient connexes par arcs. Une telle partie K est appelée un com-
pact a bord.

La partie du plan limitée par une courbe analogue a la lemnis-
cate [27.108] n’est pas un compact a bord.

40.2  On suppose enfin que la frontiére peut étre paramétrée
de telle sorte que, pour tout point My € 0K, il existe un scalaire
Ag > 0 assez petit pour que le vecteur My + A - N appartienne
a K (ou (T,N) est la base de Frenet au point My). Cela signi-
fie concretement que le compact K est a gauche de sa frontiere
lorsqu’on parcourt celle-ci. On dit alors que K est un compact a
bord orienté.
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40.3  La frontiere d’'un compact a bord orienté n’est pas néces-
sairement connexe par arcs.

41. = Soient w = P dx + Qdy, une forme différentielle de classe ¢
sur QY et A C Q), une partie compacte a bord orienté. Alors

/aAde—&-Qdy://A(%—S—g—I;) dxdy.

42. On peut lire l'intégrale double comme l'intégrale d'un
déterminant.
ai P
/ de+Qdy:// x| dxdy
2A Ald
T

Calculs d’aires

43. = L’aire d'une partie compacte a bord orienté A est égale a

'/aA(fy)dx:/andy: %/aA —ydx+xdy.

44, L'aire en vert (resp. en rouge) est comptée positivement
(resp. négativement).
Yy Y
X X
(g o 7
y A Yy y
o X
S’ g

<

<

<

45. L’aire limitée par 1’astroide paramétrée par
Vite[0,27], f(t) = (cost,sin’t)

est égale a 371/8.
46. L’aire de I’arche de cycloide paramétrée par

Vitel0,2n], f(t)=(t—sint,1—cost)

est égale a 3.

Calcul en coordonnées polaires

Entrainement

47. Questions pour réfléchir

1. Que vaut I'intégrale curviligne de la forme
—ydx+xdy
Ww=—a 2
xs+y
lorsque la courbe T est paramétrée en coordonnées polaires ?

Cela permet-il d’expliquer pourquoi cette forme fermée n’est pas
exacte?

v

Champs de vecteurs

48. # Un champ de vecteurs sur () est une application V de Q)
dans E.
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A 1a forme différentielle w définie par
n
w(M) = Y P(M) dxF
k=1

correspond le champ de vecteurs V défini par
V(M) = (Py(M),...,Py(M)).

Si on interprete un champ de vecteurs V comme un champ de
forces, la forme différentielle w qui lui est associée est le travail
de ce champ de forces pour un déplacement élémentaire.

Circulation d"un champ de vecteurs

@.a circulation d'un champ de vecteurs s’interpréte comme la
quantité d’énergie associée a un déplacement donné dans le do-
maine () sur lequel s’exerce le champ de forces.

49. # Soit V € €°(Q, E), le champ de vecteurs associé a la forme
différentielle w € €°(Q, E*). La circulation de V le long de T (ou
le travail de V le long de T') est l'intégrale curviligne de w sur T

Champ dérivant d’un potentiel

50. # Le champ de vecteurs V € €°(Q), E) dérive du potentiel U
lorsque U est une application de classe €' de Q) dans R, telle que

YMeQ, V(M)=VUM).

Entrainement

51. Questions pour réfléchir

1. La circulation d'un champ de vecteurs le long d’une
courbe I' qui dérive d'un potentiel U est égale a la variation du
potentiel entre I'origine et I'extrémité de I', indépendamment du
chemin parcouru entre ces deux points. Que dire de la circula-
tion d’un champ qui dérive d’un potentiel le long d"une courbe
fermée?

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

52. Exemples et contre-exemples

1.2 Exemple de forme différentielle exacte.

1.b Exemple de forme différentielle exacte sur un ouvert (),
qui nest pas exacte sur un ouvert )y D ().

2.  Exemple de forme différentielle fermée qui n’est pas
exacte.

3. Exemple de forme différentielle qui n’est pas fermée.

53. Méthodes

1. Comment démontrer qu'une forme différentielle conti-
nue est exacte ?

2.  Comment démontrer qu'une forme différentielle n’est
pas exacte?

54. Questions pour réfléchir

1.a  Quelle différence entre R” muni de sa structure eucli-
dienne canonique et un espace euclidien de dimension n quel-
conque?

1.b Que signifieraient dx!, ..., dx" dans ce cas?

2. Condition pour que l'intégrale curviligne d’une forme
fermée le long d’une courbe fermée soit nulle?

3. Comparer la formule de Green—-Riemann et le théoreme
de Poincaré [37] pour une forme différentielle fermée.

Approfondissement

55. Suite de [31.4] - On note I', une courbe fermée simple,
parcourue dans le sens trigonométrique.

1. SiT =[x +y?—ax = 0], alors

/w_na3
r 4

2. SiT = [b?x? + a?y? = a?b?], alors [pw =0.
3. SiT = [b?x? + a%y? — 2ab’x — 2a%by = 0], alors

_ mab(a—Db)
/rw*T'

4. Lintégrale de w le long d"un cercle I est nulle si, et seule-
ment si, le centre du cercle est situé sur la diagonale [y = x].

56.1 Si f et g sont deux fonctions de classe ¢! sur R telles
que la forme différentielle

w(x,y) =€ f(y)dx +e*g(x) dy
soit exacte, alors il existe trois constantes K1, K, et K3 telles que
F(x,y) = Kyye™ + Kze* + Koy

soit une primitive de w.

56.2 Si f et ¢ sont deux fonctions de classe ¢! sur R telles
que la forme différentielle

a)(x,y,z) = 2xz dx+f(y)g(z)dy+ (xz + y;) dz

soit exacte, alors f est linéaire, g est affine et il existe une
constante K telle que

1
F(x,y,2) = x>z + Eyzz + Ky?

soit une primitive de w.

56.3 Si f est une fonction de classe ¢! sur R? telle que la
forme différentielle

W(x,y,2) = (yz + Py?) da + (2 + ) dy + f(x,) dz

soit exacte, alors il existe une constante K telle que
133
F(x,y,z) = xyz+ XY + Kz
soit une primitive de w.

Pour aller plus loin

57. Questions pour réfléchir
1.

58. Forme argument [38]
On considere ici la forme différentielle [19]

X

d
x+xz_~_yz

— d
a)o(x,y) 2+ yz v
qui est fermée mais pas exacte sur Q = R?\ {(0,0)}.
58.1  Homotopie
1. Soit I', le support de 'arc paramétré par

f() = (x(1), (1))

ol f est une fonction de classe 1, de période 27 et qui ne
s’annule pas.
Alors l'intégrale de la forme wy le long de T’ est égale a 27t.

Vite|-nm,
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2. On retrouve ainsi le résultat du [26] en remarquant que
1
w = wy+ 5 dF

ott F(x,y) = fn(x? +1?).
58.2 Primitives locales d’une forme fermée

1.a  Siune forme différentielle w est fermée sur (), alors pour
toute boule ouverte B,(My,r) contenue dans (), il existe une

fonction F de classe ¢! sur B,(Mj,7) telle que w = dF.
1.b Pour tout M € By(My,r), on note I'(M), le segment
d’origine My et d’extrémité M. La fonction F définie par

F(M):/ w

Jr(m)

est une primitive de w.
2. Lafonction Fy définie par

Fo(x,y) = 2 Arctan = Arg(x + iy)

est une primitive de la forme wy sur l'ouvert
Qo =R?\ ([y =0/ N [x <0]).
3. Lafonction F; définie par
Fi(x,y) = Arctan(¥/x)

est une primitive de wy sur 'ouvert Q1 = R* x R.
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Equations différentielles ordinaires

I

Problémes différentiels

1. Mise sous forme résoluble
La théorie des équations différentielles ne s’applique qu’aux
équations écrites sous forme résoluble :

1) X' = f(tx)
ott f € €°(U,E), en notant E, I'espace des phases et U, un

ouvert de R x E.
1.1 Pour I'équation

(4+£2)x = 4422,

I'espace des phases est R, 'ouvert U est R x RR et la fonction f
est définie par

44 x2
4427

V(t,x)el, f(tx)=
1.2 Pour I'équation

V1—2x /1 -x2=0,

'espace des phases est R, l'ouvert U est |—1,1[ x |—1,1] et

1—x2
vV (t,x) e U, f(t,x):m.

1.3 Equation du pendule
Pour I'équation
0" +sinf =0,

l'espace des phases est R2, 'ouvert U est R x R? et
v (t/xl/xz) € u/ f(t/xllxz) = (Xz, - Sinx1)-

1.4 Pour I'équation

txx —2t(x")? —xx' =0,
l'espace des phases est R?, 'ouvert U est R* x R* et

Xz)
F )

2x3
v (t/xl/xz) S U, f(t/xllxz) - <x2/ 72 +
1

1.5 Pour le systeme différentiel
X = 2x + y?
y =y +x -y

I'espace des phases est R2, 'ouvert U est R x R? et

YV (t,x1,x0) €U, f(tx1,x)=(2x1 +x§, —X7 +x% - xz).

I.1 Notions de solution

2. # Une fonction ¢ est une solution sur l'intervalle I de I'équa-
tion différentielle (1) lorsque ¢ € €' (I, E) et que

Viel, (Lo(t) el et ¢'(t)=f(to(t)).

3. Equations linéaires

3.1 # L'équation différentielle (1) est linéaire lorsque U = Iy X E
et que, pour tout t € Iy, application [x — f(t,x)] est une fonction
affine de E dans E.

3.2 Si f : I xE — E est continue et si, pour tout t € I,
I'application [x — f(, x)] est une fonction affine, alors il existe
une fonction continue a : I — L(E) et une fonction continue
b : I — E telles que

YV (t,x) € IXE, f(t,x)=a(t)(x)+Db(t).

4. Equations autonomes
41 & Une équation différentielle autonome du premier ordre
est une équation de la forme

) x

oit h est une fonction continue d’un ouvert QO C E dans E.
4.2 Si I'équation (1) est autonome, alors U
f(t,x) = h(x) pour tout (t,x) € R x Q.

4.3 Soit ¢, une solution de I"équation autonome (2) sur 1'in-
tervalle I. Quel que soit T € R, la translatée [t — ¢(t + T)] est
une solution de (2).

4.4 Lorsque 'espace des phases E est un plan, une équation
différentielle autonome s’écrit en général sous la forme d’un sys-
téeme différentiel :

oil g1 et g» sont continues d’un ouvert QO C R? dans R.
Le systeme (3) peut étre mis sous la forme (2) en posant

R x Q) et

X' = gi1(x,y)

©) ¥ = g2(xy)

h(x,y) = (81(x,y),82(x,v)).

4.5 Equation autonome du second ordre
Une équation différentielle scalaire autonome du second ordre

x" = F(x,x)

peut étre mise sous la forme (3) :

{

et sous la forme (2) en posant h(x,y) = (y, F(x,y)).

x; =y
y' = Floy)

1.2 Conditions supplémentaires

5. Problémes de Cauchy

5.1 # On appelle condition initiale pour I'équation différentielle
(1) tout couple (to, xg) € U.

5.2 # Le probléme de Cauchy associé a I'équation différentielle (1)
et a la condition initiale (ty, xg) € U consiste a trouver les fonctions
@ telles que

) { ¢'(t) = f(t (1))
@(to) = xo-
5.3 Si ¢ est une solution du probleme de Cauchy (4), alors

¢(to) = xo et ¢'(to) = f(to, x0)-
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6. Formulation intégrale d'un probléme de Cauchy

La fonction ¢ est une solution sur I du probleme de Cauchy
associé a la condition initiale (#, xg) € U si, et seulement si, elle
est continue sur [ et

o(t) =+ [ fls,p(s)) ds

pour tout t € I.

7. Prolongement d’une solution
Soit ¢, une solution de (1) sur un intervalle borné
I=]a, Bl

On suppose que ¢ tend vers /_ € E au voisinage de « et vers
{4 € E au voisinage de f.

Si(a,0-) € Uet (B l+) € U, alors le prolongement défini par
¢(a) = (_ et par ¢(B) = {4 est une solution de (1) sur [a, B].

8. Exemples de problemes aux limites

On parle de problemes aux limites (Boundary Value Problems),
par opposition aux problemes de Cauchy (Initial Value Problems),
lorsqu’on cherche les solutions de ’équation différentielle (1) qui
sont définies sur un intervalle donné I et qui vérifient en outre
des conditions imposées aux extrémités de cet intervalle.

8.1 Soient (a,b) € R? et T > 0. Exprimer les solutions de
I’équation

Z"+z2=0
telles que z(0) = a et z(T) = b.
8.2 Toutes les solutions sur I = 0, +oo[ de 1’équation
' +z=/Int

restent bornées au voisinage de 0; aucune n’est bornée au voisi-
nage de +oco.

Entrainement
9. Questions pour réfléchir
1. Sif : U — E est de classe €7 (resp. de classe ),

alors toute solution de 1’équation (1) est de classe €7 *! (resp. de
classe ).

2. Sife @ (URYetsip=(x,..
sur I de I'équation (1), alors

¢"(t) = df(t@(t) (1, ¢/ (t)).

Exprimer ¢ () en fonction des dérivées partielles de f et des
composantes X1, ..., X, de ¢. Que devient ¢’ (t) lorsque n = 1?

3. Sil’équation (1) est linéaire, alors 1’ensemble de ses solu-
tions sur I est une partie convexe de ¢ (I, E).

4.  Suite de [4.3] — Quel est l'intervalle de définition de la
solution [t — ¢(t+T)]?

5. Sif e ¢%®(U,E), alors le probleme de Cauchy (4) admet
au plus une solution développable en série entiere au voisinage
de to.

., Xy ) est une solution

Vtel,

I

Théorie de Cauchy-Lipschitz

10. On étudie les solutions du probleme de Cauchy

x(tg) = x
6 0

ou f est une fonction continue d'un ouvert U de R x E dans E
et (to, XO) e Uu.

II.1 Solutions locales

11. # Une solution locale du probleme de Cauchy (5) est un couple
(L, @), oit I est un intervalle de R qui est un voisinage de ty et ¢ €
€1(1,E) est une solution sur I du probleme de Cauchy associé a la
condition initiale (ty, xg).

Théoreme de Cauchy-Lipschitz local (admis)

12. = On suppose que f : U — E est de classe €. Alors, quelle que
soit la condition initiale (to, xo) € U, il existe un intervalle I € ¥ (tg)
tel que le probleme de Cauchy associé a (tg, xp) admette une, et une
seule, solution sur I.

Prolongements d’une solution

13. On suppose ici que les hypotheses du théoreme [12] sont
vérifiées.

13.1 = On suppose que f € €1 (U, R), que I = |a, B[ et qu'il existe
une solution go € ¢ (I, E) de I'équation (1) tendant vers £ € E au
voisinage de .

Si (B, £) € U, alors il existe r > 0 et un prolongement @1 de @o qui
est solution de (1) sur o, B+ r[.

Unicité globale

14. On suppose que les hypothéses du théoreme [12] sont
vérifiées et on considere deux solutions locales (I, ¢) et (], 1) du
probléeme de Cauchy (5).

14.1 = Soient f € €1(U,E) et (ty,xo) € U. Si (I, ) et (], ) sont
deux solutions locales du probleme de Cauchy (5), alors ¢ et ¢ sont
égales sur I N J.

II.2 Solutions maximales

15.  # Une solution (d'une équation différentielle ou d’un probleme de
Cauchy) est maximale lorsqu’elle n’est la restriction d’aucune autre
solution.

16. = Soient f € €'(U,E) et (to,xo) € U. Il existe une, et une
seule, solution maximale du probleme de Cauchy (5) associé a la condi-
tion initiale (to, xq).

Trajectoires

17. # Les trajectoires de I'équation x' = f(t,x) sont les graphes
(dans R x E) des solutions maximales de cette équation.

Comportement asymptotique des solutions maximales

18. Une solution maximale (I, ¢) de (1) est définie tant que

son graphe
I={(tot) tel}
est contenu dans I’ouvert U.

19. = Si ¢ est une solution maximale de (1) définie sur un intervalle
|, B[ avec B < +oo0, alors sa trajectoire sort de tout compact K C U :

VKcU Vtelnpl, Jux>t, (u,¢u)) eU\K.

III

Equations autonomes

20. On se restreint maintenant aux équations différentielles
de la forme (2) ot & est une fonction continue d"un ouvert Q) C E
dans E. Le probléme de Cauchy associé a une condition initiale
(to,xg) € R x Q) est alors le suivant.

x(to) = xo
©) { ¥(1) = h(x(t))

Dans I'étude théorique des équations autonomes, on supposera
toujours que la fonction & est de classe ! sur I'ouvert Q C E, de
telle sorte que la conclusion du théoréeme de Cauchy-Lipschitz
global (théoreme [16]) soit vraie.
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Invariance par translation
Courbes intégrales et orbites

21. Pour les équations différentielles autonomes, la notion
de courbe intégrale dans 1’espace des phases E est préférable a
la notion de trajectoire dans R x E.

21.1 # Les courbes intégrales de I'équation différentielle autonome
(2) sont les supports dans E des solutions maximales (I, @), considérées
comme des arcs paramétrés.

21.2  Une équation différentielle autonome (2) peut étre consi-
dérée comme un champ de vecteurs sur 'ouvert () et dans ce
cas, les courbes intégrales de 'équation différentielle sont les
lignes de champ.

22. # L'orbite de x € Q) est le support de la solution maximale
(I, @x) du probleme de Cauchy (6) associé a (tg, xg) = (0, x).

III.1 Etude locale

On suppose toujours que les hypotheses du théoreme [16] sont
vérifiées.

Au voisinage d’un point régulier

23. # Un point xg € Q) est un point régulier pour I'équation auto-
nome (2) lorsque h(xy) # Of.

24. Redressement du flot

Pour tout x € (3, on note (Iy, ¢x), la solution maximale du pro-
bleme de Cauchy associé a la condition initiale (0, x). On pose
alors

(t, x) = px(t)

pour tout couple (t,x) tel que x € Q et t € I,.
1. Pour touss, t et x tels que les expressions suivantes aient
un sens,

D(t, d(s,x)) = D(t+5,x).
2. Pour toutx € Q),

a0

P(0,x) =x et 5

(0,x) = h(x).

3. llexistea > 0etr > 0tel que

YV x € Bo(x0,7), |-, af C L.

4. Si xp est un point régulier, alors il existe un difféomor-
phisme ¥ d’un voisinage V de xy sur un voisinage W de x tel
que

Vx€Bo(xg,r), Vie]—aal, ¥(px(t) =x+t h(xg).

Que dire de l'allure des courbes intégrales au voisinage d’un
point régulier xg ?

Points stationnaires

25. # Le point xg € Q) est un point stationnaire pour I'équation
différentielle autonome x' = h(x) lorsque h(xp) = 0.

26. Equilibre dans un champ de potentiel

1. Sile champ de vecteurs /1 dérive d’un potentiel U :

VxeQ, h(x)=-VU(x),
alors I'expression U(¢(t)) est décroissante, quelle que soit la
solution (I, ¢) de I'équation (2).

2. Si le potentiel U atteint un minimum (resp. un maxi-
mum) en xg € (), on dit que xy est un point d’équilibre stable
(resp. instable) : commenter.

Linéarisation au voisinage d’un point stationnaire

27. Comme la fonction # est de classe ¢! sur (), si Xp est un
point stationnaire, alors

h(xo +u) = dh(xg)(u) + o(u)

pour tout vecteur u € E proche de 0g. Il est donc naturel de
comparer les courbes intégrales de 1’équation autonome (2) au
voisinage du point xy avec les courbes intégrales de 1’équation
autonome linéaire

@) x'(t) = dh(xo) (x(t))

qui est une équation linéaire a coefficients constants.
La comparaison des courbes intégrales de (2) et de (7) est un
probléme théorique délicat.

II1.2 Etude globale
Solutions périodiques

28. = Si (1, ¢) est une solution maximale de I'équation autonome (2)
et s’il existe T > O et ty € I tels que

¢(to) = ¢(to +T),
alors I = R et la fonction ¢ est périodique, de période T.

to+Tel et

29.

N

Equation du pendule
Etudier les lignes de niveau de

H(x,y) = %yz — COS X.

En déduire quelles sont les courbes intégrales fermées et celles
qui sont bornées. Interprétation physique.

S ——

|

I

»
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Comportement asymptotique

30. On suppose que h € €1(Q, E) pour que les hypotheses
du théoreme [16] soient vérifiées sur 1’ouvert Q).

Soit (o, B[, ¢), une solution maximale de (2).

30.1 = Soit ¢ € €' (|w, B[, E), une solution maximale de I'équation
(2) qui tend vers £ € ) au voisinage de B. Alors p = +oco et £ est un
point stationnaire.

—~

Systemes linéaires autonomes du plan

|
|

N
W7

\

A

\J

I

-d
-

\

]

/|

|

R

III.3 Techniques de calcul
Séparation des variables (en dimension 1)
31. On considere une fonction & de classe €! d’un intervalle

ouvert ) C R dans E = R et xp € (2. On peut donc appliquer
le théoreme [16].

32 On suppose que h(xg) # 0 et on note (I, ¢), la solution
maximale du probléme de Cauchy associé a la condition initiale
(O/ XO ) °

Intégrales premieéres

33. # Une application H € €1(E,R) est une intégrale premiére
de I'équation différentielle autonome (2) lorsque, pour toute solution
(I, ) de cette équation, I'expression H(¢(t)) est constante.

34. Intégrales premieéres et formes différentielles
1. Sila forme différentielle

w = —g(x,y)dx+ f(x,y)dy

est exacte, alors une primitive de w est une intégrale premiere
du systéme autonome

X = f(xy)
®) {y’ = g(x,y).

2. Toute équation différentielle de la forme
X" +6(x) =0

admet une intégrale premiére : laquelle ? Expliquer la notion de
systéme conservatif.

3. Sila forme différentielle w admet un facteur intégrant
K, alors toute primitive de la forme exacte

wo = —K(x,y)g(x,y) dx + K(x,y) f (x,y) dy

est une intégrale premiére du systeme autonome (8). Etudier la
réciproque.
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Courbes et surfaces

On compare différents modes de représentation des courbes
(dans le plan et dans l'espace) et des surfaces.

Représentations de droites et de plans

1. Une droite du plan peut étre représentée

— par la donnée d'un point et d"un vecteur directeur (représen-
tation paramétrique) :
A + R ° ul

— par la donnée d"une équation cartésienne (représentation car-
tésienne) :
ax+by+c=0,

— ou par une expression affine (graphe d’une fonction affine) :

Yy =mx+p.

2. Question ouverte
Comment passer d’une représentation a une autre ?

3. Question ouverte
Quelles sont les trois maniéres de représenter un plan de R3?
Comment passer d’une représentation a une autre ?

4, Question ouverte
Quelles sont les trois manieres de représenter une droite de R3?
Comment passer d’une représentation a une autre ?

Courbes planes

5. 11y a deux manieres de définir une courbe plane :
— explicitement au moyen d’un paramétrage

(x(£),y(1))
— ou implicitement par une équation cartésienne.

F(x,y) =0

6. Le graphe d’une fonction ¢ : I — R peut étre représenté
aussi bien sous forme paramétrique :

f(t) = (to(t))

que sous forme implicite :

tel

Flx,y) =y — ¢(x) =0.

7. Question ouverte

Le cercle unité est représenté implicitement par 1’équation car-
tésienne [x? +y? — 1 = 0] et explicitement par le paramétrage
f(t) = (cost,sint) pour t € |-, 7t]. Est-il le graphe d’une fonc-
tion ? Est-il I'union des graphes de deux fonctions de classe ¢! ?
Il est I'union des graphes de quatre fonctions de classe €.

I.1 Représentation paramétrique

8. On suppose que la courbe I est le support de l'arc (I, f),
ott f : I — R? est une fonction de classe .
8.1 @ Le point My = f(to) est un point régulier de T lorsque

f'(to) # 0.

8.2 @ La tangente a la courbe T en un point réqulier My = f(to)
est la droite
Tpm, T =My +R- f/(to).

8.3 # Lanormalea T en un point réqulier My est la perpendiculaire
a Ty, I issue de M.

9. Propriété a vérifier
Si ¢ € €'(I,R), tous les points de 'arc paramétré

f(t) = (to(t))

sont réguliers. Les droites tangentes au support de (I, f) sont
aussi les tangentes au graphe de ¢.

1.2 Représentation cartésienne

10. On suppose que la courbe T est représentée par une
équation cartésienne :

I = [F(x,y) =0

ott F est une fonction de classe ! d’un ouvert QO C R? dans R.
11. Question de synthese

Représentation cartésienne des coniques de R?.

12. Propriété a vérifier

La lemniscate, définie par p? = cos 26, est représentée par (x> +
y2)2 — 2% +12 = 0.

13. Propriété a vérifier

La cissoide, définie par

VieR, x(t)

“ie

est représentée par y2(1 — x) — x3 = 0.
14. Propriété a vérifier
La cardioide, définie par p = 1 + cos 0, est représentée par

(x2+y27x)27x27y2:0.

15. Propriété a vérifier
Le support de I'arc paramétré par

1-—1#2 2t

VtER, T ) =
< e YW=E1p

x(t)

est contenu dans le cercle unité [x? +y? — 1 = 0]. Y a-t-il égalité ?

Tangente en un point régulier

16. v Le point My = (xo,y0) de T est un point régulier lorsque
Vapplication linéaire tangente dF(My) n'est pas la forme linéaire
nulle.

17. Propriété a vérifier

Le point My est régulier si, et seulement si, la forme linéaire
dF(Mp) est surjective.

18. Propriété a vérifier

Le point My est régulier si, et seulement si, le vecteur VF (M)
n’est pas nul.
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19. # La tangente a I’ au point My est la droite

My + Ker[ dF(My)].

20. Propriété a vérifier

La normale a I au point M est dirigée par VF(My).
21. Question ouverte

La tangente a I' au point M est représentée par

g—i(Mo) [x — x0] + %(MO) [y —yo] =0.

Comparer avec le développement limité a 'ordre 1 de F au voi-
sinage de M.

22. Question ouverte

Si F(x,y) = y — ¢(x) avec ¢ € €'(I,R), tous les points de la
courbe définie par 1'équation [F(x,y) = 0] sont réguliers. Com-
parer les tangentes a cette courbe avec les tangentes au graphe
de ¢.

1.3 Equivalence locale des représentations

23. Sous quelles conditions peut-on passer d’une représen-
tation a une autre?

On commence par étudier le cas d’une courbe représentée pa-
ramétriquement avant d’étudier le cas d"une courbe représentée
par une équation cartésienne.

Représentation intrinseque
24. On suppose que la courbe T est le support d’un arc (I, f)
et que My = f(tg) est un point régulier de cet arc.

25. Question ouverte
Si x’(tg) # 0, alors il existe & > 0 tel que

0 = [h— x(tp+h)]

réalise un difféomorphisme de |—«, a sur un intervalle | et une
fonction ¢ : ] — R de classe ¢! telle que

y(t) = (x(t)).

Vte }fo *ﬂ,t0+lx[/
Que vaut ¢’ (x(tp)) ?

Théoreme des fonctions implicites (admis)

26. Question ouverte
Soit My, un point régulier de la courbe I' définie par F(x,y) = 0.

Alors SF SF
35 (Mo) #0 ou @(Mo) # 0.

Que dire de la direction de la tangente a I' au point M, dans
chacun de ces deux cas?

27. = Soient F € €(Q,R) et My € Q, un point tel que

F(MQ)IO et %(MQ)#O

1l existe deux réels « > 0 et B > 0 et une fonction
g €€ (Jxo — o, xo +a[,R)
tels que
Flxy) =0 <= y=g(x)

pour tout (x,y) € Jxg — a, xo + a X Jyo — B, yo + B[
NB : Faire une figure pour illustrer le théoreme.
28. Propriété a vérifier

8(x0) = yo

29. Propriété a vérifier

Vxelxg—axo+af, F(x,g(x)) =0.

30. Question ouverte
Que vaut ¢’(xp) ? Quelle est la tangente au graphe de ¢ au point
My?

31. = Soient F € €1(Q,R); My € Q, un point tel que

F(Mg) =0 et %(Mo) £0.

11 existe deux réels -y > 0 et 6 > 0 et une fonction

he € (Jyo—6,y0+ [, R)

tels que
F(x,y) =0 < x=h(y)

pour tout (x,) € [x0 —7,%0 + [ X lyo — &,y + .

NB : Faire une figure pour illustrer le théoreme.

32. Question ouverte

Que vaut /'(xg) ? Quelle est la tangente au graphe de h au point
My?

33. Question ouverte

On suppose que My est un point de I' tel que

(M) £0 et %(M@ £0,

Comparer les fonctions g et 1 données par les deux versions du
théoréme des fonctions implicites.

Réponse : Sur un voisinage convenable de My, ce sont des bijec-
tions réciproque 1'une de l’autre.

NB : Faire une figure!

34. Question ouverte
En quels points du cercle unité [x*> + y? = 1] peut-on appliquer
les deux formes du théoréme des fonctions implicites ?

II

Surfaces

II.1 Graphe d'une fonction

35. Les surfaces rencontrées jusqu’ici, outre les surfaces
simples (plans, quadriques), sont les graphes des fonctions g :
U — R, o1 U est un ouvert de R?.

36. Propriété a vérifier

Si (x9,y0,20) appartient au graphe d'une fonction ¢ : U — R,
alors zg = g(x0,Y0)-

37. #Sig € ¢V (U,R) et si My = (xo,y0,20) est un point du
graphe ¥ de g, alors le plan tangent a . au point My est le plan

%) )
2= 20+ 5 (30,40) (¥ = x0) + 5 (30,40) (¥ = ¥o).

38. Question ouverte

Si f est une application affine d’'un espace vectoriel normé
(E[-[ly, alors f(u) = O(1) lorsque u est voisin de 0. Condi-
tion pour que f(u) = o(l) au voisinage de Og? pour que
f(u) =o(u)?

39. Question ouverte

Comparer I'équation du plan tangent et le développement limité
a l'ordre un de g au voisinage de (xo, yo)-
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Position par rapport au plan tangent
40. On suppose que g est de classe €2 et on utilise les nota-
tions de Monge :
g g g
= — , = — , f = — ,
e (x0,%0) s axay(xo Yo) a2 (x0,%0)

pour alléger l'écriture de la matrice hessienne :

41. Propriété a vérifier

Si la matrice hessienne H est définie positive (resp. définie né-
gative), alors la surface ¥ est localement située au-dessus (resp.
au-dessous) de son plan tangent Ty, Z.

42, Propriété a vérifier
Si rt —s? < 0, alors la surface T traverse son plan tangent Ty, Z.

II.2 Représentation paramétrique

43. # Une nappe paramétrée est le support d’une application f de
classe €1 de U, ouvert de R?, dans RS.

Vi(s,t)el, f(st)=(x(st), y(s t), z(s,t))

44, Question ouverte
Nature géométrique de la nappe paramétrée par

V(s,t) ER? f(s,t)=A+s-u+tt-ov

et rang de df(s,t) en fonction de (s, t) € R?.

Plan tangent en un point régulier

45. & Le point Mo = f(so, to) est un point régulier de la nappe L.
paramétrée par (U, f) lorsque I'application linéaire tangente

df (so, to) € L(R% R?)

est injective.

46. & Si My = f(so, to) est un point régulier de la nappe ¥, alors le
plan tangent a ¥. au point My est défini par

Tpm, = = My + Im[ df(so, fo)].

47. Propriété a vérifier
Le point My = f(sp, o) est un point régulier si, et seulement si,
les vecteurs

of

0
% (s0,tp) et a—{ (s0,to)

ne sont pas proportionnels et dans ce cas,

) )
TMOZ =My + VeCt(a—'Z(SQ, to), a—{(S(), to)) .

48. Propriété a vérifier

Le point My = f(sg,tp) est un point régulier si, et seulement si,
le vecteur af

= (so,t

2L (s0,10)

n’est pas nul et, dans ce cas, le vecteur n(sy, ty) dirige la normale
a X au point M.

d
n(so, to) = a—{(sol to) A

49. Question ouverte
Représentation cartésienne du plan tangent Ty, X.

50. Question ouverte
Comparer le plan tangent a X et le développement limité a
l'ordre un au voisinage de (sg, o) de la fonction f.

Exemple : Graphe d’une fonction

51. Le graphe X d’une fonction ¢ de U C R? dans R est une
surface paramétrée par

flu,0) = (u,0,8(u,v)), (u,0)€U.

52. Propriété a vérifier
Tous les points de X sont réguliers et le plan tangent a ¥ au point
My = (x0,Y0,20) = f(1o,v9) admet

0 )
< (1,00) (x = x0) + 28 (10,00) (v = y0) = 2 — 20

pour équation cartésienne.

Exemple : la sphére unité

53. On consideére I'application f : R? — R définie par

V (s,t) € R%,  f(s,t) = (coss cost, sins cost, sint).

54. Propriété a vérifier
Le point My = f (s, t) est régulier si, et seulement si,

s
t¢ = 7
¢+
et dans ce cas, le plan tangent Ty, X est orthogonal a O M.

Exemple : Cones

55. # On considere une courbe I', contenue dans un plan P, et un
point A situé hors du plan P. Le cdne € de sommet A et de base I est
I'ensemble des droites issues de A et passant par T', appelées directrices
de €.

On dit aussi que le cone ¢ s’appuie sur la courbe T'.

NB : Faire une figure!

56. Propriété a vérifier

Etant donné un paramétrage (M(t), t € I) de la courbe plane T,
l'application f : R x I — R3 définie par

V(s,t) eRXI, f(st)=A+s-AM(t)

est un paramétrage du cone €.

57. Propriété a vérifier

Le sommet A est un point singulier du céne %'

58. Question ouverte

Exemple de cone admettant des points singuliers autres que le

sommet ?

59. Propriété a vérifier

Si (I, M) est un paramétrage régulier de T, alors le sommet A

est I'unique point singulier du céne 7.

60. Propriété a vérifier

Si M est un point régulier du céne ¢, la directrice
A+TR-AMj

est contenue dans le plan tangent a ¢ au point M.

Exemple : Cylindres

61. # On considere un plan P, une courbe I C P et un vecteur u
n’appartenant pas a la direction de P. Le cylindre € de base I et de
direction R - u est I'ensemble des droites affines (M + R - u), le point
M parcourant la courbe T', appelées directrices de € .
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62. Propriété a vérifier
Si (I, M) est un paramétrage régulier de T, alors l'application
f : R x I — R3 définie par

V(s,t) eRxI, f(s,t)=M(t)+s-u

est un paramétrage du cylindre 4 dont tous les points sont ré-
guliers.

63. Question ouverte

Exemple de cylindre admettant des points singuliers ?

64. Propriété a vérifier

Pour tout point My € %, la directrice Mg + IR - u est contenue
dans le plan tangent en M au cylindre €.

65. Question de synthese

Soit ¢, un cylindre de direction R - u, représenté par I'équation
cartésienne F(x,y,z) = 0, ou F € ¥ (U, R). Pour tout point
My € €, le gradient VF(M)j) est orthogonal au vecteur u.

I1.3 Représentation cartésienne

66. On suppose que la surface X est représentée par une
équation cartésienne :

¥ = [F(x,y,2z) =0]

ot F est une fonction de classe ¢! d’un ouvert Q) de R? dans R.
De ce point de vue, les surfaces les plus simples sont les plans
affines (la fonction F est une forme affine) et les quadriques (la
fonction F est une fonction polynomiale de degré deux).

Plan tangent en un point régulier

67. # Un point My = (xo,Y0,20) est un point régulier de %
lorsque la forme linéaire dF (M) est surjective.

68. Propriété a vérifier

Le point My est un point régulier de X si, et seulement si,
F(My) =0et VF(My) # 0.

69. @ Le plan tangent a X au point régulier My est le plan
My + Ker[ dF(My)].

70. Propriété a vérifier
Le plan tangent a ¥ au point régulier My est représenté par
I’équation cartésienne suivante.

oF oF oF

= (Mo) (x — x0) + @(Mo) (¥ = yo) + 5 (Mo) (z—20) =0

71. Propriété a vérifier

La normale a ¥ au point régulier My est la droite issue de My et
dirigée par le vecteur VF(My).

72. Question ouverte

Si F est une forme affine non constante, alors X est un plan affine,
tous les points sont réguliers et, en tout point My € %, le plan
tangent a X est confondu avec X.

Exemple : Graphe d’une fonction

73. On suppose que la surface ¥ est le graphe d’une fonc-

tion ¢ € €1 (U, R) : elle est donc représentée implicitement par
I’équation suivante.

F(x,y,z) = ¢(x,y) —z=0

74. Propriété a vérifier
Tous les points de X sont réguliers et le plan tangent a ¥ au point
Mo (x0,Y0,20) est représenté par

9 9
2= 20+ 5 (o, (= 30) + 52 (30, 0) (4~ o)

Théoreme des fonctions implicites
75. Le théoréme des fonctions implicites montre que, au voi-
sinage d"un point régulier, une surface définie implicitement par

[F(x,y,2z) = 0]
peut aussi étre vue comme le graphe d’une fonction.
76. = Soit Q), un ouvert de R3; F € €*(Q,R) et My(x0,V0,20),
un point de Q) tel que F(My) = 0. Si

oF

g(MO) #0,

alors il existe un réel v > 0, un voisinage W de (xq,yo) dans R2 et
une application ¢ € €%(W,R) tels que

= z=¢(x,y).

77. Question ouverte
Enoncer le théoreme analogue au théoreme I1.3 en supposant
que

oF oF
E(MO) #0 ouque @(Mo) # 0.
771 Réponse 1:

F
Si g_x (Mp) # 0, alors il existe un réel @ > 0, un voisinage U de

(yo,20) dans R? et une application x € €*(U, R) tels que

F(x,y,z) =0
(y,z) e U
x € Jxg—a,x0+af

— x=x(y,2).

77.2
oF
Si @(Mo) # 0 alors il existe un réel B > 0, un voisinage V de

(x0,20) dans R? et une application ¢ € €¥(V,R) tels que

{ F(x,y,z)
(x,2)
y

Réponse 2 :

0
1% = y=19(x,z).
Jvo — 7, v0 + 7]

mm |l

78. Propriété a vérifier
D’apres le théoreme des fonctions implicites,

V(x,y) €W, F(x,y,¢(xy))=0.

En particulier, ¢(xg,y0) = zo,

oF o oF _

g(MO) + g(XOI}/O)g(MO) =0
ot oF 9 oF

oF o9 OF o\

ay (MO) + ay (xO/ }/0) aZ (MO) 0.
79. Question ouverte

Comparer le plan tangent au graphe de ¢ au point M et le plan
tangent a X au méme point.

II.4 Surfaces de révolution

80. # Une surface . est une surface de révolution autour de
I'axe A+ R - u lorsqu’elle est représentée dans un repere orthonormé
(A,i,j,u) par une équation de la forme

[s(x* +3%,2) = 0].
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81. Propriété a vérifier

Si une surface ¥ est représentée par [¢(x2 + y?,z) = 0], alors les
plans normaux a I’axe de révolution sont les plans horizontaux
[z = z¢] et les plans qui contiennent I’axe de révolution sont les
plans verticaux [ax + by = 0].

82. #i Les paralleles d’une surface de révolution X sont les courbes
obtenues par intersection de ¥. avec les plans normaux a I’axe de révo-
Lution.

83. # Les méridiens d'une surface de révolution X sont les courbes
obtenues par intersection de X avec les plans qui contiennent I'axe de
révolution.

84. Question de synthese
Dresser la liste des quadriques de révolution.

III

Courbes gauches

85. # Une courbe gauche est une courbe de R> qui n'est pas conte-
nue dans un plan.

III.1 Représentations paramétriques

86. Une courbe gauche I' peut étre définie comme le support
d’un arc paramétré (I, f) ou

VEEL f(t) = (x(0)y(t)2(0).

87. & Un point My = f(ty) de T est un point régulier de I'arc
(L f) lorsque f'(to) # 0.
88. # Si My = f(to) est un point régulier, la tangente au support
de l'arc (1, f) au point My est la droite affine Mo+ R - (o).
89. Propriété a vérifier
Le graphe de ¢ € ©'(I,IR?) est une courbe gauche paramétrée
par

Vtel, f(t)=(te(t) € R
Tous les points de cet arc paramétré sont réguliers et la tangente

au graphe de ¢ en Mj est la tangente au support de (I, f) en
0-

Courbes tracées sur une surface

90. Soient (I, f), un arc paramétré et ¥. = [F(x,y,z) = 0].
91. Propriété a vérifier

Si le support I' de l'arc (I, f) est contenu dans %, alors le vecteur
f'(t) appartient a la direction du plan tangent T ;)X pour tout
tel

92. Propriété a vérifier

S'il existe tg € I tel que f(tg) € L et si

Viel, f(HLVF(f(1)),

alorsT' C X.
93. Propriété a vérifier
Si une droite Z est contenue dans la surface %, alors la droite

2 est contenue dans le plan tangent T, en tout point régulier
My e 2N

III.2 Représentations implicites

94. Une droite de l'espace R3 peut étre considérée comme
lI'intersection de deux plans non paralleles. Nous allons étudier
une représentation analogue des courbes gauches.

Surfaces transverses

95. # Soit My, un point commun aux deux surfaces ¥y et Xy. Les
surfaces X et X sont transverses en My lorsque leurs plans tangents
T, 2 et Ty Zo ne sont pas paralleles.

96. Propriété a vérifier

Les surfaces ¥ et ¥, sont transverses en M) si, et seulement si,
Ta, 21 N Tp,Xo est une droite affine.

97. Propriété a vérifier

SiYy = [Fi(x,y,z) =0] et ¥y = [Fp(x,y,2) = 0] et si My est un
point régulier commun a X et Xy, alors les deux surfaces sont
transverses en M) si, et seulement si, les gradients VF; (M) et
VF,(Mp) ne sont pas colinéaires.

Tangente en un point régulier

98. Soient U, un ouvert de R3; F; et F», deux applications de
classe ¢! de U dans R et F € ¢ (U, R?) définie par

V(x,y,z) €U, F(xyz) = (R(xyz),khxyz).
La courbe gauche définie par
I = [F(x,y,z) =0]
apparait comme l'intersection des deux surfaces

%1 = [A(xyz)=0] et = [h(xyz) =0].

99. # Soit F € ¢'(U,R?). Le point My de la courbe gauche T =
[F(x,y,z) = 0] est un point régulier lorsque I'application linéaire

dF(M,) € L(R? R?)

est surjective.

100.  Propriété a vérifier

L'application linéaire dF(M)j) est surjective si, et seulement si,
son noyau est une droite vectorielle.

101.  Propriété a vérifier

Le point My est un point régulier de I si, et seulement si, les
deux surfaces £ et X, sont transverses en M.

102.  Propriété a vérifier

Le point My est un point régulier de I si, et seulement si, le
vecteur [VF;(Mp)] A [VF2(Mp)] n’est pas nul.

103.  Propriété a vérifier
Ker[dF(My)]| = Ker[dF;(Mp)] NKer [ dF(Mj)]
104. Question de synthese

Comparer les définitions de points réguliers pour une courbe
plane, une surface et une courbe gauche définies implicitement.

105. # Si My est un point régulier de la courbe gauche
I'= [F(x,y,z) =0],
alors la tangente a I' au point M est la droite affine

My + Ker[ dF(My)].
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106.  Propriété a vérifier

Si My est un point régulier de T, alors la tangente a I' au point

M est I'intersection des plans tangents aux surfaces ¥ et X,.
Ty (21 N E2) = (T ) N (TagX2)

Elle est dirigée par le vecteur

[VFi(Mp)] A [VE(My)].

107.  Propriété a vérifier
Les points de la sphere &y = [x? + y? + 22 = 1], du cylindre de
révolution

)

et de la courbe I' = X1 N X, sont tous réguliers.
108.  Propriété a vérifier
Tous les points de la courbe
1,2 1
2, .2, .2 1 2 _ 1
[x*+y" +z —1]ﬁ[<x 2) +y ]
sont réguliers sauf le point My = (1,0,0).

Théoreme des fonctions implicites

109. = Soient Fy et F,, deux fonctions de classe ¢ 1 de U C RS dans
R et My € U, un point tel que

JoF JoF

a—l(Mo) a—zl(Mo)
Fi(Mo) = F2(Mg) =0 et | 5 oF #0.

@(MO) g(MO)

Alors il existe trois réels « > 0, B > 0, v > 0 et une fonction
¢ € €' (Jxg — &, x0 + a,R2)

tels que

{Fl(x,y,z) =
F(x,yz) =

pour tout (x,y,z) € U tel que

0 = 12 =)

|x —xo| <&, |y—yol <B et |z—2zp| <7.

110.  Propriété a vérifier
Si My = (x0,Y0,20), alors F(xo) = (yo,z0)-
111.  Propriété a vérifier
Si ¢ = (@2, ¢3), alors
Fy(x, ¢2(x), 93(x)) = Fa(x, 92(x), @3(x)) =0

pour tout x voisin de xg. En déduire ¢} (xg) et ¢4(x).

Questions de synthése

112.  Question de synthese
Comparer les théoremes 1.3, I1.3 et III.2. Formuler un énoncé
général du théoreme des fonctions implicites.

113.  Question de synthese
Les différentes définitions des droites tangentes et des plans tan-
gents ne valent que pour des points réguliers : pourquoi?

114.  Question de synthese

De toutes les droites qui passent par le point My d"une courbe
I', la tangente Ty, I est celle qui est la plus proche de I' : justifier
en étudiant les différentes représentations possibles de T'.

115.  Question de synthese

De tous les plans qui passent par le point My d"une surface %, le
plan tangent Ty, X est celui qui est le plus proche de X : justifier
en étudiant les différentes représentations possibles de .



