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Soit A ∈ Mn(R) telle que A.A>.A = In.
1§ Démontrer que A est symétrique.
2§ Démontrer que A = In.

1§ Comme A est une matrice carrée et que

A.(A>.A) = In,

la matrice A est inversible et A−1 = A>.A. En particulier, A−1 est une matrice
symétrique, donc A = (A−1)−1 est aussi une matrice symétrique.

- On doit savoir que l’inverse d’une matrice inversible et symétrique est aussi une
matrice symétrique.

2§ Comme A est symétrique, l’équation devient A3 = In. La matrice A ad-
met donc

X3 − 1 = (X− 1)(X2 + X+ 1)

pour polynôme annulateur. Mais la matrice A est symétrique et réelle, donc
elle est diagonalisable et ses valeurs propres sont réelles (Théorème spectral).
En particulier, son polynôme minimal est un diviseur unitaire, scindé, à ra-
cines réelles simples du polynôme annulateur X3 − 1 : le polynôme minimal
de A est donc (X− 1), ce qui prouve que A = I3.


