Intégrales

Pour tout n € N, on pose

(m+1)
I, = J sin(t?) dt.
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. Démontrer que la suite (I, )nen tend vers 0.
. Effectuer le changement de variable u = t2.

. Au moyen d'un changement de variable affine, éliminer 'entier n des bornes de l'intégrale.

R W N =

. En déduire la nature de la série )_1,,.
*

Tout d’abord, la fonction f = [t — sin(t?)] est continue sur le segment [y/n7, /(n + 1)7],
donc elle est intégrable sur ce segment et l'intégrale I, est donc bien définie pour tout
neN.

@ Ensuite, pour toutn € NN,

vV (m+1)7
I < J | sin(t?)] dt
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Vte lvnm/(n+1nl, |sin(t?)] <1,
donc

VvneN, |LI|<vn+1)nm—ynm

Pour calculer un ordre de grandeur de y/(n + 1)7, on commence par factoriser : lorsque n
tend vers +oo,

1\1/2 1
vVn+1) :\/mt(l +E) zx/nn(1 +R+o(1/n))'
On en déduit que

vVin+lhn—vnn ~ ]\/f

n—-+oo 2

ce qui prouve bien que la suite (I, )nen tend vers 0.
Il ne s’agit pas de poser u = t?, mais de poser t = \/u, ce qui n’est pas tout a fait la
méme chose.
Pour tout n e N*, l’application ¢ = [u— /u] réalise une bijection de classe ¢! de

[nm, (n+1)7] sur [\/nm, /(n + 1)1 et comme la fonction f est intégrable sur [\/nm, /(n + 1)

on peut déduire du Théoréme du changement de variable que la fonction

(fop) o = {u sinu]
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est intégrable sur le segment [n7, (n + 1)7]. Cela n’a rien de remarquable : foute fonction
continue sur un segment est intégrable sur ce segment.

En revanche, pour n = 0, I'application ¢ réalise une bijection de classe ¢! de 10,7
sur |0, /7| et la fonction (f o @) - @’ est intégrable sur l'intervalle ]0, 7, ce qui est tout de
méme plus intéressant car, cette fois, le Théoreme du changement de variable nous assure
de la convergence d’une intégrale généralisée :

T sinu
Io = J — du.
0 2V/u
Quoi qu’il en soit,
(m+1)7m _:
sinu
vVneN, In:J —— du.
nro 2V
a Le changement de variable affine v = u — nm permet d’écrire I, comme une intégrale
sur l'intervalle [0, 7] pour toutn > 1.

™ sin(v + nm) T sinv
=] 2 gy = ()| ¢
Jo Vvv+nm v=_(1) L VvV + nm v



Comme sinv est positif pour tout v € [0, 7], on en déduit que l'intégrale I,, est du signe de
(—1)™ pour tout n € N. Ainsi, la série } I, est une série alternée.
@ Pour toutv € [0, 7] et pour tout n > 1, il est clair que

O<VWwHnn< v+ (n+1)m

et comme sinv > 0 sur [0, 7], on en déduit que

0< sinv sinv
= VV+m+T)n RV

Comme l'intégration avec bornes dans 1’ordre croissant conserve les inégalités, on en dé-
duit enfin que
V=1, 0< [Tl < [Inl

Cela prouve que les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées sont
remplies. La série ) _I,, est donc convergente et sa somme est du signe de Iy, c’est-a-dire
positive.



