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Structures algébriques usuelles

I

Compléments sur les groupes

I.1 Sous-groupe engendré par une partie

1. = Intersection de sous-groupes
Soit (Hy)yep, une famille de sous-groupes de (G, ). Leur intersection

H = () Hx
kel

est un sous-groupe de (G, ).

2. Parties génératrices d’un groupe

On consideére un groupe (G, ) et une partie S de G.

21 L'intersection G des sous-groupes H de G contenant S
est un sous-groupe de G qui contient S.

Tout sous-groupe de G qui contient S contient aussi Gy.

2.2 L'ensemble G, des x € G tels que

IneN*, 3 (s1,...,sn) € 5", I (aq,...,an) € Z",

— M &
X =Sy Kk

est un sous-groupe de G qui contient S.

Tout sous-groupe de G qui contient S contient aussi G,.

2.3 # Soient (G,*), un groupe et S, une partie de G. Le sous-
groupe engendré par S, noté (S), est le plus petit sous-groupe H
de G tel que S C H.

3. Exemples
31 Siay, ..., ap commutent deux a deux, un élément x de G
appartient au sous-groupe engendré par ay, ..., 4, si, et seule-
ment si,
o 4
I (ay,...,ap) €ZP, x=a} *---*ap”

ou, dans le cas ot x = +,
r
I(wq,...,0p) €ZF, x=Y apay.
k=1

3.2 Le groupe (Z, +) est engendré par 1.

3.3 Le groupe (U, %) des racines n-iémes de l'unité est en-
gendré par exp(%7/,,).
3.4 Le groupe symétrique (S, o) est engendré par les trans-

positions T; ;, 1 < i<j<n.

Il est aussi engendré par les transpositions 7 ;, 1 < i < 7, ainsi
que par la transposition 7y etlecycle (1 2 3 .- n).

Il est enfin engendré par la famille des cycles.

35 Le groupe (GL;(R), X ) est engendré par les matrices de
transvection et les matrices de dilatation.
1.2 Groupes monogénes

4. = Dans un groupe multiplicatif, le sous-groupe {a) engendré par
un élément a € G peut étre décrit en extension :

(a) = {d*, k € Z}.
Dans un groupe additif,

(a) ={k-a, ke Z}.

5.1 # Un groupe (G, *) est monogene lorsqu’il est engendré par un
élément de G :

JaeG, (a)=0G.

5.2 Un groupe monogene est commutatif.

5.3 Le groupe (7, +) est monogene.

5.4 Pour tout entier n € IN, I’ensemble 17 est un sous-groupe
monogene de (Z, +).

5.5 Si G est un sous-groupe de (Z,+) qui n’est pas réduit a

{0}, alors 'ensemble Gy = G N N* possede un plus petit élément.
5.6 = Sous-groupes additifs de Z

Tout sous-groupe H de (7Z,+) est monogene et il existe un, et un seul,
entier n € N tel que H = nZ.

6.1 % Un groupe (G, ) est cyclique lorsqu’il est monogene et fini.
6.2 % L'ordre d’un groupe (G, *) est le cardinal de I'ensemble G.
6.3 Le groupe (Uy, x) est cyclique.

Morphismes

7. = Soient (G, *), un groupe monogéne; § € G, un générateur de
Get (H,®), un groupe.

Pour tout h € H, il existe au plus un morphisme de groupes f de (G, *)
dans (H, ®) tel que f(g) = h.

8. Pour tout élément a de G, on considere I'application ¢,
de Z dans G définie par

Qo = [k — d]
ou par ¢, = [k — k- a] sil’opération sur G est une addition.

8.1 L'application ¢, est un morphisme de groupes de (Z, +)
dans (G, x).

8.2 L'image de ¢, est le sous-groupe (a).
8.3 Si ¢, est injectif, alors I'ordre du groupe (a) est infini.
8.4 Si @, n'est pas injectif, alors il existe un, et un seul, entier

n > 1 tel que le noyau de ¢, soit égal a nZ. Le sous-groupe (a)
est alors un groupe cyclique d’ordre n :

(a) = {ec,a,...,a" 1}
eta’ =eg.
9. Soit (a), un groupe cyclique d’ordre n € N*.
9.1 Pour tout morphisme de groupes f : (1) — H,'ordre de
f(a) est un diviseur de n.
9.2 Soit (yp), un sous-groupe cyclique d’ordre g de H tel que
g divise n.

1. Siadk =a*2, alors ygl = ygz.

2. Lapplication f = [a* — y§] est 'unique morphisme de
groupes de (1) dans H tel que f(a) = yo. —[22]
L'image de ce morphisme est le sous-groupe (o).

Sil'ordre de yq est égal a n, alors ce morphisme est injectif.

10. = Soient (a), un groupe cyclique d’ordre n € N* et yo, un élé-
ment du groupe (H, ®).

10.1 Il existe un morphisme de groupes f : (a) — H tel que f(a) =
Yo si, et seulement si, le sous-groupe (yo) est un groupe cyclique dont
I'ordre divise n.

10.2  Ce morphisme induit un isomorphisme de (a) sur (yo) si, et
seulement si, l'ordre de (yo) est égal a n.

11. = Classification des groupes monogenes

Un groupe monogene infini est isomorphe a (Z,+).

Un groupe cyclique d’ordre n € N est isomorphe a (Uy, x).
12. Exemples

1. Le seul morphisme de groupes de Us dans Ug est le mor-
phisme trivial : [x — 1].

2. Si f est un automorphisme de Uy, alors f(i) est un élé-
ment d’ordre 4. Les automorphismes de Uy sont [x — x] et
[x — 7.

3. Il existe autant de morphismes de groupes de U, dans
U, que d’éléments de Uy, dont 1’ordre divise 7.

—[22.7]
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1.3 Ordre d’'un élément

13.1 # L'ordre d’un élément a € G est l'ordre du sous-groupe (a).
13.2 = Sia € G est un élément d’ordre d, alors

(ay = {eg, a, az,...,adfl}.

Si G est un groupe additif,

(a) ={0g,a,2-a,...,(d—1)-a}.
13.3 = Sil'ordre d'un élément a € G est égal a d, alors
a" =eg <= d|n.
Dans un groupe additif,
n-a=0g < d|n.
13.4  Un groupe G d’ordre n est cyclique si, et seulement si, il

existe un élément a € G d’ordre n.

14. Théoreme de Lagrange
141  Soit (G, x), un groupe commutatif d’ordre n € IN*.
Pour tout a € G, I'application [x — a % x] est une bijection de G

sur G, donc
[Tx=]](axx)
xeG xeG

eta" =eg.
14.2 = Si (G, x) est un groupe fini, alors 'ordre de tout élément a de
G divise I'ordre de G.

14.3  Le théoreme [14.2] est vrai également pour les groupes
non commutatifs. —[74]
Entrainement

15. Questions pour réfléchir

1. Le groupe (U, x) est-il monogene?

2. Pour n > 3, le groupe symétrique (&,,0) nest pas cy-
clique.

3. Si(G,*) est un groupe commutatif, alors ’application

[x—2"]: G—G

est un morphisme de groupe pour tout entier n € 7.

16. L'ensemble G = {£1} x {£1} muni de la loi de compo-
sition définie par

(81,82) * (h1,h2) = (8182, h1h2)

est un groupe commutatif d’ordre 4. Ce groupe est engendré par
les éléments (1, —1) et (—1,1), mais il n’est pas cyclique.

17. Sous-groupes d’un groupe monogeéne [11]

17.1  L'image réciproque d'un sous-groupe H de (G, ) par le
morphisme ¢, : Z — G est un sous-groupe de (Z, +).

17.2 Un sous-groupe d’'un groupe monogene est monogene.

18. Racines primitives de 1'unité
Une racine n-ieme de 1'unité est une racine primitive lorsqu’elle
engendre le groupe Uy,.

1. Laracine n-ieme de l'unité {; = exp(2¥7/,;) est une racine
primitive si, et seulement si, 'entier k est premier a n.

2. Décrire, en fonction de k, le sous-groupe de U, engendré
par (.
19. On suppose qu'un groupe fini G contient un élément x
d’ordre 3 et un élément y d’ordre 5.

1. L'ordre de G est divisible par 15.

2.  Six*y = y*x,alors G contient un élément d’ordre 15.

20. Sous-groupes additifs de R

Contrairement a (Z,+), le groupe (RR,+) contient des sous-
groupes qui ne sont pas monogenes.

20.1  Soit G, un sous-groupe monogene de (IR, +), quin’est pas
réduit au singleton {0}. Il existe un plus petit élément g > 0 dans
GetG = (g) = gZ.

222

20.2
groupe

Soient a et b, deux réels strictement positifs. Si le sous-

(a,b) = (a) + (D)

est monogene, alors le quotient 4/, est rationnel.
20.3  Un sous-groupe G de (R, +) qui n’est pas monogene est
dense dans RR.

21. Soient Hj et Hy, deux sous-groupes de (G, +).
21.1  Lasomme

Hy+H, = {x+y,(xy) € H x Hy}

est un sous-groupe de G qui contient Hy et H,.
21.2  Enrevanche, I'union H; U H; est un sous-groupe de G si,
et seulement si,
Hy C Hy ou H, C Hj.
22. Quotient d’un groupe commutatif
Soient (G, x), un groupe commutatif; (H, e), un groupe et f, un
morphisme de groupes de G dans H.
22.1 # Pour tout x € G, la classe de x modulo Ker f est définie par

%¢(x) = {xxh, h €Kerf}.
L’ensemble des classes modulo Ker f
G/Kerf ={¢(x), x € G}

est appelé le quotient de G par Ker f.
222 Larelation binaire ~ définie par
Vx,yegG, x~y < JheKerf, y=xxh
est une relation d’équivalence sur G et les classes modulo Ker f

sont les classes d’équivalence de cette relation d’équivalence.
22.3 # Quels que soient x et y dans G, on pose

C(x)RC(y) =C(x*y).

224 Si€(x1) =€ (xp)et€(y1) =€ (y2), alors

%le*yl)::%KxZ*yZ)

Par conséquent, ’'opération ® est une loi de composition interne,
associative et commutative sur le quotient G/ Ker f.

22,5  L'opération ® définit une structure de groupe sur
G/ Ker f, dont I'élément neutre est ¢ (eg).

L'application ¢ est alors un morphisme de groupes de G sur
G/ Ker f. Ce morphisme de groupes est surjectif; son noyau est
égal a Ker f.

22.6  Pour tout élément C € G/ Ker f, il existe x € G tel que
C = %(x) et on pose alors

¢(C) = f(x).

1. L'application ¢ : G/ Ker f — H est bien définie.

2. L’application ¢ est un morphisme de groupes injectif.

3. Sile morphisme f est surjectif, alors ¢ réalise un isomor-
phisme de G/ Ker f sur H.
22,7 Soientn > 2, un entier et { = exp(2irt/n). L'application

f=lkmv]
est un morphisme de groupes de (%, +) dans (U, -) qui induit

un isomorphisme du groupe additif (Z/nZ,®) sur le groupe
multiplicatif (Uy, -). —[11]



II ANNEAUXET CORPS

II

Anneaux et corps

23. Exemples et contre-exemples
On identifie un anneau (A, +, x) a I’ensemble A lorsque les opé-
rations sont usuelles.
23.1  Anneaux de nombres

1. Lesensembles Z, Q, R et C sont des anneaux. L'ensemble
des entiers de Gauss :

Z[i) = {a+ib, (a,b) € 7Z*}

est un sous-anneau de C.

2. L’ensemble N n’est pas un anneau.
23.2  Anneau des polynomes

3. Lensemble R[X] des polynémes a coefficients réels et
I’ensemble R(X) des fractions rationnelles & coefficients réels
sont des anneaux.

4. Quel que soit 'entier n > 1, 'ensemble R, [X] des poly-
noémes dont le degré est inférieur a n n’est pas un anneau.

23.3  Anneaux de matrices

5. L'ensemble M, (C) des matrices carrées a coefficients
complexes est un anneau (non commutatif).

Les ensembles U, (C) et L, (C) des matrices carrées triangulaires
supérieures et triangulaires inférieures sont des anneaux (non
commutatifs).

L'ensemble D, (C) des matrices carrées diagonales est un anneau
commutatif.

6. Lensemble GL,(C) des matrices inversibles n’est pas un
anneau, pas plus que l'ensemble O, (RR) des matrices orthogo-
nales.

23.4  Anneau des endomorphismes

L'ensemble L(E) des endomorphismes de E est un anneau. La loi
multiplicative est o, I'élément unité est Ir.

23.5  Anneau booléen

Pour tout ensemble E, le triplet (P(E), A, N) est un anneau com-
mutatif.

23.6  Familles sommables

L'ensemble ¢! (IN) des familles complexes sommables indexées
par N est un anneau pour 1’addition des suites et le produit de
Cauchy.

Eléments remarquables d’un anneau

24, Eléments inversibles
24.1 # Soit (A,+,%), un anneau. Un élément x de A est inver-
sible lorsqu’il existe y € A tel que

xxy=y*x=14.

242 Si x est inversible dans 1’anneau (A, +, ), alors il existe
un, et un seul, élémenty de Atel que x xy = yxx = 14.
243 Sixetysontdeux éléments inversibles de (A, +, %), alors
x %y est inversible et

(xxy) P =y Tsxl.
24.4 = L'ensemble A* des éléments inversibles de I'anneau (A, +, %)
est un groupe pour la loi x.

25.  Eléments nilpotents

Soit (A, 4, %), un anneau.

25.1 # Un élément x de A est dit nilpotent lorsqu’il existe n € N tel
que x™ = 04.

25.2  Un élément nilpotent n’est pas inversible.

25.3 # L'indice de nilpotence de x est le plus petit élément de

{neN:x"=0,}.

25.4  Si x est nilpotent, alors 'indice de nilpotence de x est le
seul entier n € N* tel que x" = 04 et x" 1 # 04.

255  Six" =04, alors (14 — x) estinversible et
n—1
(1p—x)"t=Y 2~
k=0
26. Diviseurs de zéro

26.1 # Soit (A, +,*), un anneau. Un élément x non nul de A est un
diviseur de zéro a gauche (resp. a droite) lorsqu’il existe un élément
ynon nul de A tel que x xy =04 (resp. y xx = 04).

26.2  Un diviseur de zéro n’est pas inversible.

26.3  Tout élément nilpotent non nul est un diviseur de zéro.
26.4 # Un anneau intégre est un anneau commutatif sans diviseur
de zéro.

Morphismes d’anneaux

27. Un morphisme d’anneaux est une application d'un en-
semble A dans un ensemble B, compatible avec les structures
d’anneaux définies sur A et B.

28. & Soient (A, +,x) et (B, ®,®), deux anneaux. Une application
¢ : A — B est un morphisme d’anneaux lorsque

@ V(ny) € AxA,  o(x+y)=9(x)Dey)
@) V(ry) € AxA, g(xxy)=o(x)®ey)
3) ¢(14) = 13.

29. Soit ¢ : A — B, un morphisme d’anneaux.
29.1 Pour tout x € A ettoutn € 7,

p(n-x) = n-p(x)

et en particulier, ¢(04) = Op.
29.2
VxeA VneN, @)= [(p(x)]®n

29.3 = Si x est un élément inversible de A, alors ¢(x) est un élément
inversible de B et
(x 1)

-1
X = .
294 Six € Aestni (Péte?xlut, alors @ (x) est nilpotent et son in-
dice de nilpotence est inférieur a celui de x.
30. @ Soit ¢ @ (A,+,%) — (B,®,®), un morphisme d’anneaux.
Le noyau de ¢ est défini par

Kerg ={xec A : ¢(x) =0g}.

31. # Unisomorphisme d’anneauxde (A, +,*) sur (B, ®, ®) est
une application bijective ¢ : A — B qui est un morphisme d’anneaux
de (A, +,*) dans (B, ®, ®).

32. Soit ¢ : A — B, un isomorphisme d’anneaux.

321 Labijection réciproque ¢! est un morphisme d’anneaux
de (B, ®, ®) dans (A, +, *).

32.2 = Un élément x € A est inversible si, et seulement si, son image
¢(x) € B est inversible.

323  Six € A estnilpotent d’indice 1, alors ¢(x) est aussi nil-
potent d’indice n.

324 Six € A estun diviseur de zéro, alors ¢(x) est aussi un
diviseur de zéro.

II.1 Produit fini d’anneaux
33. Soient (A1, +,*) et (Ay, +,®), deux anneaux. Sur le pro-
duit
A=A x Ay
on définit les opérations @ et e par
(x1,%2) @ (y1,¥2) = (x1 +y1, %2 +V2)
(x1,x0) ® (y1,2) = (x1 %Y1, X2 @ Y2).

33.1  L'ensemble A; x Ay muni des opérations @ et e est un
anneau.

223
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33.2 @ L'anneau (A1 X Ap, @, ) est 'anneau produit de I'anneau
(Ay, +, %) par Vanneau (Ay, +, ®).
333 L’élément nul de I'anneau produit est (04,,04,); 1’élé-
ment unité est (14,,14,).
33.4  L'élément (xq,x;) est inversible si, et seulement si, xq et
x5 sont inversibles. Dans ce cas,

(x1,:2) 7 = ().
33.5  Lanneau produit (A; x Ap, ®,e) est commutatif si, et
seulement si, les deux anneaux (A1, +, %) et (A, +, ®) sont com-
mutatifs.
33.6 Lanneau produit (A1 X Ay, @, ®) nest pas integre :

(0,1) (1,0) = (0,0)
méme si les anneaux A; et A; sont integres.
34. Morphismes
34.1 #v Les projections canoniques sont les applications définies par
71 - Al X A2 — Al
(x1,2%2) = 11

7T22A1><A2%A2

t .
¢ (x1,x2) = x

342  Les projections canoniques sont des morphismes d’an-
neaux surjectifs.
34.3 = Une application

0:L — Al X A2
x = (o(x), 9(x))
est un morphisme d’anneaux de (L, +, T ) dans (A1 X Ay, +, @) si, et
seulement si, les applications ¢ : L — Ajet¢p : L — Ay sont des
morphismes d’anneaux.
34.4  Lesinjections définies par
il : Al — Al X A2
x1 > (x1,04,)

iz : A2 — Al XA2
Xy > (0A11x2)

ne sont pas des morphismes d’anneaux.

I1.2 Idéaux d’'un anneau commutatif

35. # Soit (A, +,*), un anneau commutatif. Une partie I de A est
un idéal de A lorsque

1. Iest un sous-groupe de (A, +)

2. quiest absorbant pour x :

Vxel,Vye A, xxyecl

36. = Le noyau d’un morphisme d’anneaux ¢ : A — B est un idéal
de A.

371  Lesidéaux d'un corps commutatif K sont {0} et K.

372 Unmorphisme d’anneaux d"un corps commutatif I dans
un corps commutatif I est injectif.

L'existence d’un tel morphisme permet de voir K comme un
sous-corps de IL.

38. Idéal engendré par un élément

38.1  Pourtoutx € A, ’ensemble

xA={xxy, yeA}

estun idéal de A.

38.2 # Pour tout x € A, l'idéal xA, aussi noté (x), est appelé idéal
engendré par x.

38.3  Soit I, unidéal de A. Alors:

xel < xACI

et en particulier
[=A < 1,€l

39. Opération sur les idéaux

39.1  Silet ] sontdeuxidéaux de A, alors I N ] est un idéal de
A et tout idéal H contenu dans I et dans | est aussi contenu dans
Injy.

39.2  Silet]sontdeuxidéaux de A, alors [ + | est un idéal de
A et tout idéal H qui contient I et | contient aussi I + J.

39.3 = L'idéal xA + yA est le plus petit idéal de A contenant a la fois
xety.
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I1.3 Divisibilité dans un anneau intégre

40. Anneaux integres [26.4]

40.1  Un corps est un anneau integre.

Les anneaux Z et IK[X], qui ne sont pas des corps, sont integres.
Les anneaux M3 (R) et Z/6Z ne sont pas integres.

40.2 = Simplification dans un anneau intégre

Soit A, un anneau intégre et z # 04. Si x xz = y %z, alors x = y.

411 & Dans un anneau integre (A, +,%), on dit que x € A di-
vise y € A (ou que y est un multiple de x) lorsque

dge A, y=gq*x.

On note alors x | .

412 =
x|y <= yACxA
42. Eléments inversibles
421 Un élément x de A est inversible si, et seulement si, il di-

vise 14.
42.2 = Un élément x de A est inversible si, et seulement si, l'idéal x A
est égal a A.

XEA" <= xA=A

423 Sl existe n € N* tel que x” soit inversible, alors x est
inversible.
424  Exemples fondamentaux

1. Les éléments inversibles de Z sont 1 et —1.

2. Les éléments inversibles de K[X] sont les polyndomes
constants non nuls, c’est-a-dire les polynémes dont le degré est
nul.

43. Eléments associés

43.1 # Deux éléments x et y d'un anneau intégre A sont asso-
ciés lorsqu’ils engendrent le méme idéal : xA = yA.

43.2 = Deux éléments x et y de A sont associés si, et seulement si, il
existe un élément inversible u € A tel quey = ux x.

43.3 > Les éléments inversibles de A sont les éléments associés a 1 4.

44. Eléments irréductibles

Soit A, un anneau integre.

44.1 # Un élément non nul de A qui peut s’écrire comme le produit de
deux éléments non inversibles de A est dit composé.

442  Unentier x € IN est composé si, et seulement si, il existe
deux entiers y > 2 et z > 2 tels que x = yz.

443  Un polyndme P € K[X] est composé si, et seulement
si, il existe deux polyndmes Qq et Q; tels que P = Q1Q; avec
degQ1 > letdegQy > 1.

44.4  Sixestle produit de deux éléments y et z non inversibles,
alors

XAGYAG A et xAGzZAG A

44.5 # Un élément non nul de A est irréductible lorsqu’il n’est ni
inversible, ni composé.
44.6  Si un élément irréductible x est factorisé sous la forme
X = Yy x z avec z non inversible, alors y est inversible. Autrement
dit :

(xAGyA) = (yA=A).

Anneaux euclidiens

45. Les seuls anneaux intégres intéressants que nous rencon-
trerons sont 'anneau Z des entiers relatifs et I'anneau K[X] des
polynémes sur un corps K C C. Il se trouve que ces deux an-
neaux sont munis d’une division euclidienne, ce qui simplifie
considérablement la structure de leurs idéaux : tous les idéaux
sont engendrés par un élément. —[38]

46. = Idéaux de Z [5.6]
Pour tout idéal I de Z, il existe un, et un seul, entier n € IN tel que

I =nZ.
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47. Idéaux de K[X]

Soit I, un idéal de K[X], non réduit a {0}.

471 Si P et Q sont deux polyndmes appartenant a I, alors le
reste de la division euclidienne de P par Q appartient a I.

472 L’idéal I est engendré par tout polyndme Py € I tel que

deg Py = min{degP, P € I'\ {0} }.

47.3 = Pour tout idéal I C K[X] non réduit a {0}, il existe un, et un
seul, polynome unitaire Py € K[X] tel que I soit engendré par Py.

Entrainement

48. Questions pour réfléchir

1. Soient x et y, deux éléments d’un anneau A.

1.a  Sixy = 1y4,1'élément x est-il inversible?

1.b Sixestinversibleetsixy =14, alors yx =14.

2. Soit B, un sous-anneau de A. Un élément x € B peut étre
inversible en tant qu’élément de A sans étre inversible en tant
qu’élément de B.

3. L’indice de nilpotence peut-il étre nul? égala 1?

4. L’indice de nilpotence de x est inférieur a n si, et seule-
ment si, x” = 0.

5. Unproduit d’éléments nilpotents est-il encore un élément
nilpotent?

6.  Suitede [29] -

6.a Est-il possible que ¢(x) soit inversible sans que x soit in-
versible?

6.b  Six estun diviseur de zéro, ¢(x) est-il encore un diviseur
de zéro?

7. Quels sont les éléments nilpotents d’un anneau produit?

8.  On suppose que les seuls idéaux de 'anneau commutatif
A sont {0} et A.

8.a Six # 0, alors 1’élément unité 14 appartient a I'idéal xA
engendré par x.

8.b L'anneau A est en fait un corps.

9.  Suitede [41.1] — Si un élément x non nul divise y, alors il
existe un, et un seul, élément g € Atel quey = g x.

10. Pourquoilanotion de divisibilité est-elle sans intérét dans
un corps?
49. Factorisation d’un morphisme d’anneaux [22]
Soient (A, +,*) et (B, +, ), deux anneaux commutatifs et f, un

morphisme d’anneaux de A dans B. On définit les classes modulo
I = Ker f par
VxeA, €(x)={x+h heKerf}

et on note A/ I, 1’ensemble des classes.

49.1  Les classes modulo I forment une partition de A et
VxyeA,  Cx)=%y) < f(x)=fy)
49.2  L'ensemble quotient A/I est muni d'une structure d’an-
neau commutatif définie par
VxyeA, C(x)o%(y)="%(x+y)
¢ (x) @€ (y) =€ (x*y)

et ’application ¢ est alors un morphisme d’anneaux surjectif de
(A, +,%)dans (A/I, @, ®).

49.3 11 existe un, et un seul, morphisme d’anneaux
¢ : A/l —+B
tel que
Vxe A, f(x)=¢(€(x)).

Ce morphisme ¢ est injectif et, si le morphisme f est surjectif,
alors ¢ est un isomorphisme de A/I sur B.

III

Algébres et polynomes

50. Soit K, un corps.

50.1 # Une algebre associative unitaire sur K est un ensemble A
muni d'une structure d’espace vectoriel sur K pour (+,-) et d'une
structure d’anneau pour (4, x) telles que

V(A x,y) €K x A2, A-x)xy=A-(x*y)=xx(A-y).

50.2 Dans une algebre associative unitaire A, si
m n
a:Zak-xk et b:Z‘Bg'y[,
k=0 (=0
alors

m n

axb=7Y ) () (xx*yo)-

k=0/(=0
50.3 # La dimension d’une algebre (A, +,%,-) est la dimension (fi-
nie ou non) de l'espace vectoriel (A, +,-).
50.4 # ['élément unité d’une algebre est I'élément neutre pour la
multiplication interne.
50.5 #» Les éléments inversibles d’une algebre sont ceux qui ont un
symétrique dans cette algebre pour la multiplication interne.
50.6 L'ensemble des éléments inversibles d’une algebre est
muni d'une structure de groupe pour *.

III.1 Sous-algébres

51. Sous-algebres

51.1 # Une sous-algebre de (A, +, *, ) est une partie de A munie
d’une structure d’algébre associative unitaire pour les lois 4, * et -.
51.2  Les sous-algebres d’une algebre sur le corps K sont aussi
des algebres sur le corps K.

52. Méthodes

52.1 (A, 4+, *,-) est une algebre associative unitaire si, et seule-
mentsi, (4, +, -) est un espace vectoriel et si * est une loi de com-
position interne, associative, admettant un élément neutre et bi-
linéaire de A x A dans A.

52.2 = Une partie B de l'algébre (A, +, *, ) est une sous-algebre si,
et seulement si, B est un sous-espace vectoriel de (A, +, -) qui contient
I'élément unité et stable par .

Exemples d’algebres et de sous-algebres

53.1  Le corps K est une algebre sur K ot1 la multiplication in-
terne et la multiplication externe coincident.

53.2  L'ensemble K[X] des polyndmes a coefficients dans KK est
une algebre sur K.

53.3  Lensemble K[X?] des polyndmes pairs est une sous-
algebre de K[X].

53.4  L'ensemble M, (IK) des matrices carrées est une algebre.
53.5  Les ensembles D, (KK) des matrices diagonales; U, (K)
des matrices triangulaires supérieures et L, (IK) des matrices tri-
angulaires inférieures sont des sous-algebres de M, (K).

53.6  L'ensemble L(E) des endomorphismes de E est une al-
gebre, qui a o pour multiplication interne.

53.7  L'ensemble o7 (Q), A) des applications d'un ensemble ()
dans une algebre (A, +,%,-) est une algébre dont la multiplica-
tion interne ® est définie par

Vg (feg) =[x f(x)*g(x)].

53.8 Lorsque 3 C I, I'ensemble des applications polyno-
miales de () dans K est une sous-algebre de <7 (Q), K).

54. Soit (A, +, *, ), une algebre. Le commutant C, d'un élé-
ment a € A, défini par
Ca={beA:axb="bxa},

est une sous-algebre de A (pas nécessairement commutative).
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55. Morphismes d’algébres
55.1 # Une application ¢ d'une algebre (A,+,*,-) dans une algebre
(B, +,®,-) est un morphisme d’algebres lorsque ¢ est a la fois une
application linéaire et un morphisme d’anneaux.

V(hay) €K x A% f(Ax+y) =Af(x)+f(v),

)+
V(xy) €A%, flxxy) = f(x) @ f(y),

55.2  En particulier, un morphisme d’algébres possede toutes
les propriétés d’'un morphisme d’anneaux. —[29]
55.3 > Si f : A — B est un morphisme d’algebres bijectif, alors sa
bijection réciproque est un morphisme d’algebres.

55.4 > L'image d'un morphisme d’algebres f : A — B est une sous-
algebre de B.

55.5 > Le noyau d'un morphisme d’algebres f : </ — B est a la fois
un sous-espace vectoriel et un idéal de A.

III.2 Action des polynéomes sur une algébre

56. Les regles de calcul de la structure d’algebre ont pour but
de former des expressions polynomiales.
56.1 # Pour tout polynome

P=wy+a; X+ +a;X € K[X]

et tout élément a d’une algebre A sur le corps IK, I’évaluation en a du
polynéme P est I'élément de I'algebre A défini par

Pla)=ag-1g44+aq-a+---+ay-a’.

56.2  On obtient P(a) par substitution de a € A a I'indétermi-
née X. Il serait absurde de prendre X = a dans I'expressionde P :
cela reviendrait en effet a déterminer le type de X.
56.3  Soita, un élément de l'algebre (A, +, %, -).

" (1)(a) = 14
2. Quels que soient P, Q dans K[X] et A € K,
(AP +Q)(a) = AP(a) + Q(a).
3. Quels que soient P, Q dans K[X],
(PQ)(a) = P(a) * Q(a)
4. SiP, = QPy+R,alors
Py(a) = Q(a) * Po(a) + R(a).

56.4 = Morphisme d’évaluation
Pour tout a € A, l'application &, : K[X] — A définie par
VPeK[X], &(P)=P(a)

est un morphisme d’algebres.
56.5 Sif : A — Bestunmorphisme d’algebres, alors

VPeK[X],Vae A, P(f(a)) = f(P(a)).
56.6 = Soita € A. Sib € A est inversible, alors
P(b~Vsxaxb)=b"1xP(a)xb

pour tout polynéme P € K[X].

57. Sous-algebre engendrée par un élément
57.1 # La sous-algebre des polyndmes en a € A est I'image du
morphisme E,. Elle est notée I [a].

K(a] = {P(a), P € K[X]}

57.2  Minimalité de K]a]
Si une sous-algebre B de A contient 1’élément 4, alors K[a] C B.
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57.3 = La sous-algebre K[a] est commutative et

VP eK[X], P(a)*a=axP(a).

58. Idéal annulateur

58.1 #» Les polyndmes annulateurs de a € A sont les polynomes P
tels que P(a) = 04.

58.2  Unélémenta € A estnilpotent si, et seulement si, il existe
d € N tel que X? soit un polynéme annulateur de a.

58.3 = a tout polynome annulateur non nul de a :

Déo-i—DélX—‘r----i-DédXd

correspond une relation de liaison non triviale dans I'algébre A :
0(0'1A+061'11+"'+1Xd’ad:0/\'

58.4 #» L'ensemble des polyndmes annulateurs de a € A est le noyau
du morphisme d’algebres

£ =[P P(a)] : K[X] = A.

On I'appelle idéal annulateur de a.

58.5 # Sil'idéal annulateur de a n’est pas réduit a {0}, alors I'unique
polyndme unitaire qui engendre cet idéal est appelé polynéme mini-
mal de a. —[47.3]
58.6 Si¢ : A — B estunisomorphisme d’algebres, alors a €
A et ¢(a) € B ont méme polyndéme minimal (s'ils en ont un).
58.7 = Soit A, une algebre de dimension finie. Tout élément de a admet
un polyndme minimal et le degré du polyndme minimal est inférieur a
la dimension de A.

58.8  Toute matrice de M, (IK) admet un polyndme minimal.
58.9  Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors tout
endomorphisme de E admet un polynéme minimal.

Entrainement

59. Questions pour réfléchir

1. Lesous-espace K, [X] est-il une sous-algebre de K[X]?

2.a Lensemble GL,(K) des matrices inversibles est-il une
sous-algebre de M, (K)?

2b Etl'ensemble O, (RR) des matrices orthogonales?

2.c Etl'ensemble S, (RR) des matrices symétriques?

2.d Et I'ensemble UJ(K) des matrices triangulaires supé-
rieures strictes (dont les coefficients diagonaux sont tous nuls)?

2.e Etl’ensemble des matrices triangulaires ?

3. Condition pour que l'algebre <7 (Q), E) soit une algebre
commutative?

4. Suite de [54] - Comparer la sous-algebre K[a] et le com-
mutant de a pour A = M, (K) eta = I,.

5. Le noyau d'un morphisme d’algebres f : A — B est-il
une sous-algebre de A?

6.  Quels sont les polyndmes annulateurs d'un élément nil-
potent?

7. L’élément a d'une algébre admet un polynéme annula-
teur non nul si, et seulement si, la famille (a¥); < est lice.

8. Sif € L(E)etdimE > 2, 'application [P — P(f)] n’est
pas surjective.
60. Soient A et B, deux algebres. L'ensemble Hom(A, B) des
morphismes d’algebres de A dans B est une sous-algebre de I'al-
gebre <7 (A, B) des applications de A dans B.

61. Polynéme minimal d’un endomorphisme
Soit u € L(E), un endomorphisme admettant un polyndéme mi-
nimal p.

1. Pourtout x € E, 'ensemble

Ny={PecK[X] : P(u)(x) =0g}

est un idéal de IK[X], engendré par un diviseur de .
2. Sip estscindé a racines simples, alors il existe un vecteur
x € E tel que I'idéal Ny soit engendré par pu.
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62. Morphisme d’évaluation [56]
62.1  Sous-algebre des applications polynomiales
On considere A = &/ (Q), K) avec Q) C K.

1. Lasous-algebre % (Q), K) des applications polynomiales
de Q) dans K est I'image de &; avec a = [x — x].

2. Le morphisme &; est injectif si, et seulement si, () est une
partie infinie de K.
62.2  Nombres algébriques, nombres transcendants
On suppose que K = QQ et A = C. Le nombre a est dit transcen-
dant lorsque &, est injective et algébrique dans le cas contraire.

1. La famille (xq,...,xyn) € CN est liée si, et seulement si,
il existe une famille (my, ..., my) d’entiers relatifs non tous nuls
tels que

myxy+ - +myxy = 0.

2. Unnombre a est algébrique si, et seulement si, il existe un
polynoéme P € Z[X], non nul, tel que P(a) = 0.

3. Onadmet que 7t est transcendant. Quelle est la dimension
de C en tant qu’espace vectoriel sur Q@ ?

4. Soit P, I'ensemble des nombres premiers. La famille
(fnp)pes est une famille libre de €. Comparer avec [3].

5.  Existe-t-ila € C tel que I'application &, soit surjective?

6. Soita € C, un nombre algébrique. Le polynéme mini-
mal de a est'unique générateur unitaire Py de I'idéal annulateur
Ker &, C QRIX].

6.a En tant qu'élément de Q[X], le polyndme P, est irréduc-
tible.

6.b Sia # 0, alors le terme constant de Py n’est pas nul et il
existe un polynome P; € Q[X] tel que a~! = Py(a).

6.c Lalgebre Q[a] est un sous-corps de C. En tant que Q-
espace vectoriel, elle admet

pour base, ot d = deg Py.

63.

1. Lapplication [u — 9Matg(u)] est un isomorphisme d’al-
gebres de L(E) sur M, (K), pour toute base # de E.

2. Lapplication [M + Q7 'MQ] est un automorphisme
d’algebre de M, (KK) pour toute matrice Q € GL, (K).

2.a Lapplication [M +— M] est-elle un isomorphisme d’al-
gebre de M, (K) sur M, (K)?
64. Inversibilité d’un polyndéme en u
Soitv € Klu].

1. Comparer K[v] et K[u].

2. On suppose que la dimension de K[u] est finie. Si v est
inversible dans A, alors v~ € K[u].

65. Les matrices suivantes ont un polynéme minimal de de-
gré 2.
3 4 4 -4 -6 6
-4 -5 4 6 8 —6
-2 -2 1 3 3 -1
-2 0 0 5 4 4
-4 6 -6 -4 -3 4
-6 12 11 -2 -2 3
66. Les matrices suivantes ont un polyndme minimal de de-
gré 3.
o -2 2 -7 -8 8
-7 =11 10 2 -1 0
-8 —14 13 -2 —6 5
2 0 0 0 1 0
0 -3 0 7 10 -8
0 0 3 8 12 -9

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

67. Exemples et contre-exemples
1. Les matrices

0 1 0 0
a=(§ 5) «5=(7 )

sont des éléments nilpotents de I'anneau 9, (K), mais les pro-
duits AB et BA ne sont pas nilpotents.

2. Exemples de groupes cycliques; de groupes non cy-
cliques.

3. Exemples d’algébres commutatives ? non commutatives?

4. Exemples d’algebres de dimension finie? de dimension
infinie?

5.  Existe-t-il une sous-algebre de K[X] qui ne soit pas de la
forme K[X"]?
68. Méthodes

1. Comment déterminer 1’ordre d’un élément?

2. Comment vérifier si un groupe est cyclique?

3.  Construire un algorithme qui calcule la table [72].

4. Comment calculer le polynéme minimal [58.5] d"une ma-
trice A € M3(K)?

69. Questions pour réfléchir

1. Quels algorithmes reposent-ils sur les factorisations du
groupe symétrique [3.4] ? du groupe linéaire [3.5] ?

2. Un groupe d’ordre n contient-il un élément d’ordre n?

3. Pourquoile groupe &3 n’est-il pas cyclique?

4. Un diviseur de zéro est-il toujours nilpotent?

5. Tout sous-anneau d’un corps est integre. Réciproque-
ment, tout anneau integre est en quelque sorte contenu dans un
corps (corps des fractions).

6.  Suite de [64] — Etudier le cas ot la dimension de K [u] est
infinie.

Approfondissement

70. Quaternions
On considere les quatre matrices complexes [ = I,

_ (0 -1 _ (0 i _ (=i 0
= 0) () =)
et on note HH, I’espace vectoriel réel engendré par ces matrices.

H = {al +b] + cK+dL, (a,b,c,d) € R*} C 9,(C)

L'ensemble H des quaternions est une algebre de dimension 4
sur R ainsi quun corps non commutatif dont un sous-corps est
isomorphe a C.

71. Exemples de parties génératrices
711 Le sous-groupe alterné 2, constitué des permutations
o € &, dont la signature est égale a 1, est engendré par les cycles
de longueur 3.
712 Algorithme du pivot

1. Le sous-groupe SL,; (R) des matrices dont le déterminant
est égal a 1 est engendré par les matrices de transvection.

2. L'ensemble SL;(Z) des matrices de 9, (Z) dont le déter-
minant est égal a 1 est un groupe pour X. Il est engendré par les

matrices
1 1 " 0 -1
o 1) ¢ 1 o)

713  Le groupe produit additif Z /27 x 7 /37 est engendré par
(%2(1),3(1)).
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72. Groupe diédral d’ordre 8
Le groupe diédral est le sous-groupe G de GL;(RR) engendré par
les deux matrices

-1 0 0 -1
S:(O 1) et T:(1 O)'
1. Lensemble G est un sous-groupe de Oz (R).
2. Comme TS = ST?, alors

G ={h,S,T, ST, T?,ST? T3 ST}

et la table de multiplication de G est

I S T ST T2 ST®> T3 ST

I x I S T ST T2 ST> T3 ST°
S x S I, ST T ST2 T2 ST3 T%

T x T ST3 T2 S T ST I, ST?
STx ST T® ST? I, ST3 T s T2
T2x T2 ST2 T3 ST® | S T ST
ST2x ST2 T2 ST T8 S I, ST T
™x T ST I, ST? T ST3 T2 S
ST3 x ST3 T S T* ST T3 ST?2 |

3. Le groupe (G, x) n’est pas isomorphe a (Ug, x), ni a
(Uz X U4, X),nié (Uz x Uy x Up, X).

4. Lensemble des automorphismes de R? qui laissent le
carré unité globalement invariant est isomorphe au groupe G.
a chaque polygone régulier d’ordre 21 (carré, hexagone, octo-
gone...) correspond un sous-groupe de SO, (IR) qui est]’ensemble
des automorphismes de R? qui laissent ce polygone globalement
invariant.

Pour aller plus loin

73. Soient A, un anneau integre et I, un idéal de A. L'en-
semble
J={x€eA:dneN x"el}

est unidéal de A.

74. Démonstration du théoréme de Lagrange [14.2]
On pose H, un sous-groupe de G et, pour tout x € G,

xH = {xxy,y € H}.

1. Quel que soit x € G, 'ensemble xH est 'image de H par
la translation [y — x % y], donc le cardinal de xH est égal au car-
dinal de H et

xH=H < x € H.

2. Larelation # définie par
XAy <= xH=yH

est une relation d’équivalence sur G.
3. SixyHNxxH # &, alors x1H = x,H.
4. llexiste xq, ..., x; dans G tels que

G= |_| XkH

1<k<yq

donc le cardinal de H divise I’ordre de G.

75. Applications polynomiales

Nous parlerons ici de polyndmes alors qu'il s’agit en fait de fornc-
tions polynomiales.

75.1 # Un mondme en d variables est une application de K% dans
K de la forme

ky

[x:(xl,...,xd) =gt ka

Xd
ot (ky,...,kg) € N%
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75.2 # L'espace des polyndmes en d variables, noté K[xq, . .
est le sous-espace de <7 (K%, 1K) engendré par les mondmes.

75.3 = L'ensemble K[x1, ..., x ] des polynomes en d variables est une
algebre associative unitaire.
75.4  Notation courte
Pour tout vecteur x = (xq, ..

.y xd]/

., x4) € K? et tout multi-indice
k= (ki,...,k;) e N,

le produit
ky ki c

sera noté simplement xk.

Le produit x¥ est nul si, et seulement si, I'une des coordonnées
X1, ..., Xz est nulle.
75.5 = Etant donnés deux multi-indices k et ¢ dans N9,

Vxe IKd, = kil

75.6  Base canonique de IK[xy, ..
1. Sila fonction polynomiale

[x =) uckxk]

keN

.,xd]

de K dans K est identiquement nulle sur IK, alors tous les coeffi-
cients ay sont nuls.

2. Sid > 2, un polynéme de K[xy, ..., x4] peut étre consi-
déré comme une fonction polynomiale en une variable x; a coef-
ficients dans K[xq,...,x5_1].

3. Pour tout d > 1 et tout polyndme P € K[xq,...,x4], il
existe une, et une seule, famille presque nulle (ay ), o telle que

VxeK? Px)= ) k.
keNd

4. Onsuppose que I'application polynomiale définie par

VxeK?, Px)= ) at
keNd

est identiquement nulle sur une partie Q de K.

4a SiQ =K, alors tous les coefficients aj sont nuls.

4b Tl existe une partie infinie Oy C R? telle que ’application
polynomiale définie sur R? par

Po(x,y) = x> +y* — 1

soit identiquement nulle sur () alors que ses coefficients ne sont
pas tous nuls.

4.c Condition suffisante sur QO C K pour que les coefficients
de P soient tous nuls?
75.7 #» Degré d'un polynome en d variables
Sik = (ki,..., k) € N, le degré du monome [x — xK] est

d
k| =Y k.
i=1

75.8 & tout polyndme [x — Yona axxt] de K[xq, ..., x,], on

associe les ensembles
K={keN':a #0} c N et |K|={[k|, k€K}CN.

5. Les ensembles K et |K| sont finis.

6.  Un polynome est un mondme si, et seulement si, K est un
singleton.
75.9 # Un polyndme est homogene lorsque I'ensemble | K| est un sin-
gleton.
75.10 # Le degré d’un polyndme est max(|K|). Sa valuation est
min(|K]).

7. Que dire du degré de la somme de deux polyndmes?

8.  Fcrire la formule donnant le produit de deux applica-
tions polynomiales. Que dire du degré du produit de deux po-
lynémes?



