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Arithmétique

Arithmétique euclidienne

1. Les anneaux Z et IK[X] sont tous deux munis d'une di-
vision euclidienne. L'arithmétique de ces anneaux est 1’étude des
propriétés qui se déduisent de la division euclidienne.

Dans ce qui suit, A désignera aussi bien Z que K[X].

1.1 Idéaux

L'idéal de Z engendré par un entier xg sera noté xoZ ou (xg).

De méme, l'idéal de K[X] engendré par un polyndéme P, sera
noté (Py).

12 # Eléments normalisés

Un entier x € 7 est normalisé lorsqu’il est positif : x € N.

Un polyndme non nul P € IK[X] est normalisé lorsque son coefficient
dominant est égal a 1.

I.1 PGCD et relation de Bézout

2.1 & Soient a et b, deux éléments de A. Un élément d de A est un
plus grand commun diviseur (pgcd) de a et b lorsque

dA = aA + bA.

2.2 Quels que soient a et b dans A, il existe au moins un pged
de Adeaetbetsi(ab) # (0,0), alors il existe un, et un seul,
pged normalisé.

23 Pour tout pged d de a et b, il existe u et v dans A tels que
au+bv = d.

2.4 # PGCD normalisé

Soit (a,b) # (0,0), un couple d’éléments de A. Le pged de a et de b
est I'unique élément normalisé dy de A tel que

doA = aA + DA.

Ce pgcd est noté a A\ b.
2.5 Cas particuliers
1. Siaoubestinversible, alorsa Ab = 1.
2. Sia=0,alorsbestunpgeddeaetb.
3. Lepgcddeaetbestnulsi, et seulementsi,a =b = 0.

3. = Caractérisation des PGCD
Soient a, b et d, trois éléments de A. Alors d est un pged de a et b si, et
seulement si,

1. l'élément d divise a et b et

2. tout élément § qui divise a et b divise également d.

4. Eléments premiers entre eux

Le cas particulier ott deux éléments sont premiers entre eux n’est
en fait pas loin d’étre le cas général. —[6.3]
4.1  #v Deux éléments a et b sont premiers entre eux lorsque leur
pged a A best égal a 1, c’est-a-dire

aA+DbA = A.

4.2 Soient a et b, deux éléments premiers entre eux. Si x | a et
siy | b, alors x et y sont premiers entre eux.

4.3 = Deux éléments a et b sont premiers entre eux si, et seulement
si, tout diviseur commun d a et a b est inversible.

4.4 Soient a et b, deux éléments normalisés. Si d est le pged
normalisé de a et b, alors il existe deux éléments normalisés « et
Btelsquea =daetb = dp.

4.5 = Deux éléments irréductibles normalisés sont égaux ou premiers
entre eux.

4.6 Si a est irréductible et si a ne divise pas b, alors

aA GCaA+bA=A

donc a et b sont premiers entre eux. —[22.44.6]

4.7 Si a est irréductible mais n’est pas premier a b, alors a
divise b.

4.8 Sia divise b et si a et b sont premiers entre eux, alors a est
inversible.

5. PGCD d’une famille finie
5.1  # On appelle pged d’une famille finie (a;)1<i<, d'éléments de A
tout élément d € A tel que

n

Y a;A=dA.

i=1
5.2 Toute une famille finie admet au moins un pged et si elle
n’est pas la famille nulle, alors elle admet un, et un seul, pged
normalisé.
5.3 # Les éléments (a;)1<j<n Sont premiers dans leur ensemble,
ou globalement premiers entre eux, lorsqu’ils admettent 1 pour

pged.

5.4 Si deux des éléments (a;)1<i<, sont premiers entre eux,
alors les (4;)1<i<, sont premiers dans leur ensemble.

5.5 Des éléments peuvent étre premiers dans leur ensemble

sans étre deux a deux premiers entre eux. —[10.2]

6. Théoréeme de Bézout

Le théoreme de Bézout donne une caractérisation efficace des
couples d’éléments premiers entre eux.

6.1 = Deux éléments a et b sont premiers entre eux si, et seulement
si, il existe (u,v) € A x A tel que

= au + bo.

6.2 Sil = au + bv, alors u et v sont premiers entre eux.
6.3 = L'élément d est un pged de a et b si, et seulement si, il existe
deux éléments w et B premiers entre eux de A tel que

a=dx et b=dg.

7. Conséquences du théoréme de Bézout

7.1 = Sia et bsont premiers entre eux et divisent c, alors le produit
ab divise c.

72 =>SiaANb=aANc=1,alorsaA (bc) =1.

7.3 > Sia et bsont premiers entre eux, alors

VmneN, a"Ab" =1

7.4 > S'il existe deux entiers m > 1et n > 1 tels que a™ et b soient
premiers entre eux, alors a et b sont premiers entre eux.

8. PPCM
8.1 @ Soient a et b dans A. Un élément m de A est un plus petit
commun multiple (ppcem) de a et b lorsque

mA = aANDbA.

8.2 Pour tout ppcm m de a et de b, il existe deux éléments u
et v de A, premiers entre eux, tels que

m = au = bo.

8.3 @ Soient a et b dans A, non nuls. Le ppcm (normalisé) de a et
b est I'unique élément normalisé mg de A tel que

mopA = aANDbA.

Ce ppcm est noté a \/ b.
8.4 % On appelle ppem d'une famille finie (a;)1<i<y d'éléments de
A tout élément m € A tel que

n
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8.5 Pour tout 1 < k < n, un ppem de ppem(ay, ..., a;) et de
ppem(agyq, ..., a,) estun ppemde (ay, ..., a,).

9. Théoréme de Gauss

On suppose que 4 et b sont premiers entre eux.

9.1 Pour tout ¢ € A, il existe (u,v) € A x A tel que
¢ = auc + boc.

9.2 = Siaetbsont premiers entre eux et si a | be, alors a | c.

9.3 Sia | b, alors a est un élément inversible de A.
9.4 Si a2 divise b?, alors a est inversible dans A.
10. Théoreme de décomposition des noyaux

Dans I'anneau A = Z ou dans l'anneau A = K[X], on consideére
des éléments xq, Xy, ..., X; deux a deux premiers entre eux.

10.1  Onpose
X =X1Xp Xy
et
Vi<k<n, ye= [] x
1<i<n
i#k

de telle sorte que

V1i<k<n x=xy;r et xAyr=1
10.2 = Les éléments yy, ..., yn sont premiers dans leur ensemble : il

existe des éléments aq, ay, ..., ay de A tels que
n
Z axYx = 1.
k=1

11.  Applications dans K[X]
11.1  SiA et pu sont deux scalaires distincts, alors les polynomes
X — Aet X — u sont premiers entre eux :

1

H(X—y)+;l(X—A):1.

A—p

11.2  Sile polynome P est scindé :

n
P = H(X — /\i)m’
i=1

(ot les racines A; sont deux a deux distinctes et les multiplicités
m; strictement positives), alors les facteurs (X — A;)™ sont deux
a deux premiers entre eux et le théoreme [10.2] peut s’appliquer.

1.2 Factorisation des polyndomes

12. On sait qu’on peut factoriser, de manieére unique, tout en-
tier naturel non nul en produit d’entiers premiers et qu'on peut
obtenir cette factorisation par la méthode du crible.
Une factorisation analogue existe dans KK[X], mais comme l'en-
semble des polynémes n’est pas muni d"une relation d’ordre na-
turelle, le calcul effectif de cette factorisation est un probleme dif-
ficile.
13. On notera 3, I'ensemble des polynoémes irréductibles uni-
taires et (), 'ensemble des familles presque nulles d’exposants
entiers indicées par . On rappelle que la famille d’entiers natu-
rels

(er)rep € N¥

est presque nulle lorsque 1’ensemble des polynémes R € 3 tels
que er # 0 est fini (éventuellement vide).
131 Si(er)regp € Q, alors le produit

I7 &

Rep

est un polyndme en tant que produit d’un nombre fini de poly-
nomes différents du mondme 1.

23.2

132 Soient Ry € Petv € N. Si Rjj divise le polynome

P=]J] R*=Ry ] R*™,
RePB Rep
R#Rg
ol (er)resp est une famille presque nulle d’entiers, alors Rjj di-
vise R’ et v < €.
133 Soient (er)regp et (VR)reyp, deux familles presque nulles

d’entiers. Alors
H RVR  divise H RER
ReP RePB

si, et seulement si, g < eg pour tout R € .

134 Si (er)regp et (VR)Reyp sont deux familles presque nulles
d’entiers telles que

H RSR — H RVR,
RePB Rep

alors eg = v pour tout R € P.

14. = Tout polyndme de degré 1 est irréductible.

15. = Théoréeme de D’Alembert-Gauss (admis)

Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polyndmes de degré 1.
16. > Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes de de-
gré 1 et les polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement
négatif.

17. = Décomposition en produit d’irréductibles

Pour tout polynome unitaire P € K[X], il existe une, et une seule,
famille presque nulle d’entiers (eg ) resp telle que

P=]]R*®
ReP

ot B est I'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de IK[X].

18. Application au pged
Soient Py, ..., Py, des polyndmes unitaires de K[X]. Le pged et le
ppcm de ces polyndmes sont respectivement égaux a

H R™R et H RMr

Resp ReP
ou
mr = min{sR(Pl),. . .,€R(Pn)},
Mg = max{eg(P1),...,er(Pn)}

pour tout R € *B.

1.3 Résolution de I’équation de Bézout

19. L’algorithme d’Euclide permet de calculer un pged d € A
de deux éléments a et b de A et, par définition du pged, I’équation
de Bézout

(1) au+bv=d
admet des solutions (#,v) € A x A. Comment calculer ces solu-
tions?

20. Réduction du probléme
Il existe x et B tels quea =daetb = dpet:

au+bv=d <= au-+pov=1

11 suffit donc de savoir trouver les solutions (u,v) € A x A de
I’équation de Bézout lorsque a et b sont premiers entre eux :

) au +bov = 1.

21. Solution générale

Le principe de superposition s’applique a 1’équation de Bézout :
Si (ug, vp) est une solution particuliere de (2), alors (u,v) est une
solution de (2) si, et seulement si,

Jke A, (u,v) = (up,vg)+ k(—b,a).
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Solution minimale

22, On cherche une solution de (2) qui soit, en un certain sens,
aussi petite que possible.

23. Cas de K[X]
Soient a et b, deux polyndmes de K[X] tels que dega > 1 et que
degb > 1.

1.  Sigq estle quotient de la division euclidienne de u( par b,
alors (u1,v1) = (up — qb, vy + qa) est une solution de (2) telle que

dega — degv; = degb —degu; > 0.

et —g est le quotient de la division euclidienne de v par a.

2. Pour toute autre solution (u,v) de (2),

degu > degu; et degv > degu.

24. Cas de 7
Soient a et b, deux entiers naturels supérieurs a 2, qu’on suppose
premiers entre eux.

1. Ilexiste deux solutions (11, v1) et (up, vp) de (2) telles que
—“b<up<0<u;<bet—a<v <0< <a

2. Il existe une solution (ug,vg) € Z? de 'équation (2) telle
que

|ul + [v] = [uo| + |vo]

pour toute autre solution (u,v) de (2).

Algorithme de Blankinship

25. L'algorithme d’Euclide classique permet de calculer un
pged de deux éléments, puis d’en déduire un ppem et (plus labo-
rieusement) une solution particuliere de I’équation de Bézout.
Nous allons exposer un algorithme qui permet de calculer simul-
tanément un pged et un ppcm de deux éléments a et b de A ainsi
qu’une solution particuliere de I’équation de Bézout. (W.A. Blan-
kinship, A new version of the euclidean algorithm, American Mathe-
matical Monthly, 1963, pp.742-745)

25.1  Pour tout entier n compris entre 0 et un rang N a déter-
miner, nous allons définir une matrice

_ [ &n ,Bn n
My = ('Yn On bn)
a coefficients dans ’anneau A.

25.2  Initialisation
Soient a et b dans A. On pose

w (209

de telle sorte que la matrice colonne MXj est nulle.

25.3  Itération

Si la matrice M;, est connue, alors :
1. Oubien b, =0, et la procédure est achevée (N = n);
2. Oubien b, # 0 et dans ce cas,
2.a on effectue la division euclidienne de a, par b, :

a
Xo=| b
1

an = ann + 7

2.b on effectue sur M, les opérations L1 < L; — q,L, puis
L1 <> L, c'est-a-dire

0 1\ /1 —
M”H:(l 0> (0 f")M"'

En particulier, a,, 11 = by et b, 1 = 1y.
25.4 Conclusion
Ala fin de la procédure, la matrice My est de la forme

an BN an
W on O

ol ay est un pged de a et b; ot (ay, Bn) est une solution de
I’équation de Bézout :

ana+ BNb = ay

etottayy = —bdy estun ppcm de a et b.

26. Terminaison de 1’algorithme

La famille de terme général |b,| (pour A = Z) ou degb, (pour
A = K[X]) est une famille strictement décroissante d’entiers na-
turels.

27. Preuve de l’algorithme
1. Pourtout0<n <N,

apt1 A bl’l+1 =ay N\ bn
et en particulier
any =an ANby =aygNbg=aAb.

2.a PourtoutO < n <N,
’g:) My et by — Buyn=(—1)"

et la matrice colonne M, X est nulle.

2.b  La premiere ligne de la relation MyXy = 0 donne une
solution particuliere de I’équation de Bézout.

2.c Ladeuxiéme ligne de la relation MyXy = 0 donne

(ayn)d = (—bdn)d = —ab(anon — BNTYN),

donc m = ayy = —bdy est un ppem de a et b.

Entrainement

28. Questions pour réfléchir

1. Si(a,b) = (0,0), alors il existe un seul pged de a et b.

2. Légalité 6 = —3 x 8 + 1 x 30 signifie-t-elle que 6 est un
pged de 8 et de 307

3. Deux entiers consécutifs sont premiers entre eux.

4.a Sin est un entier impair, alors # et 2 sont premiers entre
eux.

4.b Un entier pair et un entier impair sont-ils nécessairement
premiers entre eux?

5. Les entiers 123456 789 et 123456 787 sont premiers entre
eux.

6. Silexiste (u,v) € A x A tel que

x = au + bo,

alors le pged de a et de b divise x.

7. Les égalités 60 = 6 x 10 = 20 x 3 signifient-elles que 60
est un ppcm de 6 et de 207

8.  Soient x et y, deux éléments de Z ou de K[X]. Si x? divise
yz, alors x divise y. —[9.4]

9. Si P et Q sont deux polynomes tels que Q> = XP?2, alors
P=Q=0.

10. © Adapter le théoreme de factorisation [17] au cas d’"un po-

lynéme qui n’est pas unitaire.
29. Un élément x # 0 de A divise y € A si, et seulement si, le
reste de la division euclidienne de y par x est nul.
29.1  Lensemble des solutionsx € Zde x+1 | x +3 estégal a
{-3,-2,0,1}.
29.2  Unentier x € Z est solution de x + 2 | x2 + 2 si, et seule-
ment si, x + 2 divise 6.
293  Le polyndme X* + X3 4 aX? + bX + 2 est divisible par
X2 + 2 dans R[X] si, et seulement si, (a,b) = (3,2).
29.4  Soit n > 1. Le polynome aX" ! + X" + 1 est divisible
par (X — 1) dans R[X] si, et seulement si,a = netb = —(n+1).
Dans ce cas, le quotient de la division euclidienne est égal a

axn1 4 (I’l _ 1)X”*2 4. 43X%2 +2X +1.

29.5  Un polyndme P € K[X] est divisible par son polynéme
dérivé P’ si, et seulement si, il existe deux scalaires «, B et un
entier n > 1 tels que P = a(X — B)™.

233
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30. On pose uy = n? + (n+1)% + (n + 3)? pour tout n € N.
1. Onau, =n(3n—2) (mod 10).
2. Les propositions suivantes sont équivalentes :
2.a L’entier u, est un multiple de 10.
2b L'un des entiers n ou 3n — 2 est un multiple de 10.
2.c L’entier n est congru a 0 ou a 4 modulo 10.

Applications du théoréeme de Bézout

31. Equations diophantiennes du premier ordre [25]
1. L’équation 3x — 12y = 10 n’a pas de solution dans Z2.

2. Lecouple (x,y) € Z? est une solution de 7x + 5y = 4 si,
et seulement si,

dkez, (xvy)=(2-2)+

Cette équation n’a pas de solution dans N2.
3.  Soitn € N.
3.a Lecouple (x,y) € Z? est une solution de

(5k, —7K).

3) 3x+7y=n
si, et seulement si,

Jkez, (xy)=(-2n-+7kn—23k).

3.b  L'équation (3) admet au moins une solution dans N2 pour
tout n > 21.

32. Exemples d’entiers premiers entre eux
321 Soitn € N.

1. Lesentiers n et n &= 1 sont premiers entre eux.

2. Lesentiers 2n — 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux.
322  Soitn € N*.

3. Lesentiers n et 2n + 1 sont premiers entre eux.

4. Lesentiers n+ 1 et 2n + 1 sont premiers entre eux.

323  Les entiers n® + n et 2n + 1 sont premiers entre eux, de
méme que les entiers 3n? + 2n et n + 1. —[7.2]
33. PGCD et racines communes de deux polynomes

33.1  Sideux polynomes de K[X] sont premiers entre eux, alors

ils n’ont aucune racine commune dans K.
33.2  Si deux polynémes de C[X] n‘ont aucune racine com-
mune, alors ils sont premiers entre eux.
333 Si P est scindé a racines simples, alors P et P’ sont pre-
miers entre eux.
334  Lespolyndmes (X2 + 1) et (X> + 1) X n’ont aucune racine
réelle commune, alors qu’ils sont pas premiers entre eux dans
R[X].
33.5  Soient P et Q, deux polynémes premiers entre eux a coef-
ficients complexes.

1. Les polynomes A = P+iQetB =
entre eux.

2. Toute racine double de P? + Q2 est une racine double de
A ou de B et aussi une racine de (P')? + (Q')%.

34. Deux polyndmes non nuls A et B de IK[X] sont premiers
entre eux si, et seulement si, les polynomes A + B et AB sont
premiers entre eux.

35. Soient I = N* x N* et
Li={(pg) €1
Alors (I;),>1 est une partition de I et comme ’application

[(a, p) = (e, np)]

est une bijection de I; sur I, alors

> 7 (2,7 (5%)

(p)€l

P —iQ sont premiers

Vn e N¥, cpAg=n}.

234

36. Soient m et n, deux éléments de A = Z oude A = K[X].
36.1 Il existe une famille d’éléments irréductibles unitaires
(p1,--.,pr) et deux familles d’entiers naturels (ayp)j<i<, et

(Bk)1<k<r telles que
.
m = 1_[ pzk
k=1

Discuter 1'unicité de ces factorisations.
36.2  L’élément m? divise I'élément n
ment m est un diviseur de .
36.3  Onsuppose que m et n sont premiers entre eux.

1. Pourtoutl < k < 7, I'un des deux exposants ay ou By est
nul.

2. On dit que mn est un carré parfait lorsqu’il existe x € A
tel que mn = x2. Dans ce cas, m et n sont des carrés parfaits.

3. Sim etn ne sont pas premiers entre eux, alors le produit
mn peut étre un carré parfait sans que x ou y soit un carré parfait.

14
etque n=]]p"
k=1

2 si, et seulement si, 1'é16-

37. Soit n > 2, un entier naturel. On note N, le nombre de
diviseurs de n (compris entre 1 et n inclus) et P, le produit des
diviseurs de n.

371  Lenombre N est impair si, et seulement si, n est un carré
parfait.
37.2  En regroupant deux par deux les diviseurs de n dans le

produit p? pour former N produits égaux a 1, on obtient
pP? =N,

38. Soit n > 2, un entier naturel. On note N, le nombre de
diviseurs de n (compris entre 1 et n inclus).

38.1  Silafactorisation de 1 en produit de facteurs premiers est
L o
n=TI1p
k=1
alors [36]
,
N = H(Dék +1).
38.2  On suppose ici que n possede 15 diviseurs. Si n est divi-

sible par 6, mais pas par 8, alors n = 324.

38.3  Le plus petit entier qui possede exactement 28 diviseurs
est égal a 960.

38.4  Retrouver le résultat établi au [37].

39. Fonction de Mdbius
On dit qu'un entier n est sans facteur carré lorsqu’il peut se fac-
toriser sous la forme

n=pyXpyX-Xp;
ot1 les p; sont des nombres premiers deux a deux distincts.
Pour tout entier n € IN*, on pose j(n) = 0 lorsqu’il existe un
nombre premier p tel que p? divise 1 et u(n) = (—1)" lorsque n
est le produit de r nombres premiers deux a deux distincts.

39.1  On considere la factorisation d’un entier n > 2 en pro-
duits de facteurs premiers :

S
n=[]p
k=1

ou les a sont des entiers naturels non nuls.
Alors 'entier n admet 2° diviseurs sans facteur carré et

Lu) = 3 (21 =0

d‘n r=0

39.2  On définit une partition dénombrable de I = N* x N* en
posant

VneN, Li={(pq) el:pg=n}
On en déduit que

+oo 1 +oco +o0

n@a) _ pd) _
(Z2)(Z8) -2 (xh) -2
p=1 p q=1 q n=1 \d|n



II STRUCTURE D’ANNEAU DE Z/n7Z

40. Soient A et B, deux polynomes a coefficients dans Z. S’il
existe un nombre premier p qui divise tous les coefficients du
produit AB, alors p divise tous les coefficients de A ou tous les
coefficients de B.

41. Si A et B sont deux polyndmes premiers entre eux, alors

VCeK[X], AA(BC)=AAC.

I

Structure d’anneau de 7 /n7

42. Larithmétique modulaire est une initiation, limitée ici a
l'anneau des entiers Z, a la structure d’anneau quotient. —[98]

43.1 #o Soit n € N*. Un entier a € 7 est congrumodulon ab € 7
lorsqu’il existe k € 7Z tel que b = a + kn. On note alors :

a=b (mod n)
ou encore a = b [n].
43.2
a=b (modn) < n|(b—a)
<= b=a (modn)

43.3  Exemples

1.  Pour tout entier n,

nn+1)=0 (mod2) et (n—1)n(n+1)=0 (mod 3).

2. Sip > 3estpremier, alors p?> = 1 (mod 24).

II.1 Classes de congruence modulo #

44.1 = La congruence modulo n est une relation d'équivalence sur Z.
44.2 # La classe modulo n de a € Z est 'ensemble des entiers
congrus a a modulo n.

¢(a) ={a+kn, keZ}

Elle est aussi notée a + nZ, a, a, ou méme a (quand aucune ambiguité
n’est possible).

44.3
€ (a) =€ (b) <= be¥(a)
444  Si€(a)NE(b) # @, alors €(a) = €(b).
445 Sir € N estle reste de la division euclidienne de a par 1,

alors €(a) = €(r).
45.1 # Pour tout n € IN*, on note Z/n7Z, l'ensemble des classes de
congruence modulo n des éléments de 7.

Z/nZ = {€(a), a € 7}
z=\J)¢@a)= || C

sy CeZ/nZ

45.2  L’application % est une surjection de Z sur Z/nZ.
45.3 #v Un entier k € Z est un représentant de la classe C € Z/n7Z
lorsque C = € (k).

46. = Le cardinal de 'ensemble 7./ nZ est égal a n et
Z/nZ={¢€(r), 0 <r<n}.

47. L'ensemble 7Z /27 est constitué d’une part de 'ensemble
¢ (0) des entiers pairs et de ’ensemble ¢'(1) des entiers impairs.

II.2 Opérations modulo 7
Addition
48.1  Quels que soienta € € (a) et p € € (D),

C(a+pB) =% (a+D).

48.2 & Soient Cqy et Cy dans Z/nZ : il existe a et b dans Z tels que
C1 =% (a) et Co = €(b) et la somme de Cy et de Cy est définie par

Ci®C=%(a+b).

48.3 = L'ensemble 7./ n'Z muni de @ est un groupe cyclique.
48.4 = Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a (Z/nZ, ®).

49. Exemples de morphismes de groupes

1. Le seul morphisme de groupes de 7 /57 dans 7 /67 est
le morphisme trivial : [x — 0].

2. Il existe six morphismes de groupes de 7 /67 dans Us,
dont seulement deux sont des isomorphismes.

3. Si f est un automorphisme de Z/4Z, alors f(1) est un
élément d’ordre 4. Les automorphismes de Z /47 sont [x — x] et
[x — —x].

4. Il existe autant de morphismes de groupes de Z/nZ dans
Z/mZ que d’éléments de Z/mZ dont I'ordre divise n.

Multiplication modulo n

50.1  Quels que soienta € €(a) et p € €(b),

%(aB) = € (ab).

50.2 # Soient Cq et Cy dans Z/nZ : il existe a et b dans 7Z tels que
C1 =% (a) et Co = € (b) et le produit de Cy et de C; est défini par

Cy ® Cp = € (ab).

50.3 = L'ensemble 7./ nZ muni de & et de ® est un anneau commiui-
tatif.

51. Calculs de puissances

51.1

Yac€ZVNmeN, €@a") =%a)®".

51.2  La suite des puissances de ¢ (a) dans Z/nZ est pério-
dique a partir d’un certain rang :

J1<p<n, I0<ng<n Vq=ng, [%(a)]qﬂ] = [¢(a)]".

51.3  Exemples

1. Le chiffre des unités de 7(7") est égal a 3 et celui de (77)7
estégala?’.

2. Le chiffre des unités de 17891915 est égal 4 9.

3. 52" 45" =0 (mod 13) <= n =2 (mod 4).

4. L'équation x3 = x a trois solutions dans Z/117Z, mais elle
ena9dans Z/127.

5. Pourtoutn € N:

57 +n =0 (mod 6)
342" =0 (mod 7)
22141 4 321+ — 0 (mod 5)
5438 £ 725" =0 (mod 11)
4"=3n+1 (mod?9)
16" =15n+1 (mod 225)

Morphisme canonique

52. v L'application ¢ : 7 — 7./nZ est appelée réduction modulo
n ou projection canonique sur Z/nZ.

53. = La réduction modulo n est un morphisme surjectif de I'anneau
(Z,+, x) sur 'anneau (Z/nZ,®, ®) et son noyau est nZ.

54. Preuve par 9
Pour tout entier 2 € N, on note 71,4, la somme des chiffres utili-
sés pour écrire a en base dix (écriture décimale habituelle) et on
suppose ici que ¢ désigne la réduction modulo 9.
1.
VaeN, %(a)=%(ng).

2. Sic=uab,alors ¢ (n.) = ¢ (na) ® 6 (ny).

235



ARITHMETIQUE

II.3 Groupe (Z/nZ)*

55. Exemples de tables de multiplication

L’élément 0 est absorbant pour la multiplication dans chaque an-
neau : il est inutile de le faire apparaitre dans la table de multipli-
cation.

Les anneaux considérés sont commutatifs : les tables de multipli-
cation sont symétriques.

Table de Z /57 Table de Z /67

x 1 2 3 4 x 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 1 1 2 3 4 5

2 2 4 1 3 2 2 4 0 2 4

3 3 1 4 2 3 3 0 3 0 3

4 4 3 2 1 4 4 2 0 4 2
5 5 4 3 2 1

Les carrés apparaissent sur la diagonale.

Un élément est inversible si, et seulement si, le nombre 1 apparait
dans sa colonne.

Un élément est un diviseur de zéro si, et seulement si, le nombre
0 apparait dans sa colonne.

56. Eléments inversibles de Z/n7

Soit n € N, non nul.

56.1  Laclasse ¢ (n — 1) est inversible et égale a son inverse.
56.2 = La classe € (a) est inversible pour la structure d’anneau sur
7./ n7 si, et seulement si, a et n sont premiers entre eux.

56.3 Sil < p < ndivise n, alors la classe % (p) est un diviseur
de zéro dans Z/nZ.

57. = L'anneau (Z/n7Z,®,®) est un corps si, et seulement si, l'en-
tier n est un nombre premier.
Si p est premier, le corps 7./ pZ est traditionnellement noté I p.

58. Soitn € IN*.

58.1  Le groupe additif Z/nZ est engendré par ¢, (1).

58.2 = L'élément €, (k) engendre le groupe additif 7./ nZ si, et seule-
ment si, il est inversible dans I'anneau 7/ nZ.

59. Exemples

59.1  Ilya 24 éléments inversibles dans 7 /787.

59.2  Dans l'anneau Z/5Z, I'élément 3 est inversible et 1'équa-
tion 3x + 4 = 0 admet x = 2 pour seule solution.

59.3  Dans un anneau de cardinal fini, on peut chercher les ra-
cines d’"un polyndome en évaluant ce polynéme en chaque point.
Dans un corps fini, on peut ainsi obtenir la forme factorisée [17]
de ce polyndéme. Ainsi, dans Z/77Z,

X% —3Xx* —2X3 +2X2 43X —1= (X —1)(X —3)%(X +2)2.

59.4  Sur le corps F5, le systeme
3x +y =3
x+y=1

est un systeme de Cramer et admet (1,0) pour unique solution.
Sur l'anneau 7 /47, son déterminant n’est pas inversible et le sys-
téeme admet (1,0) et (3,2) pour solutions.

59.5  Le systeme
{6x + 7y

3x — 7y

30
0

admet (28,12) pour seule solution dans Z/377Z.

60. Petit théoréme de Fermat

Le petit théoreme de Fermat permet de simplifier le calcul des puis-
sances d'un entier n modulo un nombre premier p. Ce résultat
sera généralisé avec le théoreme d’Euler [71.3].

60.1  Sip est un nombre premier, alors pour tout 1 <k < p, le
coefficient binomial ({) est un multiple de p.

23.6

60.2 = Soit p, un nombre premier. Pour tout n € NN,

n’ =n (mod p)

et si n n’est pas un multiple de p, alors

nP~1 =1 (mod p).
60.3  Applications simples

1. 21243121 =0 (mod 11)
2. 1234%321 4 43211234 = 4 (mod 7)
60.4  Résidus quadratiques
Soient p > 3, un nombre premier impair et K = 7Z/ pZ.
Onposeq=(p—1)/2.

1. Siledegréde P € K[X] estégalad € N, alors [22.56. 4]
le polynome P admet au plus d racines dans le corps K.

2. Ilyaexactement g carrés non nuls dans IK et chaque carré
x # 0 est une racine de (X9 —1).

3. Lepolynome XP~1 —1 = (X7 —1)(X7 + 1) est scindé a
racines simples dans K.

4. Un élément non nul x de Z/pZ est un carré si, et seule-
ment si, x7 = 1.

II.4 Lemme chinois

61. Soient m et n, deux entiers premiers entre eux.
61.1 Il existe deux entiers e; et e, tels que
e =1 (mod m) ep =0 (mod m)
{61 =0 (modn) etque e =1 (mod n).

612 Sixetx’ sont deux entiers tels que
x = x (mod m)
x = x' (modn),

alors x = x’ (mod mn).
61.3 = Sim et n sont deux entiers premiers entre eux, alors

X
X

(mod m)

) a
YV (a,b) €%, Ix €7, { b (mod n).

De plus, si x( est une solution particuliére de ce systeme, alors x est une
solution de ce systéme si, et seulement si,

x=x9 (mod mn).
62. Un isomorphisme canonique
Soient m et 1, deux entiers naturels premiers entre eux.

62.1  L'application
Q7 = L/mL X ZL/nZ
ko= (Gn(k), 6 (K))

est un morphisme de groupes.
62.2 Il existe un morphisme d’anneaux ¥ de 7Z/mnZ dans
Z/mZ x Z/nZ tel que —[96.3]

VkeZ, Y(Cunlk)) = (Gn(k), €n(k)).

62.3 = L'application ¥ est un isomorphisme d’anneaux de 7./mn7Z
sur Z/mZ x Z/nZ.

62.4  Action sur les éléments inversibles [22.32.2]
L'isomorphisme ¥ induit une bijection de 'ensemble (Z/mnZ)*
sur le produit cartésien (Z/mZ)* x (Z/nZ)*. —[72.3]
63. Généralisation

63.1  Soient mq, my, ..
premiers entre eux.

., My, des entiers naturels deux a deux
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1. Pourtoutl < i< n,onpose

M= TT m
1<j<n

J#

et [10.2] il existe u; € Z tel que M;u; =1 (mod m;).
2. Quels que soient les entiers a1, ay, ..., a,, 'entier

n
X = Z aiMu; € 7
i=1
vérifie x = a; (mod m;) pour tout 1 <i < n.

2a Siy € Z vérifiey = a; (mod m;) pour tout 1 < i < n,
alors la différence x — y est divisible par le produit mymy - - - my,.

63.2  Unentier x
x =3 (mod5)
x=1 (mod6)
x =2 (mod7)
si, et seulement si,
dke€Z, x =163+ 210k.
Entrainement
64. Questions pour réfléchir

1. Sia=b (mod n),alors a” = b" (mod n?).

2. Soitn > 2, un entier.

2.a Soitx € IN*. Il existe k € IN tel que n divise x* si, et seule-
ment si, tout diviseur premier de n est aussi un diviseur premier
de x.

2b Il existe des éléments nilpotents dans Z/nZ si, et seule-
ment si, n est divisible par le carré d’un nombre premier.

k

65. Soient K = Z/pZ, avec p premier. Pour tout k € N*, on

pose
O = Z xk.
xeK
Comme
=Y ¥ @)f=(p-1a

acK* xeK
alors oy est égalaOoua —1.

66. Applications du lemme chinois [61.3]
Un entier x € IN est une solution du systeme

x =1
x =2

si, et seulement si, il existe k € IN tel que x = 37 + 42k.
Un entier x € IN est une solution du systeme

3x
5x

si, et seulement si, il existe k € IN tel que x = 29 + 30k.

(mod 6)
(mod 7)

2 (mod 5)
1 (mod 6)

67. Equations du second degré dans Z/nZ
Quel que soit 'anneau A dans lequel on calcule, on résout une
équation de la forme

ax®> +bx+c=0
en commengant par 1’écrire sous forme réduite :
(x— )2 = .

1l suffit pour cela que a soit inversible dans A puis que ba~! soit
factorisable par 2 dans A.
Il reste alors a trouver les éléments y € A tels que y> = B.

67.1 Dans Z/8Z, I'équation x2 = 1 admet quatre solutions :
+1 et 3.
672 Dans Z/77, I'équation x> + 3x +4 = 0 devient sous

forme réduite (x + 5)% = 0. Elle admet 2 pour seule solution.
67.3  Dans 7 /57 :
L'équation x? + 2x + 2 = 0 admet deux solutions : 1 et 2.

L'équation x> — 3x = 1 devient (x + 1)> = 2 et n’a pas de solu-
tion.
67.4  Dans l'anneau Z/97, 'élément %' (2) est inversible, d’in-

verse ¢ (5); I'image de la fonction [x — x2] est constituée des
éléments €(0), €(1), € (4) et €(7).

L’équation x2 + bx + ¢ = 0 admet exactement deux solutions
dans 7 /97 si, et seulement si, son discriminant b — 4c est égal a
1,40u’.

67.5  Dans 'anneau 7 /117, les solutions de I'équation

¥—4x—-1=0

sont 6 et 9; les solutions du systeme

x+y =4
xy =10

sont (6,9) et (9,6).

68. Nombres de Carmichael
Un entier n > 2 est un nombre de Carmichael lorsque

VaeN*, a'=a (modn)
sans étre un nombre premier. —[60]
68.1  Rédiger une procédure en langage Python qui vérifie si
un entier n donné est, ou non, un nombre de Carmichael.
68.2  Onsuppose qu'un nombre de Carmichael # admet un fac-
teur carré : il existe donc deux entiers p et m tels que n = p*m.
Avec a =1+ pm, on obtient
a" =1 (modn)=1+pm (mod n),

ce qui est absurde : les nombres de Carmichael n’admettent pas
de facteur carré.
69. Exemples et contre-exemples de groupes cycliques

1.a Les groupes (Z/nZ,®) et (Z/27Z x 7Z/3%,®) sont cy-
cliques.

1.b  Le groupe multiplicatif (Z/7Z)* est engendré par ¢7(3).

1.c Les groupes Z/6Z, Ug, (Z/7Z)* et Z./27Z x Z/3Z sont
isomorphes.

2. Le groupe multiplicatif (Z/9Z)* est cyclique, isomorphe
aZ/6Z.

3. Legroupe (Z/27Z x 7./27,®) n’est pas cyclique.

4. Les éléments du groupe multiplicatif (Z/8Z)* sont tous
d’ordre inférieur a 2. Ce groupe n’est pas cyclique.

5. Le groupe multiplicatif (Z/15Z)* n’est pas cyclique.

III

Indicatrice d’Euler

70. # L'indicatrice d’Euler (ou Euler totient function) est I'appli-
cation de N* dans N qui, a tout entier n > 1, associe le nombre ¢(n)
d’entiers 1 < k < n qui sont premiers a n.

711 Pourtoutn € N*, l'ordre de (Z/nZ)* est égal a ¢(n).
71.2
Vxe (Z/nZ)%, x¥" =1

71.3 = Théoréme d’Euler

VxeZ, xAn=1=x?"=1 (mod n)

714  Le théoreme d’Euler [71.3] est une généralisation du petit
théoréme de Fermat [60].
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72. Expression de I'indicatrice d’Euler
72.1  Sip est premier, alors ¢(p) = p —let

Vx€Z/pZ, xP=x
soit

VxeZ xF=x (modp).
72.2  Si p est premier et si a est un entier supérieur a 2, alors
-1 -1
(") =p" —p =y (p - 1)

72.3  L'indicatrice d’Euler est une fonction multiplicative :

Y (m,n) € 72, mAn=1= g(mn) = ¢(m)p(n).

72.4 = Connaissant la décomposition en produit de facteurs premiers
d m
n=T]Tp"
k=1

(oi1 les nombres premiers py sont deux a deux distincts et les multipli-
cités my. sont strictement positives), on en déduit que :

q
o) =TT (px— 1.
k=1

73. Utilisation

Pour calculer les deux dernieres décimales de 31787, il suffit de
savoir que ¢(100) = 40, mais il vaut mieux remarquer que 32° =
1 (mod 100).

Pour calculer les deux dernieres décimales de 42024 la connais-
sance de ¢(100) est inutile. On aboutit au résultat avec la rela-
tion :

V (k1) e Nx N*, 407 — 4" (mod 100).
Entrainement
74. Le code Python suivant permet de calculer les valeurs de

la fonction d’Euler.

def phi(n):
liste = [0]+[1]*(n-1)
for k in range(2, n//2+1):
if njk==0:
for j in range(1, (n-1)//k+1):
liste[j*k] = 0
return sum(liste)

75. Soient 7 > 1, un entier et D,;, I'ensemble des entiers na-

turels qui divisent .

75.1  Pour tout entier d € Dj;, on pose
Ag={1<k<n:nAk=d}.

Le cardinal de Ay est égal & ¢("/4) et

{1,...,11}: |_| Ad'

deD,
75.2  L'application [d — "/4] est une bijection de D, sur Dy,
donc
Y, old) =) o(Wa)=n.
deD, deD,

76. Point de vue probabiliste
Soit n > 2, un entier. L'ensemble () = {1,...,n} est muni de la
mesure de probabilité uniforme :

Vkeq, P({k) = %
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76.1  Pour tout diviseur d de n, on note M, I'ensemble des
multiples de d qui appartiennent a (). La probabilité Q(M,) est
égalea /4.

76.2  On considere la décomposition de n en produit de fac-
teurs premiers :

S
n=T]p
k=1

ot les o sont des entiers naturels non nuls.
1. Comme

Mpl n--- ﬂMp, == Mplpr

pour tout 1 < 7 < s, les événements M, sont indépendants pour
la mesure de probabilité Q.

2. L’ensemble des entiers de () qui sont premiers avec 1 est
égal a

S
N Mg, .
k=1

On retrouve ainsi 'expression de ¢(n) en fonction des facteurs
premiers de .

77. Le systeme RSA
Soient p et g, deux nombres premiers distincts. On pose

n=pq
et on choisit deux entiers r et s tels que

rs=1 mod ¢(n).

771  L'entier ¢(n) estégala (p —1)(g — 1) etil existe k € N tel
quers=k(p—1)(g—1) +1et
VxeZ, x*=x (modp)
=x (mod gq).

772 Les applications
f 7/l — Z/nZ et g : ZL/nl— Z/nZ
définies par
Yue€Z/nZ, fu)y=u" et gu)=u

sont bijectives et réciproques 1'une de l'autre.

Questions, exercices & problémes

Perfectionnement

78. Exemples et contre-exemples

1.  Exemples d’éléments nilpotents :

1.a dans Z/15%;

1.b dans Z/127.

2. Exemple de polyndme a coefficients dans 7 /67 admet-
tant deux factorisations différentes.

79. Méthodes

1. Comment calculer facilement € (a™)?

2. Comment résoudre une équation polynomiale dont I'in-
connue appartient a 7Z/n7z?

3. Comment factoriser un polynéme dont les coefficients
appartiennent a Z/n7?

4.  Suitede [24] -

4.2 Comment programmer le calcul de (ug, vg)?

4.b  Comment vérifier expérimentalement 1'unicité de la solu-
tion (ug, vg)?
80. Questions pour réfléchir

1. Soient P et Q dans R[X]. Si D € R[X] est un pged de P et
Q considérés comme des éléments de R[X], alors D est aussi un
pged de P et Q considérés comme des éléments de C[X].



QUESTIONS, EXERCICES & PROBLEMES

2. Discuter 'existence du pged d'une famille infinie d’élé-
ments de A.

3. Discuter l'existence du ppcm d’une famille infinie d’élé-
ments de A.

4. Relier la propriété [10.2] :

1 _iAk
P k:lpk

a l'existence d'une décomposition en éléments simples pour la
fraction rationnelle 1/p.

5.  Discuter I'intérét pratique des formules [18].

6.  Suite de [25] — Généraliser 1’algorithme pour calculer le
pged d’une famille finie d’éléments de A.

81. Soit n > 1, un entier. Pour tout 1 < k < n, on note 1y, le
reste de la division euclidienne de n par k.

81.1  Le reste i est supérieur a ¥/> si, et seulement si, il existe
un entier 1 < g < n tel que

(29 + 1)k < 2n < (29 + 2)k.

81.2  Comme le nombre d’entiers compris entre deux réels a et
b est compris entre (b —a) — 1 et (b —a) + 1, la proportion

#Hl<k<n:
n

ry = kh}

tend vers [4.49.2]

—+oo

1
;7(211“)(67“) =2/Mm2-1.

Approfondissement

82. Code Python

Ecrire des fonctions en langage Python qui effectuent les opéra-
tions suivantes.

82.1  Factoriser un entier n > 1 en produit de facteurs pre-
miers. La factorisation

r
n=T]p
k=1

sera représentée par une liste de listes ((p;, a;)), <icr

822  Comment utiliser cette factorisation pour vérifier qu'un
entier est premier? Cette méthode est-elle efficace ?

82.3  Comment utiliser cette factorisation pour vérifier qu'un
entier est un carré parfait?

82.4  Comment factoriser simultanément deux entiers m et n
comme au [36]?

83. Factorisation dans Q[ X]

1. SoientP =ag+mX+ - +a, X" € Z[X] etr € Q, une
racine de P représentée sous forme irréductible par r = /.
L'entier p divise ag et I'entier g divise a,,. La différence g — p di-
vise P(1) et la somme g + p divise P(—1).

2.  Comment programmer le calcul de foutes les racines ra-
tionnelles d"un polynome a coefficients rationnels?

3.  Comment obtenir la factorisation suivante?

29X —175X2 + 267X —9 = (X —3)3(29X — 1)
4. Lepolyndme Q = 3X® — 19X? + 33X + 9 est irréductible

dans Q[X].

84. Factorisations dans 7Z
On démontre qu'un entier est composé [22.44.1] en le factorisant
sous la forme d’un produit de deux entiers supérieurs a 2.

84.1  Suite de [83] — Pour tout n € Z, I'entier n* — n + 16 est
composé.
842  Lentier 4n® + 6n> +4n+1 = (n+ 1)* — n* est composé

pour tout n € IN*.

84.3  Série géométrique

1. Pour tout entier a > 3 et tout entier n > 2, 'entier a" — 1
est composé.

2. Sia > 2 etsinn’est pas premier, alors il existe deux en-
tiersb > 4 et p > 2 tels que

p—1
A" -1=(0b-1) Y v
k=0

et (a" — 1) nest pas premier.

3. Soita > 2.

3.a Sin est divisible par un entier impair, alors il existe deux
entiers b > 2 et p > 2 tels que

r—1
a"+1=(b+1) Y (—1)P bk
k=0

3.b  Sia" + 1 est premier, alors 1 est une puissance de 2.
4. Pourtoutn € N, on pose

U, =1+10+10%+ -+ 10"

4.a Sin estdivisible par 3, alors U,,_ est divisible par 3.

4.b  Si p est un nombre premier distinct de 2, 3 et 5, alors p
divise 107! — 1 et U,_».
84.4  Nombres de Mersenne
Sil’entier a” — 1 est premier aveca > 2etp > 2,alorsa =2 et p
est premier.
La réciproque est fausse, puisque 211 _ 1 =23 x 89.

85. Triplets pythagoriciens
On étudie les solutions (x,y,z) € N3 de I'équation

(4) 2 y? =22

85.1  Analyse
Soit (x,,z) € N3, une solution de (4).

1. Lespged x Ay, y AzetzAxsontégaux [36].

2. Onsuppose que x, y et z sont deux a deux premiers entre
eux.

2.a Lesentiers x et y sont de parités différentes : 1'un est pair,
I'autre est impair.

2.b  On suppose que x est pair et que y est impair :

3 (m,n,q) eEN3, x=12m, y=2n+1 z=29+1
Alors
m? = (n+q+1)(q—n)

et les facteurs n 4 g + 1 et ¢ — n sont premiers entre eux, donc il
existe [36.3] deux entiers k et /, premiers entre eux, tels que

ntq+1l=+k> et qg—n=+>

85.2  Synthese
Le triplet (x,,z) € N3 est solution de (4) si, et seulement si, il
existe deux entiers 0 < k < £ premiers entre eux tels que

x,y,z) = (2kt, 02 — K2, (2 + K2).
y

86. Soient m et 1, deux entiers naturels non nuls.

1. Si la division euclidienne de m par n s’écrit m = qn +r
avec q > 2, alors

X" 1= X(X" = 1)(XOV e X1 4 (X 1),
Que devient cette relation pour g = letg = 0?

2. Lepged de (X™ —1) etde (X" — 1) est égal au pged de
(X" —1)etde (X" —1).

3. Lepgcdde (X —1)etde (X" —1) estégala (X" —1).
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87. Points entiers d'une hyperbole
1. Soit p, un nombre premier.
Pour tout n € N, le pged de netde (n — p) estégalaloua p.

2. Les couples (x,y) € Z? qui appartiennent a I'hyperbole
[xy = 2x + 3y] sont :

(=3,1),(0,0),(1,-1),(2,—4),(4,8),(5,5),(6,4),(9,3).

3. Les couples (x,y) € Z? qui appartiennent a ’hyperbole
[xy = 5x + 5y] sont :

(—20,4), (0,0), (4, —20), (6,30), (10, 10), (30, 6).
4. Si(x,y) € Z? est un point de 'hyperbole
A= [xF -y —dx -2y =7
alors (x +y —1)(x —y — 3) = 10.

Comme (x +y — 1) et (x —y — 3) ont méme parité, I'hyperbole
H ne rencontre pas 7.

88.1  Le couple (x,y) € N? est une solution de
XAy =5
xVy = 60

si, et seulement si, il existe un couple («, B) tel que

(x,y) = (5a,5B) et {a,p} ={1,12} ou {3,4}.
88.2  Le couple (x,y) € N? est une solution de
{ x+y = 100
xAy = 10
si, et seulement si, il existe un couple («, B) tel que
(x,y) = (100, 108) et {a, B} ={1,9} ou {37}

883  Le couple (x,y) € N? est une solution de
1x —5y = 10
xANy =10

si, et seulement si, il existe un entier k € IN tel que

(x,y) = (10, 108) ou (&, B) = (1+ 5k, 2+ 11k).

89. Théoreme de Wilson
Le théoreme de Wilson est une caractérisation, peu utile, des en-
tiers premiers.
89.1  Soit p, un nombre premier.

1. Résoudre I'équation x> = 1 dans Z/ pZ.

2. Sip>3,ilya(p—3) éléments inversibles et distincts de
leur inverse dans Z/pZ, donc (p — 1)! = —1 (mod p).
89.2  Soit 1, un nombre composé. Il existe donc deux entiers p
etqtelsque2 <p<g<n—1letquen=pg.

3. Sip<g,alors (n—1)! =0 (mod n).

4. Si3<p=gqg,alors2<p<2p<n—Tlet(n—1)lestun
multiple de n.
89.3 = Un entier n > 2 est premier si, et seulement si,

(n—1)!'=-1 (mod n).

90. Soient a, b et ¢, trois entiers compris entre 0 et 4, ’entier a
étant non nul. On suppose qu'un entier N s’écrit abcO en base 5
etabc enbase 12 :

N = 5%+ 5%b + 5¢ = 12%2a + 12b +c.

Déterminer a, b, ¢ et N en raisonnant dans 7 /47.
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91. Soit f : Z — R, une fonction non identiquement nulle
telle que

VpezZ f(2p)=0 et f(p+4)=f(p)

et que

V(p.q) €Z, f(pa)=f(p)f(q).

Que vaut f(1)? Que vaut f(3)? En déduire les valeurs de f(k)
pour tout k € Z.

92. Théoréme de Lagrange [22.14.2] dans Z/nZ
Soientn € N* et x € Z.Onnote d € N*, le pged de n et x.

1. Ilexiste 6 € N* et { € Z, premiers entre eux, tels que
n =dé etx = d¢. L'entier n divise dx.

2. Sin divise kx, alors il existe { € Z tel que kx = nl et
k& = (6. L'entier ¢ divise k.

3. Lordrede ¢ (x) est égal a é.

93. Sil'entier n admet p* - - - pg" pour décomposition en pro-
duit de facteurs premiers, alors I'anneau 7Z/n7 est isomorphe au
produit

T/ P\ T x - x T py' .

Relier cette factorisation au théoreme [57].

94. Comparaison de groupes

On compare ici les groupes Z/n7Z x 7./ pZ et Z./ npZ.

941 Onpose G = Z/27Z x 7/27. Les images du morphisme
[x — 2x] en tant qu’application G — G et en tant qu’application
Z/47Z — 7/4Z ne sont pas isomorphes, donc les groupes G et
7./47 ne sont pas isomorphes.

94.2  L’addition dans le groupe produit G = Z/27Z x 7 /37 est
définie par la table suivante.

® (00 1o (1) 11 ((©02) 12
(0,0) (0,00 (1,0) (0,1) (1,1) (0,2) (1,2)
(,o) (1,0) (0,0) (1,1) (0,1) (1,2) (0,2)
0,1) (01) (L1 (0,2) (L,2) (0,0) (1,0)
(L,1) (1,1) (0,1) (1,2) (0,2) (1,0) (0,0)
(0,2) (0,2) (1,2) (0,0) (1,00 (0,1) (1,1)
12 ®2) (02 @0 0 @1 (©1)

L’application

0:7/67 — 7/27 x 7)37
() — (n62(1), n63(1))

est un isomorphisme de groupes.

Pour aller plus loin

95. Questions pour réfléchir

1.  Mettre au point un algorithme qui calcule les tables [55]
et [94].

2. Unanneau integre contient-il un élément nilpotent ? Et un
anneau qui n’est pas integre ?

3. Suitede [32.1] - Condition sur les entiers 4, b, ¢ et d pour
que les entiers an 4 b et cn + d soient premiers entre eux pour
toutn € N.

96. Théoremes de factorisation
Pour un entier n > 1 fixé, on note ¢, le morphisme canonique de
Z sur Z./nZ. [44.2]
961 Siy : Z/nZ — G est un morphisme de groupes, alors
I'application ¢ : Z — G définie par ¢ = 1p o € est un morphisme
de groupes dont le noyau contient nZ7.
96.2  Premier théoreme [22.22]
Soit ¢ : Z — G, un morphisme de groupes.
Si nZ C Ker ¢, alors il existe un, et un seul, morphisme de
groupes

Y Z/nZ — G

telque ¢ = o %.
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96.3  Second théoréme de factorisation [22.49]
Soit ¢ : Z — A, un morphisme d’anneaux tel que nZ C Ker ¢. 11
existe un, et un seul, morphisme d’anneaux

Y Z/nL— A

telque p = o @.

97. Caractéristique d’un corps

Soit (K, +, x ), un corps.

97.1  L'application ¢ : Z — IK définie par

VkeZ, q)(k):kl]K

est un morphisme d’anneaux.

972 Sin = pgavecl < p < g < n, alors il n’existe pas d’iso-
morphisme d’anneaux ¢ : Z/nZ — K.

97.3  Suite de [96.3] — Si ¢ n’est pas injectif, alors il existe un
nombre premier p tel que Ker ¢ = pZ.

97.4 # Un corps K est un corps de caractéristique nulle lorsque le
morphisme [k — k - 1| est injectif.

97.5 # Un corps K est un corps de caractéristique p lorsque le
noyau du morphisme [k — k - 1] est égal a pZ.

Dans ce cas, l'entier p est premier.

97.6  Exemples

Les corps Q, R, C, Q(X), R(X), C(X) et

QV2] = {a+bV2, (a,b) € Q*}

sont des corps de caractéristique nulle.

Les corps Z/27Z et (Z/2Z)(X) ont pour caractéristique 2.

97.7  Si K est un corps de caractéristique nulle, alors il existe
un morphisme d’anneaux injectif de @Q dans K.

98. Quotients de R[X] [22.49]
On transpose ici a l'anneau R[X] I’étude de Z/nZ.
98.1  Exemples de calculs modulo P
Soient A = X100 — X4 4 X —TetPy=X3+ X2+ X +1.

1. Ilexiste P; € R[X] tel que X* = 1+ P, P,.

2. Tlexiste P, € R[X] tel que X' =1+ P,P.

3. Lereste dela division euclidienne du polynéme A par Py
estégala (X —1).
98.2  Généralisation
Soit Py € R[X], un polynéme dont le degré est supérieur a 1. On
pose

VPeR[X], €¢(P)={P+PQ, Qe R[X]}

t
¢ R[X]/(Py) = {€(P), P € R[X]}.

4. Définir une structure d’anneau sur R[X]/(Py) qui soit
compatible avec la structure d’anneau de R[X].

5. SidegPp = 1, alors il existe un isomorphisme d’anneaux
de R[X]/(Py) sur R.

6. SiPy= X?+1,alors il existe un isomorphisme d’anneaux
de R[X]/(Py) sur C.
99. Nombres de Fibonacci
La suite de Fibonacci est définie par la donnée de Fy =0, F; =1
et par la relation de récurrence

VHGN, Fn+2:Fn+1+FH-

1.  Comme

Vn>1, FypqFypq—Fr=(-1)"

les entiers F; et F,, 1 sont premiers entre eux.
2. Soitm > 1.
2.a
VneN, Fp+n=FnFyi1+ Fy1bn

2.b
Vn>1,

2.c Sir estlereste dela division euclidienne de m par #, alors

Fu A Fin = Fn A En

Vn>1l, FuANF,=F,ANF.

2.d

Vm=>1,Vn>1 FuANF;,=Funn.

100.  Critére d’Eisenstein
Soit A =ag+ a1 X + - - - +a, X" € Z[X]. On suppose qu'il existe
un nombre premier p qui divise ag, a1, ..., 4,—1 mais ne divise
pas a, et que p? ne divise pas ag.

1. Onsuppose qu'il existe

ny
C=Y agxfezX]
k=0

1y
B=) X ezX],
k=0

tels que A = BC, avec my < netmy < n.

1.2 Comme ag = bycy, alors by ou ¢ est divisible par p. Est-il
possible que p divise bg et ¢ ?

1.b Sip | bo, alors p | by pour tout 0 < k < m et, en particu-
lier, p | ap.

2.  Le polyndme A est irréductible en tant qu’élément de
I'anneau Q[X].

3. Lepolynome X —12X? +9X — 3 € Q[X] estirréductible.

101.  Quotient par un idéal maximal
Soit A, un anneau commutatif. Un idéal I & A est dit maxi-
mal lorsque le seul idéal | de A tel que

ICJCA

estl’idéal | = A.
101.1  Les idéaux maximaux de A = K[X] sont les idéaux en-
gendrés par un polyndme irréductible.
Les idéaux maximaux de Z sont les idéaux engendrés par un
nombre premier.
101.2 Soit I, un idéal de A. La classe modulo I de x € A est
définie par

x+I1={x+y yel}l

En particulier, I'idéal I est la classe de 0.
Le quotient de 'anneau A par un idéal I est I’ensemble R = 4/
des classes modulo I.

Afr={x+1,x€ A}

1. Etant donnés deux éléments u et v de R, il existe deux
éléments x et y de A tels que

u=x+1 et v=y+ I

1.a Lasomme u @ v est bien définie par
udv=(x+y)+1L

L'élément I de R, classe de 0 modulo I, est neutre pour .
1.b Le produit u ® v est bien défini par

u®@v=(xxy)+1L

L'élément 1 + I de R, classe de 1 modulo I, est neutre pour ®.
1.c Le quotient R est muni d"une structure d’anneau commu-
tatif pour les opérations @ et ®.
101.3 Soitu = x+ I € R, distinct de 0 + I.
2. Lidéal de R engendré par u :

() ={u®v, veR}
={(xxy)+LyeA}

est un idéal de A qui contient [ et x ¢ I, donc (u) = A.
3. Ilexistey € A tel que la classe y + I soit I'inverse de la
classe u pour la multiplication ®.

4. Lanneau quotient R = 4/ est un corps. —[57], [98]
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Complément : Quelques codes
Autour des nombres premiers

102.  Silentier n > 1 est composé, alors il est divisible par un
entier g > 2 tel que g < 1. Le code suivant renvoie le plus grand
entier r tel que r2 < n.

def racine_entiere(n):

r, carre = 1, 1
continuer = (carre < n)
while continuer:

carre += 2%r+1

r += 1

continuer = (carre < n)
if carre==n:

return r
else:

return r-1

103.  Crible d’Eratosthéne

La méthode du crible permet de calculer les entiers premiers infé-
rieurs a un entier n donné. On utilise ici une liste N de booléens :
apres les cas particuliers 0 et 1 (qui ne sont ni premiers, ni com-
posés), tous les indices k multiples d'un indice donné j sont mis
a False si bien que, a la fin de la boucle, N; est égal a True si, et
seulement si, I'entier 0 < i < n est premier.

106. Décomposition en produit de facteurs premiers
A Taide du crible, on cherche la valuation de chaque nombre pre-

mier p tel que p?> < 7. Si on trouve un tel facteur premier pour 7,
on sait que cet entier n est composé. Si, au contraire, il est premier,
sa factorisation est triviale!

def factorisation(n):
R = racine_entiere(n)

diviseurs_stricts = crible(R)
F, est_premier = [], True
for p in diviseurs_stricts:

if njp==0:
est_premier = False
v, n = valuation(n, p)
F.append((p, v))
if est_premier:
F=[(n,1D]

return F

Code de I'algorithme de Blankinship

107.1
male.

def score(ak, bk):
return abs(ak)+abs (bk)

La fonction score va servir a calculer la solution opti-

def crible(n):
N = [Truel*(n+1)
# ni 0, ni 1 ne sont premiers
N[0], N[1] = False, False
for j in range(2, len(N)):

if N[j]:
k = 2%j
while (k<len(N)):
N[k] = False
K += j
liste_premiers = []

for i, premier in enumerate(N):
if premier:
liste_premiers.append (i)
return liste_premiers

104. Premier diviseur

On calcule le plus petit diviseur premier d’un entier n > 2. Si
I'entier n est premier, ce diviseur est égal a n. Si au contraire 1’en-
tier n est composé, alors ce plus petit diviseur premier p vérifie

p2<n.

def premier_diviseur(n):
R = racine_entiere(n)
for p in crible(R):

if n¥%p==0:
return p
return n
105.  Valuation

On suppose que p est un diviseur premier de n. On calcule alors
le couple (m, q) tel que n = p™q ott le quotient g est premier a p.

def valuation(n, p):
m, q=0,n
while qJp==0:
m += 1
q=4qa//p
return (m, q)
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107.2  Les arguments u et v sont supposés premiers entre eux et,
un troisieme entier ¢ étant donné, on cherche a résoudre I'équa-
tion au 4+ bv = ¢ d’inconnues a et b. Pour cela, dans un pre-
mier temps, on multiplie par ¢ une solution (ag, by) de 1’équation
au+bv =1

def solution_Bezout(u, v, c):
M = np.mat([[1,0,ul],[0,1,v]], dtype=np.int64)
# calcul de a_0 et b_0
while M[1,2]!=0:
q = M[0,2]//M[1,2]
M[0,:1 = M[0,:]1 - g*M[1,:]
M[1,:1, M[O,:] = M[0,:].copy(), M[1,:].copy()
d = M[0,2] # un pgcd de u et v, égal a +/-1
a, b = d*xcxM[0,0], d*c*M[0,1]
# calcul d’une solution minimale
# (a_k, b_k) = (a_0 + k.v, b_0 - k.u)
score_ref = score(a, b)
meilleur = True
# Faut-il prendre k positif ou négatif ?
if score(a+v, b-u)<score_ref:
signe = 1
elif score(a-v, b+u)<score_ref:
signe = -1
else:
# On a déja une solution optimale !
meilleur = False
while meilleur:
# On continue pour améliorer le score
aa, bb = atsigne*v, b-signe*u
nouveau_score = score(aa, bb)
meilleur = nouveau_score<score_ref
if meilleur:
# Eviter 1’affectation de trop !
score_ref = nouveau_score
a, b = aa, bb
return a, b




