1
Intégrales

1. Pour tout x > 1,

2x dt 2% dt
/ > / — =/{n2.
x 2—1 x t

Convergence d'une intégrale impropre

11_,—x
/ 1—e dx
0 x

est faussement impropre et I'intégrale
tol—e™*
/ dx
1 x

3. L'intégrale impropre
+o0
/ V¥ dx
n

est divergente, quel que soit 'entier n € IN.

2. L’intégrale

est divergente.

4. Discuter la convergence des intégrales

1 +o0
/ tentdt et / t entdt
0 1

en fonction de 'entier k € IN.
5. Convergence de l'intégrale

—+o0
/ Inte ™ dt
JO

en fonction de « € R.
6. Convergence de l'intégrale

—+00
/ tPe—at gt
0

en fonction des réels « et B.

7. Convergence des intégrales impropres suivantes.
1. 3.
+ —t
/ ey +oo tdt
71 fnt /foo 1+£
2.
+o° sin ¢t +
[
Jo /i

/+°° tdt
Joeo 1414
8. Pour tout x € R, on pose
—+00
F(x) = / et dt.
JX
Démontrer que F est bien définie sur R. Démontrer que F est

de classe € et calculer sa dérivée. Quelle est la limite de F au
voisinage de +00?

9. Pour tout x € R, on pose
x et
F = —— dt.
() /700 1412

Démontrer que F est bien définie sur R. Démontrer que F est
de classe ¢! et calculer sa dérivée. Quelle est la limite de F au
voisinage de —oc0?

10. EM Lyon 2017

Pour tout x > 0, on pose

f(x)=¢*—e-fnx.

Les intégrales impropres

1 +eo dy
x)dx et —
| f@ fa
convergent, mais l'intégrale impropre
—+o0
| rax
1
diverge.
II
Changements de variable
11. Lorsque x tend vers 0, I'intégrale
+oo ,—t +o0 ,—U
/ £ dt=e" / £ du
0 X+t x u

tend vers +oo.
12. Quels que soienta < b,

'/ab(tfa)(bft)dt: “"6”)3.

(Poser t = (1 — u)a + ub.)
13. Pour tout x > 0,

(Poser t = ux.)

14. Le changement de variable u = 1/; montre que
T Int
—— dt=0.
/o 1412

15. Pour toutk € N ettoutx € R,

+o0o +o0
/ te=tdt = e / (u+x)ke ™ du
Jx JO

ki

= k! Z J,C—e’x.

|
i—o b
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16. Pourx € R,

0 eftx ex 1 e ux
[ == [
Ja1v1-£ V2o \Ju(l—u/2)

(Poseru =1+4t.)
17. Pour tout x > 0, on pose

+oo eft
f(x):/o Lo

Alors L
fx) = e*/:w ¢ du :wo(l).

u x—+

III

Intégration par parties

18. )
too 14t
[ omdt=n
J0 t
19. Quels que soient les entiers 7 et p,
1 —1)Pp!
/ PPt dt = L}vl.
Jo (n+1)P+

20. Quel que soit x > 0,

—+oo
/ e gintdt =
JO

1422

Etsix <07?

21.  EM Lyon 2017
Pour tout entier n > 1, I'intégrale impropre

Foo dt
H, = —
" /0 (14 t2)n

converge. En intégrant par parties,

Vn>1 Hy,=2n(H,— Hy11).

22. Quels que soient 'entier n € N et le réel x > 0,

+oo o=t df — e n41 [reet
/x n D s ) /x m+2

23. Lorsque n tend vers +oo,

1 T
/ t”sinntdtfv—z.
Jo n

24.

+00 1 +c0
/ w2e W du = 5 / e du
0 0

25. Formule de Taylor
Soit g, une fonction de classe % sur R. Quels que soient les réels
z et u, 'intégrale

2/ (z+u—1)2g®) (1) dt

est égale a

uZ

——8"(2) —ug'(2) + g(z+u) —g(u).

26. Pour |x| < 1 et pour tout entier n > 1,
" x x o
X SEENIN R
=1 P o 1-t
27. Pour tout x € R4, on pose

flx) = /Ox (1 + %) dt.

27.1  Sens de variation de f? La fonction f est impaire.
27.2  Enintégrant par parties,

B N x o dt
f(x) =xfn(1l+x%) 2x+2~/0 Te

(Indiquer la décomposition en éléments simples.)
27.3  Lorsque x tend vers +oo,

f(x) ~2xnx.

v

Intégrales fonctions d’un parameétre

28. Soit & > 1. La suite de terme général
T dt
PO (.
Tk awey
est décroissante et positive.
29. Pour tout x > 0, on pose
2 (X tdt
flx) = p,/o et +1
29.1  Pourtoutt € [0,x],
1 < 1 < 1
eX+1 Tet+1 T2

donc f tend vers 1/2 au voisinage droit de 0.
29.2  Pourtoutt >0,

t
<1/
et +1

~

donc f tend vers 0 au voisinage de +oco.
30. Pour tout x € R, on pose

F(x) = /01 min(x, t) dt.

1. Six <0, alors F(x) =0.
2. Slogxgl,alorsF(x):xz/erlfx.
3. Six >1,alors F(x) = 1.
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INTEGRALES FONCTIONS D'UN PARAMETRE o 1

31 11 existe un réel M > 0 tel que

effx

dr < M.
V1—12

1 1
Vx>0, ogf/
7T JO

32. On admet que
—+00
/ e du = ﬁ
0 2

321 En posant u = \/E,

7T

1 p—tx 2 x
[l g o [T
Jo it Vx Jo x—+eo \ U

322  Avec le méme changement de variable,

1
/ e VEdt  ~ VT :
Jo x—400 2x1/X

33. Soit f, une fonction de classe %’!. La suite de terme géné-
ral

b
un:/ f(t) cosnt dt
a

tend vers 0. (Intégrer par parties.)
34. Pour tout entiern > 1,

\Y

=

/1 e ™ In(n+1)
d
0 x+1/n e

et
0< “+o00 e X d <1/
\/1 73{4_1/” XX e

Par conséquent,

im [ 4
nifi‘m,/o il T

35. EM Lyon 2019 S
Pour toute fonction f continue sur IR, on pose

2O =L et vrzo e =1 [

2 x2 .

35.1  Lafonction h définie par
X
VXeR, h(x)= /O EF() dt

est de classe ¢! sur R. Comme

VreR, h(x)—x2@=/xt[f(t)—f(0)] dt

0

et que f est continue, alors ®(f) est continue sur R.

35.2  Si f est paire (resp. impaire), alors @ ( f) est impaire (resp.
impaire).

353  Si f est positive sur R, alors ®(f) est positive sur R.

354  Lapplication ® est un endomorphisme de E = ¢°(R),
mais elle n’est pas surjective.

355  Pourtoutx # 0,






2
Densités de probabilité

1. Lois usuelles
11 Loi uniforme
Si X suit la loi uniforme sur le segment [a, b], alors

_a+b _ (b—a)?
E(X) = 5 et V(X) = oo
1.2 Loi exponentielle
Si X suit la loi exponentielle &(A), alors
1 1
E(X) =+ t V(X) = —.
=7 e V)=
1.3 Loi normale

Si X suit la loi normale .4 (1, 02) de densité

VxeR, f(x)= exp%l(x;m)z,

270

alors E(X) = met V(X) = ¢2.
1.4 Loi Gamma
Si X suit la loi I'(k, ) de densité

Vx>0 f(x)=

alors E(X) = kf et V(X) = k6.
15 Loi Beta
Si X suit la loi B(a, B) de densité

Vo<x<l, B(; B (1 —x)f1
e s g _ T@I(B)
WP~ T+ )’
alors
_ . _ ap
E(X)_m et V(X)= (a+pR2+p+1)

1.6 Loi de Pareto
Si X suit la loi de Pareto de parametres x,;, € R etk € RY de
densité

v > _ k xl;"
X 2 Xm, f(x) — AR xk+1/
alors ‘
Xm
k>1, EX)=
Yk > (X) 1
et

Vk>2,

1.7  Loidu x?
Si X suitla loi du x? a k € N* degrés de liberté de densité

V(X) = kx2,(k—1)%(k — 2).

xk/Zflefx/Z

Vx>0, = ——

X f(x) 2k/2r(k/2)
alors E(X) = k et V(X) = 2k. Il s’agit en fait de la loi T'(k/2, 2).
2. Soita > 0. La différence de deux variables aléatoires indé-
pendantes de loi uniforme sur [0, 2] admet pour densité la fonc-
tion g définie par

a—|x|

Vx € [—aua], o

g(x) =

3. EDHEC 2018
Pour tout a > 0 et tout x > 0, on pose

— 52

s 2ew(52)

3.1 La fonction f est une densité de probabilité sur [0, +oco].
(Que dire lorsque a < 0?) Calculer la fonction de répartition.
3.2 Soit X, une variable aléatoire réelle admettant f pour den-
sité.

1. La variable Y = X? suit une loi exponentielle. Calculer
son parametre.

2. Calculer I'espérance de X.

3.  Que vautl'espérance de Y? En déduire la variance de X.

4. EDHEC 2019 E
Pour 0 < 6 < 1/, on pose

1
YV x > 1, f(x) = W
1. Lafonction f est une densité de probabilité sur [1, +oo[.
2. Onnote X, une variable aléatoire admettant f pour den-
sité. )
1 6
VX)) = ———
(X) (1-0)2(1—29)

BX) =13

3. Fonction de répartition :

1

Vx>1, — e

F(x)=1
La médiane de cette loi est la solution de 1’équation F(x) = 1/2.
4.  Envérifiant que

Vxe[0,10, 2%(1-x)<1,
on peut comparer la médiane et I’espérance.

5. Lavariable aléatoire Y = ¢/n X suit une loi exponentielle.
5. EDHEC 2017
Soit V, une variable aléatoire suivant la loi exponentielle £(1).
On dit que la variable aléatoire

W=—/nV

suit la loi de Gumbel.
Calculer la fonction de répartition de V. En déduire la fonction
de répartition de W. En déduire qu'une densité de W est donnée

par
Vx>0, f(x)=e Y exp(—e™¥).
6. Laloi de Cauchy admet pour densité la fonction f définie
par
1
VxeR, = —.
x fla)=— A1)

6.1 Vérifier que f est une densité de probabilité et que cette
fonction est paire.
6.2 Que dire de I'espérance de cette loi?
6.3 Etablir la symétrie de la fonction de répartition :

VxeR, F(x)+F(—x)=1.
7. Si X admet une densité continue f et un moment d’ordre

deux, alors sa variance V(X) est strictement positive.
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8. Exprimer l'intégrale

/+Oo e 4t
Jo

en fonction de n € N* (poser u =
fonction I (poser u = nt?).

/1), puis au moyen de la

9. Soit U, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
]0,1]. La variable aléatoire X = — ¢n U suit la loi exponentielle
E(1).

10. Superposer sur une méme figure les densités des lois ex-

ponentielles £(1) et £(10). Expliquer le tracé au moyen de la pro-
priété

E(X)=V(X)=A
commune aux lois exponentielles.

11. Soit U, un variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
[0, 1[. Calculer une densité de la variable aléatoire

1
X=_.
u

12. EDHEC 2021
Pour tout x > 0, on pose

flx) = %exp(%).

La fonction f est-elle une densité sur |0, +00[? Quelle est la fonc-
tion de répartition associée ?

13. ESSEC 2022
Pour tout x € [0,1], on pose

h(x) = 140 /Ox w31 —u?) du.

La fonction / est une fonction de répartition. Tracer le graphe de
h, ainsi que celui de /'

14. EDHEC 2017
Soitn € N*.
Pour x < 0, on pose F,(x) = 0 et pour x > 0, on pose

Fi(x)=(1—e )"

141  La fonction F;,; est une fonction de répartition, associée a
la densité f,, définie par

Vx>0, fulx)=ne ¥(1—e*)"L

On notera Yj;, une variable aléatoire réelle de densité f,.
14.2 L'intégrale impropre

—+o0
/ 1— Fy(x)dx
J0
est convergente et

lim x[1—F,(x)] =0.

X— 400

En intégrant par parties et en passant ensuite a la limite, on en
déduit que

E(Y,) = /0“01 ~ Fy(x) dx.

14.3 Pour tout A > 0,

A 1—e4 1 _yn
1-F dx = du.
/0 w(x) dx /0 - u

(Poser u = 1 — e~ *.) En déduire que

1 1
E(Y) =1+, 4

15. EDHEC 2019 S
Pour tout x > 0, on pose

_ 1 4 /x
flx) = ze
La fonction f est une densité de probabilité sur ]0, +oo[. Calculer
sa fonction de répartition F :

Vx>0, F(x) = exp(—1/x).

Tracer le graphe de f et celui de F.

16. EDHEC 2019

Soient U et V, deux variables aléatoires indépendantes, de densi-
tés respectives f et g, de fonctions de répartition respectives F et
G. On suppose que f et g sont continues sur R et que

F(0) =G(0) =0.
16.1  Lintégrale impropre
—+o0
[ Fwsmar
Jo
converge.
16.2  En admettant que

/()+OQF(t)g(t) dt = P(UL V),

démontrer que

+00
PULV) :/0 [1— F(t)]g(t) dt.

16.3  Application numérique : on suppose que U suit la loi ex-
ponentielle £(A) et que V suit la loi exponentielle € (u). Démon-
trer que

17. ECRICOME 2020

171 Soita > 0. Pour tout t > a, on pose
3a3
ft)= ry

La fonction f est une densité de probabilité, dite densité de Pa-
reto. La fonction de répartition est égale a

e
Vx>a Fx)=1-—.
x>a (x) 3

L'espérance de cette loi est égale a 34/5 et sa variance a 31*/4.

17.2  Soit U, une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur
]0,1]. La variable aléatoire
a
X= ut/s3

admet f pour densité et

1
P(X>20) =g, P(X>6a|X>20)



18. EDHEC 2015
Soient X et Y, deux variables aléatoires indépendantes, qui
suivent la loi uniforme sur [0, 1[. On pose

U =min{X,Y}.
18.1  Lafonction de répartition de U est donnée par
Vo<x<1, F(x) =2x — x2.

En déduire une densité de U et tracer le graphe de cette densité.
18.2  L'espérance de U est égale a 5/12. Calculer V(U).
19. EM Lyon 2015
Soient U, une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1]
et A > 0. La variable aléatoire

1

X=_""/n

(- )

suit la loi exponentielle £(A).

20. Pour tout x > 0 et pour tout n € N*, on pose

fu(x) =ne™™

1. Les fonctions f, sont toutes des densités de probabilité.
2. Pourtoutx > Oettoutn > 1,

(1—e )1,

far1(x) = fulx) = fn+1( x).

n+1

3. Pourtoutn >1,

L e - o) dx = s [ fra@ar

n+1.

21. EM Lyon 2016
Pour tout t € IR, on pose

—t

0= ot
211 La fonction f est une densité de probabilité. Calculer sa
fonction de répartition.
21.2  Soit X, une variable aléatoire de densité f.

1. L’espérance de X est nulle.

2. Identifier la loi de la variable aléatoire

Y = n(1+e%).

22.  EMLyon2019E

22,1  Soient U et V, deux variables aléatoires de densités res-
pectives fi; et fy. On suppose que ces densités sont nulles sur
|—o0,0[ et continues sur |0, +-o0]. Les fonctions de répartition as-
sociées sont notées F; et Fy .

Démontrer que l'intégrale généralisée

+00
JARNCTOLT

est convergente.
222 Soit (Ty)uen, une suite de variables aléatoires indépen-
dantes et de loi £(A). On pose
M, = min(Ty,..., Ty)
et, si ce minimum est bien défini,
N = mm{k e N* . T < To}.

(On pose N = 0 lorsque ce minimum n’est pas défini.)
1.  Pour tout entier n,

[N > n] = [M, > Ty).

2.  Pourtoutentiern > 1 ettoutt >0,

P(My >t)=[P(Tg>t)]" = (1—e ).

On en déduit une densité de M,,.

23. EM Lyon 2019 S
Pour tout x > 0, on pose

hy(x) = 2xe %"

23.1  Lafonction hy est une densité de probabilité.
Si la variable aléatoire X admet h pour densité, alors

E(X) = V7.
23.2  Lafonction Hp définie par
1—e ™
Vx>0 H =1-—
X 2 (x) 2

est une fonction de répartition. Si la variable aléatoire Y admet
H), pour densité, alors Y est une variable aléatoire d’espérance
finie.

24. ESSEC 2019 E

241 On consideére une variable aléatoire U qui suit la loi uni-
forme sur [0,1]. Pour tout t € R, on pose

My (t) = E(etY).

Pour tout t € R¥,

et My est de classe ¢! sur R.
242 Onsuppose que Z suit la loi normale .47(0, 1). Démontrer
que

VieR, E(e'?)=exp(?/2).

25. ESSEC 2019 E II

Soit f, une densité de probabilité strictement positive, définie sur
I'intervalle I. Si X est une variable aléatoire qui admet f pour
densité, alors I'entropie différentielle de X est définie par

- fr s o

251  Onpose Y = c+ X. Densité de Y? h(Y) en fonction de
h(X)?
252  OnposeZ = aX avec & > 0. Densité de Z? h(Z) en fonc-

tion de h(X)?

25.3  On suppose que X suit la loi uniforme sur le segment
[0,a]. Alors
Ina

Condition sur a pour que h(X) > 0?

254  On suppose que X suit la loi normale centrée réduite
A(0,1). Alors
1 ¢n(27e)
X) == .
h(X) 2 {n2
25.5  On suppose que X suit la loi exponentielle &(A). Alors
1—/nA
X) =
h(X) n2
26. ESCP2019 T
26.1  Lafonction définie par
2x
> 4
Vx>0 f(x) i+

est une densité de probabilité.
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26.2  Lafonction de répartition associée a f est
¥2
Vx>0, F(x)= Tia
26.3  Si X est une variable aléatoire de densité f, alors
2

suit la loi uniforme sur [0, 1].

27. HEC 2020 BL
271 Lafonction définie par

vtelo], f@):ZTI%ﬂEE

est une densité de probabilité.

27.2  Si X est une variable aléatoire de densité f, alors
1—+/n2 3/n2-2 5 2/m2—-1
E(X) = V(X)=———=, E(X*)="F"-——
(X) m2 '’ (X) 2/m?2 ' (X%) 2/n2
27.3  Lafonction de répartition de X est donnée par
m(1+x)
1], F(x)=———7F7—.
Vxe[0,1], F(x) )
La médiane de X est donc v/2 — 1.
28. BSB 2020 T
On considere la fonction définie par
Vie[01], f() =k ——
7 7 - 1 + t

28.1 Il existe une variable aléatoire X dont la densité est f si,
et seulement si,

1
k_lf%Z
28.2  Lafonction de répartition de X est alors
Vxel[0,1], F(x)=k[x—{n(1+x)].
28.3  L'espérance de X est égale a
n2—-1/
1—/n2"°

La variable aléatoire X admet-elle un moment d’ordre deux?

29. EDHEC 2020 E
On considere une variable aléatoire X qui suit la loi normale

N (0,02).
29.1  Lafonction de répartition Fx de X vérifie :
Vx€eR, Fx(—x)=1-Fx(x).
29.2  OnposeY = |X|. La fonction de répartition de Y vérifie :
Vx>0, Fy(x)=2Fx(x)—1

Calculer une densité de Y. On a aussi

E(Y) = — 0

30. ESCP 2021 T
Soient A > 0et0 < p < 1. Pour tout x > 0, on pose

flx) =A01-

La fonction f est une densité de probabilité.

p)e M 4+ A2xpe= M,

30.1

30.2 Lafonction de répartition associée a f est donnée par
Vx>0, F(x)=1—e - Apxe .
30.3  Si X est une variable aléatoire qui admet f pour densité,
alors X est d’espérance finie et
1+p
E(X) = —.
(x) =15

31. BSB 2021 E
Pour tout t > 0, on pose

f()y=et2 et

La fonction f est une densité de probabilité. La fonction de répar-
tition qui lui est associée est donnée par

Vx>0, F(x)=1 — e/ 2 4 oY,
Une variable aléatoire X qui admet f pour densité est une va-
riable aléatoire d’espérance finie et E(X) = 3.
32. EDHEC 2021 S

Soient Z, une variable aléatoire qui suit la loi normale centrée
réduite et Y = exp(Z). Une densité de Y est donnée par

0= A ew(5).

La variable aléatoire Y est une variable aléatoire d’espérance fi-
nie.

Vx>0,



