Chapitre 18 - Topologie —

& Commengons par rappeler les propriétés qu’il faut absolument connaitre sur les
hyperplans.
Soit H, une partie d'un espace vectoriel E (de dimension quelconque).
@ Premiére caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement si,
il existe une forme linéaire f € L(E, K) non identiquement nulle telle que H = Ker f.
En dimension finie, I'hyperplan H est alors représenté par une équation carté-
sienne :
H=[f(x1,...,xn) =0]

dans le cas dim E = n.
Une telle forme linéaire n'est pas unique mais presque : si H = Ker f = Ker g,
alors il existe un scalaire o non nul tel que

Vx ek f(x)=ag(x).

@ Deuxieme caractérisation — La partie H est un hyperplan si, et seulement
si, il existe un vecteur a # Og tel queE =H @ K - a.

@ Choix d’'un supplémentaire — Si H est un hyperplan, alorsE = H® K - a
quel que soit le vecteur a € E \ H.

@ Lien entre supplémentaire et forme linéaire — Si I'hyperplan H C E est
le noyau de la forme linéaire f, alors il existe un vecteur a € E tel que f(a) = 1
et, quel que soit x € E, il existe un vecteur xy € H et un scalaire A € K tels que
X = Xn + A - a. Par linéarité de f, on en déduit que

x =xp + f(x) - a.

Quelle que soit la partie H de E, on a toujours : H C H C E.

a I’adhérence H est, par définition, contenue dans I’espace vectoriel E. Le
vecteur nul Og appartient au sous-espace H et par conséquent a H. Enfin, H
est stable par combinaison linéaire (propriété dite "linéarité de la limite"). Par
conséquent, 'adhérence H est encore un sous-espace de E.

% L'adhérence de tout sous-espace de E est encore un sous-espace de E.

On distingue alors deux cas.
@ Si H = H, alors H est fermé. (L'adhérence d'une partie est toujours fer-
mée!)
@ Sinon H ¢ H, donc il existe un vecteur a € H \ H et

E=HeK.-aCHCE

(puisque H est un sous-espace qui contient a la fois H et K - a). On constate

alors que H est dense dans E: H = E.

# Il n"y a donc que deux possibilités :
— ou bien un hyperplan est fermé (ce qui est toujours le cas si la dimension de
E est finie);
— ou bien il est dense dans E.

Si la forme linéaire f est continue, alors son noyau est fermé.

# L'image réciproque Ker f = [f(x) = 0] du fermé {0} par une application conti-
nue f : E — K est fermée.

@ Réciproquement, si la forme linéaire f n’est pas continue, alors elle n’est
pas bornée au voisinage de Og (Théoreme de caractérisation des applications
linéaires continues [55]). Il existe donc une suite (un )nen qui converge vers le
vecteur nul et telle que

nl_igloo ’f(unﬂ = +o0.

Par conséquent, pour tout entier n assez grand, le scalaire f(u,,) n’est pas nul :

dng € N, Vn > ny, flun) #0.



Pour tout n > ngy, on pose alors

et on remarque que f(vn) = itni =1

Par homogénéité de la norme,

[ 1]
If(un)l”

Vnzno, o lvall =

Par hypothese, le numérateur tend vers 0 et le dénominateur vers +oo, donc
la suite (vn)n>n, converge vers le vecteur nul Og.
Cela dit, par linéarité de f,

Yn >ng, Vn—Vn, €Kerf

puisque f(vn —vn,) = f(vn) — f(vn,) =1 —1 =0 et comme v,, converge vers
O, alors
ngrfoovn —Vn, = —Vn, ¢ Kerf
puisque f(—vn,) = —f(vn,) = —1.
On a ainsi démontré que Ker f n’était pas fermé (ce sous-espace n’est pas
stable par passage a la limite).

& Cette alternative démontre que le noyau d'une forme linéaire est fermé si, et
seulement si, la forme linéaire est continue.

Dans cette question, on suppose que K = IR.
Si la forme linéaire f est continue, alors les trois parties

[f(x) > 0] = [f(x) €10, +ool], [f(x) < 0] = [£(x) € ]—00,0[], [f(x) # 0] = [f(x)

sont des ouverts de E.

# L'image réciproque d'un intervalle ouvert par une application continue est ou-
verte.
L'image réciproque d’un intervalle fermé par une application continue est fer-
mée.
Le complémentaire d'un fermé est un ouvert.

a La partie P, = [f(x) > 0] est convexe : si deux vecteurs x; et x, ap-
partiennent a P, alors f(x;) > 0 et f(xz) > 0; quel que soitt € [0,1], on a
donc

f((] —t)x1 + th) =1 —=t)f(x7) + tf(x2) >0

ce qui prouve que (1 —t)x; +tx2 € P4.

# Pour 0 <t < 1,'expression (1 —1t)f(xq1)+tf(x2) est la somme de deux termes
strictement positifs.
Pour t = 0, il reste f(x1) > O (par hypothese); pour t =1, il reste f(x3) > 0
(par hypothese aussi).

Toute partie convexe est connexe par arcs, donc P est connexe par arcs.
11 est clair que la méme démonstration prouve que P_ = [f(x) < 0] est
convexe et donc connexe par arcs.

# On n'a pas eu besoin de la continuité de f pour conclure.

@ Comme f n’est pas identiquement nulle, il existe un vecteur xo € E tel
que f(xo) # 0 et comme f est linéaire, f(—xo) = —f(xo0).
Si f est continue sur E et s’il existe une fonction continue

Y(0) =xo
vy : [0,1] = E telle que v(1) = —xo
vtelo,1], vy(t) € P UP_H®

alors foy : [0,1] — R est une fonction continue, définie sur un intervalle
et a valeurs dans R. On peut donc appliquer le Théoréme des valeurs inter-
médiaires. Comme (f o y)(0) = f(xo) et (foy)(1) = —f(x0), la fonction f oy
change de signe et il existe donc un réel t; € [0,1] tel que (foy)(t1) =0, ce
qui signifie que y(t1) € H : cest impossible par hypothese.



Par conséquent, si la forme linéaire f € L(E,IR) est continue sans étre
identiquement nulle, alors [f(x) # 0] est ouvert mais pas connexe par arcs.

# Dans la suite, I'hyperplan H = Ker f est supposé fermé.
D’apres le cours,

dx,H) =0 & xcH (cours!)
& x€H (H est fermé)
— f(x)=0.

La propriété a établir est évidente dans ce cas (tres) particulier.
Nous supposerons par la suite que x ¢ Ker f et (donc!) que d(x,H) > 0.

@ Version euclidienne
On suppose ici que E est un espace euclidien. Par conséquent, il existe
un vecteur unitaire a tel que

1
E=H&®&R-a.

Comme x ¢ H, le vecteur x n’est pas le vecteur nul et il existe un vecteur
xH € H et un scalaire t # 0 tels que x = xy + t - a. Comme a est orthogonal a
H, on déduit du théoreme de Pythagore que

2
I = 41+ 2l

2
Par linéarité de f, on a f(x) = t - f(a) (puisque H = Ker f) et par conséquent,

comme x # Og,
fx)]  |f(a)]

] /1 + Ixull? 2

On a ainsi démontré que

< |f(a)’.

Vx€E\H, [f(x)] < [f(a)] - [l

Il est clair que cette propriété est encore vraie pour x € H = Ker f. Nous avons
ainsi démontré que f € L(E, R) était une application continue (ce qui n’est pas
une surprise) et que

11l < [f(a)]-

Par ailleurs, comme a est un vecteur unitaire,
[f(a)] < [f(a)] - [|al
et ce cas d’égalité prouve que
Il = [#(a)]-

D’autre part, comme x = x +t-aouxy € Heta € H+, on déduit du
cours que d(x,Ker f) = ||t - a|| = [t (puisque le vecteur a est unitaire). D’apres
les calculs précédents,

[f0] _ <))

Al Ker ) =t = ey = Treil

% La propriété que nous venons de démontrer est vraie en dehors du cadre des
espaces euclidiens.

a  Version générale
Nous supposons toujours que x ¢ H = H et donc que f(x) # 0 et que
d(x,H) > 0.
@ Comme x ¢ H et que H est un hyperplan, ona E = H® K - x. Pour tout
vecteur y ¢ H non nul, il existe donc un vecteur yy € H et un scalaire t € K
telquey =yn +t-x.

# On a choisi y en dehors du sous-espace vectoriel H. Comme Og € H, on en
déduit que u # O.



Comme y # Og, le scalaire t n’est pas nul! On en déduit comme plus
haut que

1
|f(y)| =|t|- ‘f(x)’ etque |yl =Ilyn+t-x||=1t- Hx+ n -yHH
Comme '/ - yn € H, on en déduit que
> [t| inf = d(x, H).
Iyl > ¢l inf Ix+ ) = dix, H)
Ayant majoré le numérateur et minoré le dénominateur, on en déduit que

fw)] _ )]

E\H < .
YYEEAH T S A Ker)

Le membre de gauche est nul pour touty € H \ {Og}, donc

fW)l _ [
Iyl dlx, Ker)*

Vy #OE>

En passant a la borne supérieure par rapport au parametre y, on en déduit
que

[f(x)]|
d(x,Kerf)’

a Réciproquement, on rappelle que

el <

d(x,Kerf)::JggHX-—yH-

Pour touty € H =Kerf,
1£00)] = [0 — )| < IFIl 1 — ]
puisque I'application linéaire f est supposée continue. On a donc

00
1

VyeH, [x—yl=>

On peut donc passer a la borne inférieure par rapport au parametre y et obte-
nir enfin :

@ On a ainsi démontré par double inégalité que

[f(x)]

d(x,Kerf) = 7|Hf|H

pour toute forme linéaire f continue sur E.



