RMS 134 [1384]

Soit S, 'ensemble des couples (P, Q) € RIX] x IR[X] tels que
X=1"Q+X"P=1.

Démontrer qu'il existe un, et un seul, couple (Po, Qo) € S tel que
degPo <netdegQo <m.

Déterminer les éléments de S.

Les polynomes X — 1 et X sont premiers entre eux (Bézout: X — (X —1) =
1). Par conséquent, les polynémes (X — 1)™ et X™ sont premiers entre eux et
(Bézout) il existe donc des couples (UL, V) de polynomes tels que

(X—1)"U+ X"V =1.

L’ensemble S n’est donc pas vide.
@ Considérons un couple (P, Q1) de polyndmes tels que

(X=1"Q1 +X"P; =1
et effectuons la division euclidienne de P; par (X — 1)™ : il existe donc un
polynéme A et un polyndme Py € R,,_1[X] tels que
P =(X—-1)"A 4+ Po.
En posant Qo = Q1 + X™A, on obtient alors
(X=1)"Qo +X"Po = (X—=1)"[Qq1 + X"A] + X"[P1 — (X =1)"A] = 1.

Onadonc (X—1)"Qo =1 — X"Py et comme degPy < n, on en déduit
que
n+degQo < n+degPy<2n

et donc deg Qo < 1.
Le couple (Py, Qo) est donc un élément de S tel que degPy < n et
deg Qo < 1.
a Considérons un couple (P2, Q;) de polyndmes tels que

(X=1)"Q2+X"P2 =1=(X-1)"Qo + X"Po.

Alors (X—=1)"(Q2—Qo) = X" (Po—P;) et comme X™ et (X—1)™ sont premiers
entre eux, alors (X — 1)™ divise P, — Py et X™ divise Q, — Qo : il existe donc
deux polynémes A et B tels que

P —Po=(X—T"A et Q,—Qo=X"B.

SidegP, < netdegQ, < n,alors les degrés de (P, —Py) et de (Q2 — Qo) sont
aussi strictement inférieurs a n. Il faut donc que A = B = 0 et donc

(PZ) QZ) = (PO) QO)

I1 existe donc un, et un seul, couple (Po, Qo) dans S tel que deg Py < n et
deg Qo < 1.

On a déterminé une solution particuliére (Po, Qo) € S.
On a démontré que : si (P, Q) € S, alors il existe A € R[X] tel que

P =P+ (X—=T1)"A.
Comme (X —1)"Q + X"P = (X —1)"Qo + X" Py, on en déduit que
Q= Qo —X"A.
Réciproquement, il est clair que, pour tout A € R[X], le couple
(P,Q) = (Po + (X—=1)"A, Qo —X"A)

appartient a S.
Ainsi

$={(Po+(X=1)"A, Qo —X"A), A € RIX]}.



