RMS 134 [1400]

Soient E, un espace vectoriel de dimensionn. > 1et py, ..., pn, des
endomorphismes non nuls de E tels que

vV1<i,j<n, piop;=258iipi

i < m) sont en somme directe.

Tea | Les sous-espaces vectoriels Im p; (avec 1 <
2a | Le rang de py est égal a 1 pour tout 1 <i<n

Considérons des vecteurs xy, ..., X, tels que
n
in:oE et VI<i<n, x€lmp;.
i=1
Par hypothese, p; € L(E) et p; o p; = pi, donc p; est un projecteur.
Comme x; € Imp;, on en déduit que
Vi<i<n, xi=pilxi)

et donc que

VI<i#j<n, pjxi)=(pjopi)lxi) =0O¢.

Par linéarité de pj,

O = pj(0e) = p; (Z Xi>

pour tout 1 <j < n.
On a ainsi démontré que les sous-espaces vectoriels Imp; étaient en
somme directe.

On a donc
n
@Impi CE
j=1

et donc

n
ngpj <dimE =n.
j=1

Par hypothese, aucun des endomorphismes p; n’est I'endomorphisme nul,
donc
vi<j<n, rgp; =1

On en déduit que
Y (rgp;—1)<(n—m)=0
)=l >0

et donc que

vi<j<n, rgp;j=1.



