RMS 134 [1399]

Soitn € N*.
Siw et v sont deux endomorphismes nilpotents non nuls de R™ qui
commutent, alors

rg(uov) <rgv.

Siug, ..., un sont des endomorphismes nilpotents de R™ qui commutent
deux a deux, alors la composée

ulouzo...oun

est 'endomorphisme nul.

# Il s’agit ici de généraliser un résultat du cours : si w est un endomorphisme
nilpotent d’un espace de dimension n, alors 'indice de nilpotence de w est inférieur a
n et u™ est 'endomorphisme nul.

Comme u et v sont deux endomorphismes nilpotents d"un espace vec-
toriel de dimension n, leur indice de nilpotence est strictement inférieur a n
et

u =v"'=w.

@ Il est clair que Im(v ou) C Imv et donc que
rg(vou) < rgv.
@ Comme u et vcommutent, le sous-espace F = Imv est stable par u et
rg(vou) =rg(uov).

Comme v n’est pas I'endomorphisme nul, alors dimF =rgv > 1.
@ Considérons 1'endomorphisme ur de F induit par restriction de u au
sous-espace stable F. Pour tout x € F,

donc
vVxeF (up)™(x) =u™(x) =0Og.

Ainsi, ur est un endomorphisme nilpotent de F et en particulier
rgur < dimF =rgv.

Par définition de I'image d’une application linéaire, un vecteur y appar-
tient a Im ur si, et seulement si, il existe un vecteur x € F tel que y = ug(x) =
u(x) c’est-a-dire, par définition du sous-espace F, s’il existe un vecteur xo € E
tel que

y=u(x) =u(v(xo)) = (wov)(xo) = (vou)(xo)

(On rappelle que u et v commutent.) Autrement dit :
Imur =Im(uov) =Im(vou)

et en particulier
rgur =rg(uov) =rg(vou).

On a ainsi démontré que
rg(uov) <rgw.

# Par symétrie, on a également démontré que

rg(uov) =rg(vou) <rgu.



Considérons des endomorphismes nilpotents uy, ..., u, de R™ qui com-
mutent deux a deux et la famille d’entiers naturels (dy)1<k<n définie par

VIi<k<n, di=rglujo- - oug).

@ Pour tout entier 1 < k < n, 'endomorphisme u; ouy o --- o uy est
nilpotent :
(u1 Ouzo...ouk)n:u?ougo...ourkl:w

car les endomorphismes 1, commutent deux a deux et leurs indices de nilpo-
tence respectifs sont tous majorés par n (= la dimension de 1’espace vectoriel
sur lequel ils agissent).
@ ]Il est clair que di = rgu; < n et, d’apres ce qui précede, pour tout
1 < k < n, deux cas se présentent :
— ou bien 'endomorphisme vy =1 o - - - o uy est nul et, dans ce cas,

U] O -+ 0UL =U]O-+-0OUKLO-++0Up

est 'endomorphisme nul;
— ou bien v est un endomorphisme nilpotent non nul qui commute
avec ux1 et, dans ce cas, di 1 < dx.
Si l'endomorphisme u; ou; o - - - o u, n'était pas I'endomorphisme nul,
alors on aurait une famille strictement décroissante de n entiers naturels stric-
tement compris entre O et n :

O<dn<dn1<---<di<n

ce qui est évidemment impossible.
La composée uj ou; o - -- o uy est donc l'endomorphisme nul.



